Teorema de Rolle

Teorema de Rolle :

Seja f uma func¢3o continua em [a, b] e diferenciavel em ]a, b[. Se
f(a) = f(b), entdo existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) =0

llustracao Grafica:
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Teorema de Rolle

Corolarios do Teorema de Rolle

Corolario:

Seja f uma func¢3o continua em [a, b] e diferencidvel em ]a, b[. Entdo
entre dois zeros de f existe pelo menos um zero de .

Corolario:

Seja f uma func3o continua em |[a, b] e diferenciavel em ]a, b[. Entdo
entre dois zeros consecutivos de f’ existe, no maximo, um zero de f.

Exercicio:

Mostrar que a fun¢do definida por f(x) = sen x — x tem um Unico zero no

intervalo [—m, 7].
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Teorema de Lagrange

eorema de Lagrange:

Seja f uma func¢3o continua em [a, b] e diferencidvel em ]a, b[. Entdo,
existe ¢ €]a, b[ tal que

f(b) — f(2)

File) = b—a

llustracao Grafica: AY
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Teorema de Lagrange

Consequéncias do Teorema de Lagrange (sobre a monotonia)

Proposicao:
Sejam / C R um intervalo e f: | — R uma funcao continua em [/ e
diferencidvel em int(/). Entao

(i) Se f'(x

= 0,Vx € int(l), entdo f é constante em /.

(ii) Se f’(x) >0, Vx € int(l), entdo f é crescente em /.

(iv) Se f'(x

> 0,Vx € int(l),, entdo f é estritamente crescente em /.

) =
)
(iii) Se f'(x) <0, Vx € int(l), entdo f é decrescente em /.
)
) <

(v) Se f'(x) <

0, Vx € int(l), ent3o f é estritamente decrescente em /.

v
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Teorema de Lagrange

Condicao suficiente para a existéncia de extremo local para
func,:é'o continua (em ponto onde esta poderd ser ndo diferenciavel):

Proposicao:

Seja f: Df — R uma func¢3do continua em [a, b] C Ds e diferencidvel em
|a, b[, exceto possivelmente em ¢ €]a, b[. Entao,

(i) se f'(x) >0, paratodoo x<c¢, e f'(x)<0, paratodoo x > c,
entdo f(c) é um maximo local de f ;

(ii) se f'(x) <0, paratodoo x<c, e f'(x)>0, paratodoo x> c,
entdo f(c) é um minimo local de f .
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Teorema de Lagrange

Condicao suficiente de segunda ordem para que um ponto
critico seja extremante

Proposicao:
Seja ¢ um ponto critico de f num intervalo |a, b[. Admitamos que f é
continua em ]a, b[ e " existe e é finita em todo o ponto de ]a, b].

Ent3o verificam-se as condicoes seguintes:

(i) se f”(c) > 0., entdo ¢ é um minimizante local;

(ii) se f”’(c) < 0, entdo ¢ é um maximizante local.
v
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Teorema de Cauchy e Regra de Cauchy

Teorema de Cauchy:

Sejam f e g duas fun¢bes continuas em [a, b| e diferencidveis em |a, b[. Se
g'(x) # 0, para todo o x €]a, b[, entdo existe ¢ €]a, b[ tal que

f'(c) _ f(b) —f(a)
g'(c) g(b)—g(a)

Observacao:

Do Teorema de Cauchy pode estabelecer-se uma regra — Regra de

Cauchy — de grande utilidade no calculo de limites quando ocorrem
indeterminacgdes do tipo 2= ou 8 .
Nos cinco slides seguintes enunciam-se as varias formas dessa regra.
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Teorema de Cauchy e Regra de Cauchy

Regra de Cauchy (versao 1)

Proposicao:

Sejam f e g fungdes diferencidveis em | =]a, b| tais que, para todo o

xel, g(x)#0eg'(x)#0.

Se
lim f(x) e lim g(x) s3o ambos nulos ou ambos infinitos
x—at x—at
e existe o limite
. f'(x)
lim
x—at g’(x)
entao p p
() _ o )

lim

x—at g(x)  x—at g’(x) .
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Teorema de Cauchy e Regra de Cauchy

Regra de Cauchy (versao 2)

Proposicao:

Sejam f e g fungdes diferencidveis em | =]a, b| tais que, para todo o

x€l, g(x)#0eg'(x)#0.

lim f(x) e lim g(x) s3o ambos nulos ou ambos infinitos

Se
xX—b— xX—b—

e existe o limite

. f(x)

lim

X—b~ g’(x)
entao
f(x)

lim lim

x—b~ m B x—b~ g’(X) .
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Teorema de Cauchy e Regra de Cauchy

Regra de Cauchy (versao 3)

Proposicao:
Sejam [ =]a, b[ e c € I. Sejam f e g fun¢les definidas em [\ {c} e
diferencidveis em I \ {c}, tais que g(x) # 0, para todo o x € I\ {c}.

Se
g'(x)#0, paratodoo xel\{c},

lim f(x) e lim g(x) sdo ambos nulos ou ambos infinitos

X—C X—C
e existe o limite
. f(x)
lim
X—>C g’(x)
entao p p
lim ﬂ = |im (x) :
X—5C g(x) X—5C g’(x)
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Regra de Cauchy (versao 4)

Proposicao:
Sejam f e g funcgOes definidas em [ =]a, +oo[ e diferencidveis em /, com
g(x) # 0, para todo o x € /.
Suponhamos que g’(x) #0, paratodoo x € /.
Se
lim f(x) e lim g(x) s3o ambos nulos ou ambos infinitos
X—>—+00 X—>—+00
e ;
existe |im ,(X)
x—+o0 g’(x)
entao p .
lim —(X) = |im (x)
X——+00 g(X) X—>—+00 g’(X)
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Regra de Cauchy (versdo 5)

Proposicao:
Sejam f e g funcoes definidas em [ =] — oo, b| e diferencidveis em /, com

g(x) # 0, para todo o x € /.
Suponhamos que g’(x) #0, paratodoo x € /.

Se
lim f(x) e lim g(x) s3o ambos nulos ou ambos infinitos
X——00 X——00
e .
. . X
existe lim (x)
x——o0 g'(x)
entao

lim m: lim f(x)

x——oo g(x)  x=—o0 g'(x)
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