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Observacoes

e Estas notas de aula correspondem a um guidao que o professor ird seguir fielmente ao longo das
aulas. Deve portanto trazé-las sempre consigo em formato papel e/ou digital.

e No final pode encontrar uma lista de exercicios elaborados pelo professor. Estes servirao de
complemento aos exercicios propostos nas folhas praticas da disciplina.

04 pa(x) = x"(1 —x") p(x) =0

"A matemdtica nao € para ser fdacil, nao € para ser rapida. A paciéncia e a persisténcia sao qualidades
muito preciosas para a matemdatica. Na verdade, para a vida. Mas na matemdatica, se vocé nao tiver

paciéncia, persisténcia, vocé cai’.
Investigadora Carolina Aratjo, Instituto de Matemética Pura e Aplicada (IMPA) ! 2

L Citacdo retirada da pagina oficial do IMPA —
https://impa.br/noticias/na-matematica-se-nao-houver-persistencia-voce-cai-diz-carolina-araujo/
’Imagem criada pela Professora Isabel Bras. Pode ser encontrada em https://www.geogebra.org/m/zbqgpaea
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Folha Pratica 2

Os exercicios selecionados da Folha Pratica 2 correspondem a um conjunto minimo (altamente)
recomendado para estudo auténomo.

Tema Exercicios
Convergéncia Pontual/Uniforme | 1.

Séries de Poténcias/Taylor

Leituras Recomendadas

Para além do texto de apoio (Almeida , 2018) e dos slides do capitulo 2, disponiveis na plataforma
Moodle (cf. Bras (2023)), espera-se que o aluno procure estudar por alguns dos livros que se encontram
na bibliografia recomendada da disciplina. Na tabela abaixo foram catalogadas algumas sugestoes de
leitura.

Bibliografia Seccao
(Apostol , 1983) | 11. Sucessoes e Séries de Fungoes (pp. 491-497)
[Leitura fortemente recomendével.|

11.8 Propriedades de Funcoes Representadas
por Séries Reais de Poténcias (pp. 500-511)
[Excluir, de momento, exemplos envolvendo resolugao de equagoes diferenciais.]

(Stewart , 2013) | 11.9 Representagoes de Fungoes como Séries de Poténcias (pp. 674-679)
[Ler toda a sec¢ao. E procurar resolver exercicios no final.]

11.10 Séries de Taylor e Maclaurin (pp. 679-692)
[Idem. Excluir exemplos em que aparece o produto de séries de poténcias.]

11.11 Aplicagoes dos Polinémios de Taylor (pp. 692-699)
[Ibidem. Apenas atencao as notagoes (diferentes das adotadas em aula).]




Convergéncia Pontual vs. Convergéncia Uniforme

Definigao 1 (Convergéncia Pontual e Uniforme). Seja (f,), uma sucessio de funcgées, definida para
todo o n por f, : D — R. Dizemos que (fy):

(a) Converge pontualmente” para uma fungao f: D — R se, para todo o x € D, se tem

lim f,(x) = f(x).

(b) Converge uniformemente para uma funcao f : D — R se, para todo o x € D, se a sucessao
numérica (M,), de termo geral’

M, = sup | fu(z) — f(2)]

zeD

converge para zero (0), i.e. lim M, = 0.
n—oo

“Equivalentemente: f, converge pontualmente para f se, e s6 se, lim |f,(z) — f(z)| = 0, para todo o z € D.
n— o0

bPara todo o @ € D, o termo geral M, corresponde ao menor dos majorantes de |f,(z) — f(x)|.

Adenda 1 (Convergéncia Uniforme implica Convergéncia Pontual). Da Defini¢ao 1 ¢ do Teorema do
Enquadramento® pode-se concluir que toda a sucessao de fungoes uniformemente convergente também
¢ pontualmente convergente, em virtude das desiqualdade abaizo ser sempre satisfeita:

0 < |fu(z) = f(z)] < sup|fu(x) = f(z)|, paratodo o x €D
€D

“Este teorema diz-nos, em particular, que se para duas sucessdes numéricas, (an), resp. (by)n, se tem 0 < a,, < b, e

lim b, =0, entao lim a, = 0.
n—,oo n—roo



Exemplo 1 (Convergéncia Pontual). Considere as sequintes sucessioes de fungoes definidas por:

1. 6)@ 2. (z")nen 3. (™1 — 2))nen.

Em particular, verifica-se o sequinte para cada um dos casos:

x , .
1. Para o caso de (—) , tem-se que esta € a sucessiao nula, (0)nen, quando x = 0. No caso
N/ neN

x x
de © # 0, seque que lim — = 0. Portanto, a sucessio de funcgoes definida por (—)
n—o0o M, N/ neN

converge pontualmente para a funcao nula (0) em R;

2. Note que para valores de |x| > R, com R > 1, podemos concluir que (|x|™)nen converge para
infinito, dado que lim R" = +o0.
n—o0

Por outro lado, para x = 1, tem-se que esta é a sucessao constante (1),en, € para x = —1 o limite
da sucessdo de termo geral (—1)™ ndo eziste. Portanto sé faz sentido investigar a convergéncia
pontual da sucessao de fungoes, definida por (z"),en no intervalo | — 1,1].

Em concreto, para todo o x €] — 1,1] esta converge pontualmente para a fun¢do definida por

. n 0 ,—-1l<zx<l1
lim 2" = )
n—00 1 ’le

3. Usando o que foi dito anteriormente, podemos demonstrar, para todo o x €| — 1,1], a igualdade

de limites® lim 2™ = lim 22" (funcao obtida anteriormente) e, por consequinte, que a Sucessdo
n—o0 n—oo ’ ’

(™(1 — 2"))nen converge pontualmente para a sucessao nula, (0),en, no intervalo | — 1,1}, uma
b
vez’ que

lim (1 — 2") = lim (2" — 2°") = lim 2" — lim 2*" = 0.
n—00 n—00 n—00 n—00

2Para obtermos esta igualdade, envolvendo limites, usdmos o facto de (2%"), ey ser uma subsucessao de (2™),en.
2n)

Para o caso de = ¢] — 1,1], o limite lim (2" — 2*") corresponde a uma indeterminacao do tipo oo — oc.
n— o0

Adenda 2 (Interpretacao Grafica do Exemplo 1). Nos links abaizo — gentilmente partilhados pela Pro-
fessora Isabel Brds — pode encontrar a representacdo grdfica para cada um dos casos abordados no
Exemplo 1:

1. Sucessao de fungoes (£> no intervalo [0, 1] —
n/n

eN
https://www.geogebra.org/m/rkmhu7yp;

2. Sucessdo de fungoes (z"), cy no intervalo [0,1] —
https://www.geogebra.org/m/trpgxstz;

3. Sucessdo de fungoes (x"(1 — 2")), o no intervalo [0, 1]
— https://www.geogebra.org/m/zbqgpaea
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Exemplo 2 (Convergéncia Uniforme). Investiguemos agora a convergéncia uniforme das sucessoes de
funcoes estudadas no Exemplo 1. A saber:

z.ghm 2. (2")nen 3. (2™(1 — &™))nen.

Em particular, temos o sequinte:

1. No intervalo [—1,1], tem-se® sup

3 || 1 L
— — 0] = max — = —. Para este caso, a convergéncia
z€[—1,1]

n ze[-1,1] N n

uniforme desta no intervalo [—1, 1], é uma consequéncia imediata do limite lim — = 0.
n—oo 1

0 ,-1<zx<l1
2. Para a funcao f:] —1,1] = R, definida por f(x) = . ’ ) . , tem-se a igualdade
Y T =

sup [z" — f(z)| =1,
z€]—1,1]

pelo que nao se trata de uma func¢ao uniformemente convergente em | — 1,1].

3. Para investigar neste caso a convergéncia uniforme, precisaria de investigar os maximos e minimos
da funcao f,(z) = 2™(1 —a™). A partir do seu estudo, iria concluir o sequinte:

i) fi(z) =na" !t = 2na® ! (= na" (1 - 22™)) anula-se quando x = 0 ou’ z™ = 1. Logo estes
sao candidatos aos valores mdzrimo da funcao.
i1) Do estudo anterior, seque que

1
sup_Ja"(1 = a")] = sup [2"(1 - 2")| = §

z€]—1,1] xn:%

pelo que também pode concluir que (x"(1 — 2™))pen também nao define uma sucessao de
funcoes uniformemente convergente.

o
?Note que, para cada n € N, a funcao definida por % é continua no intervalo [—1, 1] — que é fechado e limitado. Logo
o facto do supremo coincidir com o méximo é uma consequéncia direta do Teorema de Weierstrafl para fungoes continuas.

by = %\/5 é sempre solugao da equagao. Acresce que no caso em que n é um numero par, esta equagdao tem duas

oo gp = dbadb
solucoes: x = + s

Contra-Exemplo 1 (Falha da Convergéncia Uniforme). A sucessao de fungoes, definida por (%)
nao converge para a fun¢ao nula na reta real, uma vez que

neN’

|

sup = +00
zeR T
¢ uma consequéncia de R ser um conjunto ilimitado.
. o - o . |z|™
O mesmo tipo de raciocinio se aplicaria para justificar a igualdade sup —— = 400 e, por

zeR\[-1,1] T
consequinte que esta sucessao também nao converge para a sucessao nula, (0)pen, em R\ [—1,1].




Teorema 1 (Implicagoes da Convergéncia Uniforme). Seja (f,), uma sucessao de funcgoes continuas

em [a,b]. Se (f,), converge uniformente para uma fungao f em [a,b], entao as sequintes propriedades
sao validas:

(a) f é continua em [a,b] e, para todo o c € [a,b], vale a sequéncia de igualdades
lim £(z) = £(0) = lim fau(c).
Tr—cC n— o0
(b) f é integravel em [a,b] e
b b
/ flz)dz = lim [ f,(x)dx.
a n—oo a

(c) Adicionalmente, se a sucessao das derivadas de f,, (f!),, € também a uma sucessao de fungoes
continuas em |[a, b] que converge uniformemente em [a, b|, entdo:

i) f € diferencidvel em |a,b|; i) f'(x) = lim f(x), para todo o x € [a,b).
n—oo

Adenda 3 (Falha da Convergéncia Uniforme). Decorre naturalmente do Teorema 1 o sequinte

(a) (fn)n ndo converge uniformemente para uma fungao continua em [a, b], desde que pelo menos uma
das condigoes abaixo se verifique:

i) Pelo menos um dos limites, lim f,(z) resp. lim f,(z) nao existe ou é infinito;
n—oo T—rC

#i) Os limites iterados, lim (hm fn(x)> resp. lim (lim fn(a:)), sio diferentes.

r—C \Nn—0o0 n—oo \r—c

(b) (fn)n nao converge uniformemente para uma fungao integravel em [a,b], desde que pelo menos
uma das condigoes abaixo se verifique:

b
i) Pelo menos um dos limites lim f,(z) resp. lim / fn(z)dz nao existe ou é infinito;
n— o0 n—o0 a

b

ii) / (nh_{lgO fn(x)> dx nao existe ou é infinito;
b b

iiz’)/ (hm fn(:v)> dx # lim/ folz)dz.

(¢) (fn)n ndo converge uniformemente para uma fungao diferenciavel em [a, b, desde que pelo menos
uma das condicoes abaizo se verifique:

i) f!(c) nao existe ou é infinito, para algum c € [a, b|;

ii) lim f)(z) nao existe ou é infinito;
n— o0
/
i) (lim fn(x)> # lim f!(z), para algum x € [a,b].
n—oo n—o0

Exemplo 3 (Provar que uma sucessao nao converge, via calculo de limites iterados). No Exemplo 1
verificou que a sucessao de fungoes, definida por (x™), converge pontualmente no intervalo | — 1, 1] para

a funcao
0 ,—-1I<x<l
f<x>—{1 P

Em particular, lim f(x) =0 mas lim ( lim 2") = 1, provando assim — via aplica¢do direta do item
z—1— n—oo r—1-

(a) da Adenda 3 que (z™),en ndo converge uniformemente no intervalo | — 1,1].



Contra-Exemplo 2 (Sucessao Derivada que nao Converge Uniformemente). Note que a sucessio de

sin(nx
fungaoes, definida em R por f,(zx) = g, converge uniformemente para a sucessao nula, (0),en. De

facto, a desigualdade | sin(nz)| < 1 em R assim como a sucessao (1) nen COMVETGIT para a Sucessao nula,
(0)nen, permite-nos concluir que

lim sup sin(nx) | sin(nx)| !
n—00 z€R

— 0‘ = lim sup

n n—00 LR n n—oo N,

Todavia a sucessio de fungoes (f!)nen, definida por f)(x) = cos(nzx) ndo converge pontualmente (logo
também nao converge uniformemente), dado a sucessao® (cos(nm))nen, obtida a partir da substitui¢ao
x =7, ndo admitir limite’.

®Ao mostrarmos que as subsucessoes dos termos pares e fmpares de (cos(nm))nen, demonstramos também que f/ (x)
nao é continua em = = 7.

bVide item (a) do Exercicio @

Convergéncia Uniforme de Séries de Fungoes

0

Teorema 2 (Convergéncia Uniforme envolvendo Série de Fungoes). Seja E fn uma série de fun-
n=0

¢oes continuas em [a,b] que converge uniformente para uma fungao® S := lim S, em |a,b], entdo as
n—roo

sequintes propriedades sao validas:

o0

(a) Z fn é uma série de fungoes continuas em [a,b] e, para todo o ¢ € [a,b], vale a sequéncia de
n=0
1gualdades
I : (1 3 ) .
i 3~ o) = 3 (i

(b) Z fn é uma série de fungoes integraveis em [a, b] e

[(§e)e-s (L)

(c) Adicionalmente, se a sucessao das derivadas de f,, (f!),, € também a uma sucessao de fungoes
(0.0}

continuas em |[a,b] e E fn converge uniformemente em [a, b], entdo:
n=0

i) Z fn € diferencidvel em [a,b];

n=0

ii) (Z fn(x)> = Zf,’t(x), para todo o x € [a,b].

2A funcao S é obtida a partir do limite da sucessdo de somas parciais, (Sp)nen,, definida pontualmente, para cada

€ [a, b], por S, (z Z fu(z




Adenda 4 (Falha da Convergéncia Uniforme). A semelhanga do listado em Adenda 3, para sucessoes de
funcoes, podemos também obter as sequintes conclusoes a partir do Teorema 2 para séries de fungoes.

A saber:

[o.¢]
(a) E fn nao converge uniformemente para uma fungao continua em [a,b|, desde que pelo menos

n=0
uma das condicoes abaizo se verifique:

i) Z fn(z) diverge para algum x € |a, bl;

it) lim f,(x) nao existe ou é infinito;
Tr—c

n=0
(b) an ndo converge uniformemente para uma fungao integravel em [a,b], desde que pelo menos
n=0

uma das condigoes abaizo se verifique:

i) Z fu(z) diverge para algum x € [a,b];

b
i) / fa(z)dx nao existe ou é infinito;

i) [ (z fn@)) i 4 z ( [ ).

(c) Z fn ndo converge uniformemente para uma fungao diferenciavel em [a, b], desde que pelo menos

n=0
uma das condigoes abaizo se verifique:

i) Z fu(z) diverge para algum x € [a,b);

it) f!(c) nao existe ou é infinito, para algum c € [a, b|;

iii) (Z fn(m)> = Zf;l(a;) , para algum x € [a, b].

Teorema 3 (Critério de WeierstraB3). Seja (f,), uma sucessao de fungoes, f, : D — R, e Zan
n=p
(p € No) uma série numérica convergente de termos ndao negativos tal que

|fu(2)| < an, para todos os x € D, n>p inteiro.

Entao, para todo o x € D, a série E fn(z) € uniformemente convergente®.
n=p

“Equivalente a dizer que a série de fungoes, E fn, € convergente em D.
n=p



Exemplo 4 (Aplicagao do Critério de Weierstra3). Note que a desigualdade

2
| fn(2)] < 3 para todos os x € R, n €N,

1 — cos(nx)

envolvendo a sucessao de fungoes, definida por f,(x) = , € uma consequeéncia da igqualdade

n3
1 — cos(nx) = 2sin? (%) e do contradominio de sin® (%’”) ser o conjunto [0, 1].

Segue entao pelo Teorema 3 que a convergéncia uniforme da série de poténcias
o
Z 1 — cos(nx)
.
n=1

) . . . ) 2
¢ imediata pela convergéncia da série numeérica E —
n
n=1
Adicionalmente, o Teorema 2 garante-nos ainda o sequinte:

(a) De cos(nm) = (—=1)*, para todo® o n € N, seque’ que

. = 1l—cos(nz) =1-(-1" & 2
1 ERC (R el Gt VA R
e 3 Z 03 ; (2n — 1)

n=1 n=1

(b) Decorre ainda da igualdade cos(nm) = (—1)" que sin(—nm) = sin(nw) = 0 (justifique)®. Segue

entao que
T 1 — cos(nx) 1 — cos nx) =27
[ (=) ey [ () -3
T \n=1 1
sin(nx = (1 —cos(nz)\’
(c) Z —a = Z (T) também € uma série uniformente convergente, facto esse que
n=1

pode ser demonstrado pelo Teorema 3.

*Vide item (a) do Exercicio @

bObserve que 1 — (—1)" é igual a 0, quando n é par, e 2, quando n é fmpar. A partir deste argumento podemos
reescrever a série de poténcias, via a substituigao n — 2n — 1, eliminando assim os termos nulos.

¢SUGESTAO: Use o Teorema Fundamental a Trigonometria.

Contra-Exemplo 3 (Derivada de Série Uniformemente Convergente). Como teve possibilidade de ave-
riguar no Exemplo 4, a série de funcgoes
i sin(nx)

n=1

¢ uniformemente convergente em R. No entanto
(0.9]
Z (sm nx ) Z
n=1 n=1

ja nao é uniformente convergente em R, dado esta ser divergente em pontos da forma x = 2kn (k € Z).
Interessante de se verificar, a escolha de pontos da forma v = w + 2km (k € Z) conduzem-nos a
série numérica que € simplesmente convergente (procure descobrir o porqué).




Convergéncia Uniforme de Séries de Poténcias

(e}

Teorema 4 (Convergéncia Uniforme de Séries de Poténcias). Seja Z an(x—c)" uma série de poténcias
n=0
de raio® R # 0, e convergente em I C R.
Entdao a série de poténcias converge uniformemente em qualquer subintervalo fechado e limitado

[a,b] de I.

?A condigao R # 0 exclui intervalos de convergéncia da forma I = {c}.

o0

Teorema 5 (Teorema de Abel). Seja Z an(x — )" uma série de poténcias de raio® 0 < R < oo.
n=0
Entao as sequintes implicagoes sao verdadeiras:
(a) Se a série de poténcias converge em x = ¢ + R, entdo esta também converge uniformemente em
[c,c+ RJ.

(b) Se a série de poténcias converge em v = ¢ — R, entdo esta também converge uniformemente em
[c — R, (].

®A condigdo 0 < R < oo exclui os intervalos de convergéncia I = {c} e I = R.

Teorema 6 (Convergéncia Uniforme envolvendo Série de Poténcias). Seja Z an(z —c)" uma série de
n=0
R ,R=00
poténcias de raio R #0 e [ =
Je—R,c+R] ,0<R< 0.
Se f(x Zan x — )", para todo o x € I, entao as sequintes implicag¢oes sao verdadeiras:

(a) [ € uma fungdo continua em I;

(b) f é uma funcao diferencidvel em I e

(e}
= Znan(:c — )", para todo o x € I.

(c) A funcdo F, definida por F(z g Cf:l — )", ¢ uma primitiva de f em I que satisfaz as
n
n=0

sequintes propriedades®:

i) F(a / 1 () o) /bf(x)dx _ F(b) - Fla).

®As propriedades i) e ii) sdo automadticas por aplicagdo do Teorema Fundamental do Célculo.

(o)

Teorema 7 (Série de Poténcias vs. Série de Taylor). Seja Z an(z — )" o desenvolvimento em série

n=0
de poténcias de uma funcao f num intervalo I C R, com ¢ € I. Entdo f possui derivadas finitas de
qualquer ordem mo ponto c e

c
, para todo o n € Nj.

10



Adenda 5 (Série de Poténcias vs. Série de Taylor). O Teorema 7 permite-nos concluir que

€ o polinomio de Taylor de ordem n de f em torno de ¢ € I e que as condigoes, envolvendo R (f(x)) =
flz) =T f(x)), sio sempre satisfeitas:

i) Unicidade do Polinémio de Taylor: lim —————= e (f(@))

x—n:(a:——c)” O;
)

ii) Convergéncia da Série de Taylor: lim R (f(z)) =
n—oo

Em termos praticos, a aplicacao do Teorema 6 e do Teorema 7 permite-nos obter desenvolvimentos em
série a partir de desenvolvimentos ja conhecidos, tais como os tabelados em (Stewart , 2013, p. 687).

Exemplo 5 (Fungoes Exponenciais vs. Hiperbdlicas). A partir da série de poténcias de

¢ possivel obter a série de poténcias de e™*, uma vez que a transformagao grafica r — —x, por se tratar
de uma composicao de fungoes continuas. Neste caso, tem-se

— (= — (=1
:Z( :Z(n!)

n

3

n=0 ’ n=0
g =e "
Adicionalmente, a série de poténcias da fun¢ao hiperbolica sinh(z) = — pode ser obtida a partir
‘ L L g @
da subtracao, termo a termo, dos coeficientes das séries de poténcias de 5 5

Neste caso, tem-se

e* —e™” = 1-(=1)" .
2 Z% onl
0 I,Qn—&-l
— Zm [apés simplificagoes]”
n !

Il
o

n

?Obtida com base nas igualdades 1 — (—1)" = 2 (n = 2k + 1- impar) e 1 — (—1)" = 0 (n = 2k - zero ou par).
Ao N ~ . - . e’ te”
Adenda 6 (Série de Poténcias de Fungoes Hiperbdlicas). No caso da fung¢ao cosh(x) = ——

— que corresponde a um dos Ezercicios da Folha 2 [que se encontra mno Moodle], pode obter o seu
desenvolvimento em série de poténcia por dois modos distintos:

T —Z

. 2. Ao € € p .
(a) Somando, termo a termo, os coeficientes das séries de poténcias de 5 e - - andlogo ao que foi

feito no Exemplo 5;

(b) Derivando®, termo a termo, a série de poténcias de sinh(z) obtida no Exemplo 5— aplicacdo direta
do item (b) do Teorema 6;

“Baseado na igualdade (sinh(z))" = cosh(z).

11



Exemplo 6 (Célculo de Limites). Suponha que pretende calcular o wvalor exato do limite
2

Qre~ T — 2o + 13

lin% = . Para tal, comece por considerar o desenvolvimento em série de poténcias de
Tr—r €T

2 :L‘2
_ o o o . A . . . . A
e~ 2, obtido a partir do desenvolvimento em série de poténcias de x, via a substituicao r — 3

obtemos

n!

2I6_§ = Qxi ﬂ — i (=1)" 2l
n=0

:c2 o o . .
Em particular, que Tp(2ze™7) = 2z — a3 + %x5 corresponde ao polinomio Maclaurin de ordem 5 da
2

funcdo 2ze~z . Logo, pelo observado em Adenda 5 seque que

22

N

Z‘2 T 1)2
. 2xe™ T —2x 42 . TP(2xe T)+ R3(2weT) 2242 | 32 . RS(2me"7T) 1
lim = lim = lim e
z—0 1‘5 x—0 :E5 x—0 1‘5 z—0 $5 4

(o'} _1)n
Adenda 7 (Abordagem alternativa do Exemplo 6). Pode verificar-se que Z %x%*l corresponde
ni2n—
n=3
12

ao desenvolvimento em série de poténcias da funcao f, definida por f(x) = 2xe™ 2 — 2x + 2. Para
esta funcao, o Teorema 7 garante-nos que

(a) f™(0)=0, paran =0,1,2,3,4
f0) _ (=1? 1

(b) Para® n =5, tem-se =
pelo que o valor do limite obtido no Exemplo 6 coincide com o valor obtido via aplicacao sucessiva da
regra de L’Hoépital’.

. () ., . .~ A .
“Para encontrarmos o coeficiente a5 = £ © precisdmos de considerar a condi¢ao 2n 4+ 1 = 5 nas poténcias x

2n+1
51 :
®Vide Caderno 1.

1
Exemplo 7 (Série Geométrica). Considere-se a fungao f definida por f(x) = —. Esta fun¢ao € continua
i

e diferencidvel em R\ {0}. Em particular, para ¢ # 0 € possivel obter o desenvolvimento em série de
poténcias em torno de c, com base na sequéncia de igualdades

1 1

c+(x—c) 1-—<2

c

Impondo agora a condi¢ao® ‘ﬂ‘ < 1, conclui-se que
(&

1 oo
e, por consequinte, que — = Z (x —¢)", para todo® o x €]c —|c|,c+ |c|[.
7

n=0

11" pl(=1)»
Adicionalmente, o Teorema 7 permite-nos concluir que [—} = <—1), tqualdade essa que pode
1 -

ser verificada com base no método de inducdo matemdtica.

“Esta condigao permite-nos obter obter um desenvolvimento em série com base na série geométrica
le=el <1

bIntervalo de convergéncia obtido como conjunto solucao da inequacao Bl

12



Exemplo 8 (Derivada da Série Geométrica). Note que, para todo o x # 0, tem-se que x% € a derwada
da funcao —%.

Tomando como referéncia o desenvolvimento em série de poténcias, em torno de ¢, obtido no Exem-
plo 7, podemos concluir via o item (b) do Teorema 6 que

’VZ

o0 o

n(_l)n—i-l
Z o+l (z =) Z Cn+2 ($ —c)"
=l

n=0

: : : 1 :
€ o desenvolvimento® em série de poténcias de — no intervalo Jc — |c[, ¢ + |¢[[.
T

“Na igualdade, envolvendo as duas séries de poténcias, foi realizada a substituicao n — n + 1, de modo expressar a
série de poténcias em termos de (z — ¢)".

Exemplo 9 (Série de Poténcias da Fungao Logaritmo). Se considerasse as substitui¢ao x — —x resp.

[e.9]

=> 2" (jz| < 1)

n=0

obtinha facilmente o desenvolvimento em série de poténcia para a derivada de In(1+ x).
Adicionalmente, o item (c) do Teorema 6 permite-nos obter o desenvolvimento em série de Maclau-
rin de In(1 4+ x). Em concreto, a identidade

n(1 Lo
+2) / 14¢

permite-nos obter a sequinte sequéncias de igualdades:

Ox %Hdt = i(—l)" (/ t"dt) i ) i %x”

n=0

no intervalo

Portanto, a série de poténcias de In(1+ z) foi obtida partir da série de poténcias ]
| —1,1].

+x

Exemplo 10 (Série de Poténcias da Fungao arco-tangente). Se considerarmos agora o desenvolvimento

em série de poténcias
[o.¢]

Z n 2n |[L’2| <1)

n=0

1
obtido a partir da substituicdo x — x> no desenvolvimento em série de poténcias de 52 seque pelo
x
item (c) do Teorema 6 a sequinte sequéncias de igualdades:

[e.9]

c 1 : = (—1)"
t = dt = -1 tndt | = sy
arctan(r) /0 R HZ( ) (/o ) 1"

=0

pelo que esta série converge uniformemente no intervalo | — 1,1].

13



Adenda 8 (Teorema de Abel). Para o Exemplo 9 & Exemplo 10, observe ainda o sequinte:

i) A série de poténcias de In(1 + x), obtida no Exemplo 9, converge simplesmente na extremidade
x =1 do intervalo | — 1,1[;

ii) A série de poténcias de arctan(x), obtida no Exemplo 10, converge absolutamente na extremidades
x=—1ex =1 dointervalo | — 1,1].

Logo, por aplicagdo direta do Teorema de Abel (vide Teorema 5) seque que:

i) A série de poténcias de In(1 + x), obtida no Exemplo 9, converge uniformemente no intervalo
[0,1];

it) A série de poténcias de arctan(z), obtida no Exemplo 10, também converge uniformemente nos
intervalos [—1,0] e [0, 1].

Em suma:
i) | —1,1] é o intervalo de convergéncia da série de poténcias de In(1 + z);

ii) [—1,1] € o intervalo de convergéncia da série de poténcias de arctan(z).

14



Exercicios Propostos

Revisoes

@ METODO DE INDUGAO MATEMATICA
Use o método de indugao matematica para demonstrar as seguintes relagoes:

(a) cos(nm) = (—1)", Vn € Ny. (b) n! > 2" para todo o n > 4 natural.

OBSERVACOES:

(a) Indugdo matemética nao se aplica ao conjunto dos niimeros inteiros. Em particular, para
demonstrar que cos(nm) = (—1)", para todo o n € Z, terd ainda de argumentar que a fungao
cosseno se trata de uma funcao par.

(b) A desigualdade n! > 2" é falsa, para valores de n =0, 1,2, 3.

@ POLINOMIO DE MACLAURIN
Use o polinémio de Maclaurin e o resto de Lagrange da funcao exponencial para mostrar as
seguintes desigualdades:

1
1—a
(b) Para todo o x € R en €N, tem-se que e* > T§'(e”).

(a) Para todo o x €]0, 1], tem-se e <

(c) Para todo o x €]0,2[, vale a desigualdade

2 353 ZL‘4

<1 —_——t =+ —.
e < +m+2+6+16—8x

SUGESTOES:

(a) Use a desigualdade n! > 1 para mostrar que 7j'(e*) < 14+ + ...+ 2" O que acontece se
fizer n — oo em ambos os lados da desigualdade?

(b) E suficiente demonstrar que o resto de Lagrange da funcio exponencial, Ry(e”), é sempre
positivo

(c) Comece por reescrever a expressao de 1§ (e”) na forma
n
2 3

X x’“
Tg(ex)=1+x+7+g+zﬁ
k=4

De seguida, use a desigualdade obtida no item (b) do Exercicio @ para mostrar que
nok nok
x x
> TS > o
k=4 k=4

no_k
ou seja, que no intervalo |0, 2[, a soma E o ¢ limitada superiormente pela soma de uma
k=4
~ s ~ X
progressao geométrica de razao r = 3

15



Convergéncia Pontual vs. Convergéncia Uniforme

@ EXEMPLOS DE SUCESSOES/SERIE DE FUNQOES

[EQ

Considere a sucessao de fungoes (f,,)nen,, definida por f,(z) = s
€T n

(a) Mostre que (f,)nen, converge pontualmente para a fun¢ao nula em R.

o0

(b) Mostre que a série de fungoes Z fn converge pontualmente para a funcao S, definida por
n=0
1+22 240
() = .
0 ,x = 0.
(c) Diga, justificando, se a série de fungdes Z fn converge uniformemente em R.
n=0
(d) Diga, justificando, se a série de fungoes Z fn converge uniformemente em R\] — 1, 1].
n=0

SUGESTOES:
1

(L+a2)r (1+x2

— converge para zero (0).

(a) Comece por demonstrar que, para todo o z € R, ) — termo geral da

progressao geométrica, de razao r = 5
1+

o n
1
(b) Use a férmula geral da série geométrica para calcular o valor da soma da série E (1 n 2) .
x
n=0
(c) Observe que a soma da série converge pontualmente para uma funcao descontinua. O que

pode concluir a partir do Teorema 27

(d) Tente aplicar o Critério de Weierstrafl — vide Teorema 3.

Série de Maclaurin de Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

@ DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN ENVOLVENDO FUNGOES HIPERBOLICAS

oo n

. . - . ~ . x
Considere o desenvolvimento em série de Maclaurin da fungao exponencial, dado por e* = g

n!’
n=0

(a) Obtenha o desenvolvimento em série de poténcia das seguintes fungdes hiperbdlicas

62:1: + e—2x eZa: _ e—Zz

i) cosh(2z) = —— ii) sinh(27) = ——

(b) Use os desenvolvimentos em série, obtidos na alinea anterior, para obter o desnvolvimento
em série das seguintes funcoes:

1 1 1

i) g(egC +e )(e" —e™) ii) Z(ex +e )2+ Z(ex —e )2
SUGESTOES:

(a) Vide Exemplo 5.

(b) Faga uso das igualdades (a + b)(a — b) = a* — b* e (a +b)* = a® + 2b + b*.
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@ FUNCOES LOGARITMICAS
Use o desenvolvimento em série de poténcias obtido no Exemplo 9, para obter o desenvolvimento
em série dos seguintes nimeros transcendentes:

(a) —1 (b) In (3) (¢) —In(%)

Série de Maclaurin de Funcgoes Trigonométricas e Suas Inversas

@ DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN DE FUNCOES SENO E COSSENO
Tendo como referéncia o desenvolvimento série de Maclaurin das fungoes seno e cosseno:

sin(z) = Z M & cos(x) = Z (—Uﬂ

| !
—~ (2n+1)! —~  (2n)!

obtenha os desenvolvimentos em série Maclaurin para as fungoes abaixo.

(a) cos <%) -1 (c) cos <g> (e) sin® (%)
™ ™ . (m(z+1) T
(b) 5~ sin <7> (d) sin (T—i_) (f) cos? (Z)

@ SERIE DE MACLAURIN DA FUNCAO ARCO-TANGENTE
Use a representacao em série de poténcia da funcao arco-tangente, obtida no Exemplo 10, para
resolver os itens abaixo.

(a) Diga, justificando, se as séries abaixo sdo convergentes e, em caso afirmativo, determine o
valor da sua soma.

o n\/§2n+1 3 0 _1n_\/§2n+1 o0 n\/§2n
) 3 D) § 3 EUEVE) Z (1B

2n+1 32+ (2n 4 1) 32 +1(2n 4 1)

n=1 n=0 n=|

(b) Indique o desenvolvimento em série de poténcias para os seguintes nimeros transcendentes:
i)
s

OBSERVAQAO: Note que arctan : R —] — 7, 7[. Em particular, 7 ¢ 5 nao sao pontos do
contradominio da fungao arco-tangente.

INE

i) iii) =

Série de Taylor vs. Fungoes Analiticas

Q DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN VS. DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE TAYLOR
Use os desenvolvimentos em série de Maclaurin tabelados p.e. em (Stewart , 2013, p. 687) para
obter a série de Taylor das fungoes abaixo.

(d) cos(r) em torno de ¢ = —7%.

(a) e em torno de ¢ = —1

(b) €**~** em torno de ¢ = 1. (e) In(2—5z) em torno de ¢ = 1.

(c) sin(x) em torno de ¢ = % (f) In(2® + 27 + 2) em torno de ¢ = —1.

6"

@ DESIGUALDADES E LIMITES ENVOLVENDO FUNQ@ES HIPERBOLICAS
Use o desenvolvimento em série de poténcia de cosh(2x), obtida no Exercicio @, assim como a
desigualdade obtida no Exercicio @, para mostrar que
4

1—1—2952<Cosh(2:n)<1—i—2952—i—1 - 5
—x

para todo o z €] —1,1].
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DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN VS. INTERVALO/RAIO DE CONVERGENCIA

Seja f(x) = Zanx” o desenvolvimento em série de Maclaurin da funcao f e 0 < R < +00 0

n=0
respetivo raio de convergéncia®. Demonstre as seguintes afirmacoes para a funcoes g e h, definidas

por

g(x) = f(=2%) e h(x) = zf(z?).

g(2n+1)(0) — h(Q")(O) = 0, para todo o n € N.

(a)

(b) (=1)"g*M(0) = K" *Y(0) = nla,, para todo o n € Ny.

(¢) As séries de Maclaurin das funcoes g e h convergem absolutamente em | — VR, V/R].

(d) Se a série de Maclaurin de f converge absolutamente em z = —R ou em z = R, entao

[—V/R,V/R] é o intervalo de convergéncia das séries de Maclaurin de g e h.

(e) Se a série de Maclaurin de f converge simplesmente em z = —R, entdo | — vVR,v/R[ é o
intervalo de convergéncia da série de Maclaurin de g.

(f) Se a série de Maclaurin de f converge simplesmente em z = R, entdo | — VR, VR| é o
intervalo de convergéncia da série de Maclaurin de h.

DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN DE FUNCOES LOGARITMITAS
Determine o desenvolvimento em série de Maclaurin para cada uma das seguintes fungoes logari-
timicas, indicando o maior intervalo para o qual o desenvolvimento é valido.

(@) n (gx—gD (b) In ((1 n x2§)<x n 2)) (€) na” ~do +3)

SUGESTOES: Pode usar diretamente a férmula f(z) = f(0) + / f'(t)dt, que resulta do
0

Teorema Fundamental do Cdlculo, e/ou uma das seguintes sugestoes abaixo:

(a) Propriedades In <i> = In(2) — In(w) e In(ax + ) = In(B) + In <%x + 1> (8> 0);

w
(b) Propriedade In (zw) = In(2) 4 In(w) & propriedades mencionadas em (a);

(c) Fatorizagao x? —4x + 3 = (x — ry)(x — r3) — 71,719 Taizes de x* — 4z + 3 para poder deduzir
a série de Taylor com base nas sugestoes dadas em (a) e (b) — i.e. sem precisar de aplicar o
Teorema Fundamental do Calculo.

Convergéncia Uniforme de Séries de Poténcias

INTEGRACAO DE SERIE DE POTENCIAS
Determine a representagao em série de poténcia para cada uma das seguintes fungoes:

(a) FUNGAO ERRO (b) INTEGRAL DE FRESNEL

exf(z) — \/% /0 et S(z) = /0 " sin(i2)dt.

: N . : . . . On : 1
30 raio de convergéncia pode ser definido, via uma das seguintes férmulas: R = lim 2] resp. R = lim .
n— o0 |an+1| n—oo |an‘
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DESENVOLVIMENTO EM SERIE GEOMETRICA VS. DERIVACAO DE SERIES DE POTENCIAS
Determine o desenvolvimento em série geométrica para cada uma das seguintes fungoes racionais,
indicando o maior intervalo para o qual o desenvolvimento é vélido.

1 x 5
- b) —
(2) (z +2)2 (®) (1+2%)? (©) (1+ 22)(z + 2)2
SUGESTOES:
1
(a) Calcule a derivada de :
T+ 2
1

(b) Calcule a derivada de .

+ 2?2
(c) Para poder usar, a posteriori, o desenvolvimento em série de poténcias obtidos anteriormente,

tera de considerar a representagao em fracoes parciais da forma
5 Ax+ B C D
= + + — A, B,C, D constantes a determinar.
(1+22)(z+2)? 1422 242 (z+2)? e Har

@ APLICACAO DO TEOREMA DE ABEL
Sejam f e g as fungoes definidas

© 1 @
f@)_/o sl & g(‘”)_/o STt

(a) Determine o desenvolvimento em série de poténcias das fungoes f e g.

(b) Diga, justicando, qual o intervalo da forma I =] — R, R[ (0 < R < o0) em que as séries de
poténcias f e g convergem uniformemente.

(c) Use o Teorema 5 para averiguar se f e g convergem uniformemente em intervalos fechados
da forma [—R,0] e [0, R].

(d) Comente a veracidade das seguintes afirmagcoes (Verdadeiro ou Falso), justificando conveni-
entemente a sua resposta.

i) O intervalo de convergéncia das fungoes derivadas f’ e ¢’ nao coincide.

ii) O intervalo de convergéncia de f e f’ coincide.

iii) O intervalo de convergéncia de g e ¢’ nao coincide.

)
)

iv) O intervalo de convergéncia de f e g coincide.
) dt coincide com o desenvolvi-

T14t?
v) O desenvolvimento em série de poténcias de / sl
o 27T+13
mento em série de poténcias de f(z) + In(27 + 23).
1—¢?

YT dt coincide com o desenvolvi-

x
vi) O desenvolvimento em série de poténcias de /
0

- - 1 x?
mento em série de poténcias de g(x) — 77 arctan 5 )

FUNCOES DE BESSEL
Considere o desenvolvimento em série de Maclaurin da funcao de Bessel de ordem m (m € Ny),
dada por

_ - (_1)77, m-+2n

(a) Mostre que (Jp)men, € uma sucessao de fungoes analiticas em R.

(b) Verifique que Jj = —J;.
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@ ExERcicio COMPUTACIONAL
Use a app, disponivel no link

https://www.geogebra.org/m/cugztbix,

para gerar o polinémios de Maclaurin de ordem n, T{(tan(z)) e Tg'(sec?(x)). A partir destes:

x)’ para valores de n =1,2,3,4,5,6,7.

(a) Calcule numericamente o valor dos limites lirr(l) -
Tr— €T

t 2
(b) Verifique numericamente a igualdade lim an(z) = lim sec ( )

, para valoresden = 1,2,3,4,5,6,7.
z—0 " z—0 nx™

Desafios

SOMA DE SERIE DE POTENCIAS

Use desenvolvimento de séries de poténcias conhecidos e/ou derivacao/integracao para calcular a
soma das seguintes seguintes séries numéricas de termos alternados:

> = n(—1) I (=1)"
Z 2n+ if) Z 3n—1 i) nZ:% (2n+1)(2n + 3)

n:O n=1

7’L

@ DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN ENVOLVENDO FUN(}@ES PARES E iMPARES

o0
. a
Seja f(z) E apx" o desenvolvimento em série de Maclaurin da fungao f e R = lim i 0

respetivo raio de convergéncia’.

(a) Demonstre as seguintes igualdades:
) f(z)+ f(=2) = ) 2ap,2™" i) f(x) = f(=2) = ) 2a9,00”""
n=0 n=0

(b) Comente a veracidade das seguintes afirmagoes (Verdadeiro ou Falso), justificando conveni-
entemente a sua resposta.

i) Se R =400 e f é uma funcio fmpar, entao f***1(0) =0 para todo o n € Ny.

ii) Se R = 400 e f é uma funcao impar, entado f(—z) = —x Z Agn 1 22"

iii) R? é o raio de convergéncia da série de Maclaurin de f(z ) + f(—x).

iv) Se 0 < R < 400, entao o raio de convergéncia das séries de Maclaurin de f(z) — f(—x)
e f(x) coincidem.

v) Se 0 < R < 400, entao a série de Maclaurin de f(x) + f(—x) converge absolutamente
no intervalo | — V'R, VR]|.

vi) Se 0 < R < 400 e | — R, R] é o intervalo de convergéncia da série de Maclaurin de f,
entdo a série de Maclaurin de f(x) — f(—x) e de f(x)+ f(—x) convergem absolutamente

em v = —V/R.

1
4Também poderia ser dito que R = lim .
n—oo 1 |a |
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS VS. FUNCOES ESFERICAS DE BESSEL
Considere o desenvolvimento em série de Maclaurin da funcao esférica de Bessel de ordem m
(m € Ny), dada por

— i m + TL) xm+2n
(2m —|— 2n + 1)! ‘

=0
(a) Mostre que (jm)men, ¢ uma sucessao de fungoes analiticas em R.
(b) Verifique as seguintes igualdades para valores de = # 0:

sin(z) sin(v)  cos(z) L s . 3.

iii) jo(z) = ji(z) — ;h(x)

i) jo(z) = i) ji(z) =

T 2 T

@ SIMBOLO DE POCHAMMER VS. SERIE BINOMIAL®
Para todo o a € R, considere a série de Maclaurin de (1 + x)“, dada por

oo _1 n(__
At =3 T
onde (—a), = —a(—a+1)...(—a+ (n — 1)) denota o simbolo de Pochhammer.

(a) Se a € Ny, mostre que (1 + x)* = Z ( « ) x".

n
n=0
(b) Determine o dominio e o raio de convergéncia da série de Maclaurin de (1+ x)“, para valores
de ao ¢ N.

(c) Comente a veracidade das seguintes afirmagoes (Verdadeiro ou Falso), justificando conveni-
entemente a sua resposta.

i) Z (=) _ 0, para todo o a € Np.

n!
n=0
i) (=1)"(—a), =0, para todo o n € Ny se a ¢ N.
iii) (—=1)"(—a), =0, para todo o n € Ny se a < n.
(

iv) —O[) = 2% para todo o a € R.

V) Z (=)n = 27“ para todo o a € R.

2nn!
n=0
o0 _1 n(__ "
vi) Para todo o z €] — 1, 1], tem-se Z Mz” # 0, desde que a € N.
n!
n=0
SUGESTOES:

(a) Atendendo a que d—(l + 2)® = 0, para valores de (o € Ny e n > «), é suficiente verificar a
xn

equivaléncia abaixo (explique o porqué):

(3)- 25 o ]2

n n! dx™ weo (a@—n)l’

(b) Use o critério da razao (ou de D’Alembert).

(¢) Tenha cuidado, pois (1 + x)® apenas nos dd um polinémio para o caso de o € Np.

SExercicio corresponde a uma reformulacio de (Stewart , 2013, pp. 685-686, Exemplo 8).
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