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Calculo II - Agrupamento 4 2022/23

Folha 3: Solucdes

1. (a) E aberto e nio é fechado.

(b) Nao é aberto nem fechado.

(¢) Nao é aberto nem fechado.
(d) E fechado e ndo é aberto.

(¢) E fechado e ndo ¢ aberto.



(b) Dy ={(z,y,2) e R? : y > 2}

(¢) Dy = {(z,y) € R* : 2 +y* < 4A(2,9) # (0,0)} = {(z,y) € R? : 0 <
2 +y? <4}

(d) Dy ={(z,y) eR? : 2y >0} = {(z,9) €ER2: (z >0Ay>0)V(r<0AyYy<

(RT x RT)U(R™ x R7).



() Dy ={(z,y) eR?:2? +y < 1Ay #ax Ay # —z}.

(f) Dy ={(z,y,2) e R3: 22 +y* £ 0} =R3\ {(0,0,2) : z € R}.
(g) Dy ={(v,y) eR?: 1 < 2?+y? <9}.



(h) Dy = {(z,,2) € R® : (w,) # (0,0) A 22 < 2? +y?}.

3. (a) M1 = {(0, 0)} é um ponto. Para cada k €]1,4o00[, N {(a:,y) € R?:
22 4y = B \/

=} é uma circunferéncia de centro (0,0) e raio

(b) N1 = Oz U Oy ¢ a unido de duas retas concorrentes (cénica degenerada).
Para k € RT\ {1}, Ny = {(z,y) € R? : 7y = In(k)} é uma hipérbole.

(c) Para k € R, Ny = {(v,y,2) € R3: x + y+ 3z = k} é o plano ortogonal ao
vetor (1,1,3) que contém o ponto (k,0,0).

(d) Mo = {(z,y,2) € R?: 2% = y? + 22} é uma superficie cénica;
para k € RY, N}, = {(2,9,2) € R3: 22 — 9% — 22 = k} é um hiperboléide de
duas folhas;
para k € R™, N}, = {(x,9,2) € R3 : 22 — 9% — 22 = k} é um hiperboléide de
uma folha.

(e) No = {(0,0,0)} é um ponto (quédrica degenerada). Para cada k € RT,
N = {(z,y,2) € R?: 2% + y* + 22 = k} é uma superficie esférica de centro

(0,0,0) e raio V.

4. {(z,y) : T(z,y) = T(3,2)} = {(z,y) : 2% + y> = 13}
(circunferéncia de centro em (0,0) e raio /13).

5. Para todo (z,y,2) € R3, temos

;}‘i(w,y,z) = e“(senx + cos ),
ai(‘rvyvz) = 3sen (Z - 3y)7
O (0,.2) = —sen (= — ).
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(b) g£(2 0) = 0; gf (2,0) nao existe.

(c) %(O, 0) nao existe; %(0,0) = 0.
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Para y > —x e x > y, temos

g(m ) = 2y g(x ) = _ 2

ax 7y _y2_$27 ay 7y _:172—y2’

O*f 0 f 4wy *f 0*f 2(z* +¢%)

@(%?J) = 87/2(3379) = (2 — y2)2; 8x8y(x’y) = 8y8x<x’y) = (22— y2)2

flz,y) = 23y — 6zy + L In(1 + 42).

(a) Dy ={(z,y) e R?: 2 >0} =R" xR.

(b) Plano tangente: 5z + 4y —z — 9 = 0.
Reta normal:
(z,y,2) = (1,2,4) + a(5,4,—1), a € R (equagao vetorial) ou
=l = yT_2 =4 — 2z (equagoes cartesianas).

xy cos(yz)).

yz),
(b) D 16(1,2,—1)f(17370) = —% = —é-

(a) Dy ={(z,y) € R®: 2% +3° > 0} =R*\ {(0,0)}
(é aberto e nao é fechado).

(b) As curvas de nivel k& € R de f sdo Cy = {(z,y) € R? : 22 + ¢% = €}
(circunferéncias de centro (0,0)).

(c) D(u,v)f(lv 0) = 2u.

. Reta normal: (z,y,2) = (3,4, —-2) + «(3,4,5), a € R.
Plano tangente: 3x + 4y + 5z — 15 = 0.

(
(a) Vf(x,y,z) = (sen(yz),zz cos(

e

(b) 3z +3y+2z—-8=0.

(a) D é um losango centrado na origem com os vértices situados nos eixos coor-
denados.

(b) A funcio é do tipo polinomial, logo continua no seu dominio de definicio R?
e, consequentemente, também é continua em D. Por outro lado, este conjunto
é fechado e limitado. Nestas condigoes, o Teorema de Weierstrass garante a
existéncia de a, 8 € R que sao, respetivamente, o menor e o maior valor que
f atinge.
Observar que f(z,y) expressa o quadrado da distancia de um ponto P = (z,y)
a origem. Assim, o maximo absoluto é 1, atingido nos pontos (1,0), (0,1),
(—1,0) e (0,—1), e o minimo absoluto é 0, atingido no ponto (0,0).

. Nao. O Teorema de Weierstrass nao ¢ aplicavel, porque S nao é fechado.

. Como f(z,y) = —2? < 0 = f(0,y) para todo (z,y) € R?, entdo todos os pontos
da forma (0,y), com y € R, sdo maximizantes da fungao.

(a) Ndo. O Teorema de Weierstrass nao é aplicavel, porque R3 nao é limitado.

(b) Como £(0,0,0) =0 < 22 +y%+ 22 = f(x,y,2) para todo (x,7, z) € R3, entao
(0,0,0) é (o tinico) minimizante global de f.
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(a)
(b)

(a)
(b)

(c)

f nao é diferencidvel em (0, 0), porque nao existe f7(0,0).

Tem-se f(z,y) = —v/22+y2 < 0= £(0,0) para todo (z,y) € R%. Portanto,
(0,0) é (o inico) maximizante absoluto de f.

Como g é continua e o conjunto B é fechado e limitado, o Teorema de Wei-
erstrass garante a existéncia de extremos globais de g em B.

g € diferencidvel e nao possui pontos criticos no interior de B, logo os ex-
tremantes situam-se na fronteira. Claramente (0, —1) é minimizante global e
(0,1) é maximizante global.

Nao, pois g é diferenciavel no aberto A e nao possui pontos criticos nesse con-
junto (notar que Vg(z,y) = (0,1) # (0,0)). Portanto, g ndo tem extremantes
globais em A (nem em R?).

. Na origem a funcéo h vale %, enquanto que, por exemplo, em (1/37/2,0) vale %
que é um valor maior.

(a)
(b)
(c)

(1,0), (07 1)? (_170)7 (07_1)5
(2,3) e todos os pontos situados nos eixos coordenados;
(0,0,0), (-1,-1,1), (—1,1,-1), (1,-1,-1), (1,1,1).

. Como (z — 1)+ (y — 2)? > 0 entdo f(z,y) = (x—1)>+(y —2)2 -1 > —1. Ora
f(1,2) = —1 e para todo (z,y) # (1,2) tem-se f(z,y) = (x—1)2+(y—2)>—1 > —1.

(a)

(b)

O gradiente de f, se considerado no seu dominio de definigdo, anula-se apenas
em (—4,6). No entanto, (—4,6) ¢ int(D). Consequentemente, f nao possui
pontos criticos em int(D) =]0, 1[x]0, 2].

A existéncia de extremos absolutos é garantida pelo Teorema de Weierstrass,
uma vez que D é fechado e limitado e f é continua neste conjunto. Os
extremos sao entao atingidos na fronteira (recordar a conclusao obtida na
alinea anterior).

O maéximo absoluto de f em D é 17 e é atingido no ponto (1,2); o minimo
absoluto de f em D é -3 e é atingido no ponto (1,0).

Os pontos criticos sdo (0,0) e (1,1). A fungdo f é de classe C? em R2.
Como det(H¢(0,0)) = —1 < 0, entdo (0,0) ndo é extremante (é ponto de sela).
Como det(Hs(1,1)) =e*>0e %(17 1) = —e2<0, entdo f(1,1) =e"2¢
maximo local.

Os pontos criticos de g sao (0,0), (2,1) e (1,1/4). Aplicando o teste das
segundas derivadas, conclui-se que os dois primeiros sao pontos de sela e o
terceiro ponto é minimizante local.

Tratando-se de uma fungdo continua definida num conjunto fechado e limitado,

o Teorema de Weierstrass garante que f tem extremos globais em D. (0,0) é o
unico ponto critico no interior de D, mas nao é extremante (o hessiano é negativo
neste ponto). Usando o método dos multiplicadores de Lagrange identificamos os
candidatos (1,0), (—1,0), (0,1) e (0,—1). Calculando o valor de f nestes pontos,
conclui-se que o méximo global de f é 2 (atingido nos pontos (1,0) e (—1,0)) e o
minimo global de f é —2 (atingido nos pontos (0,1) e (0,—1)).
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Tratando-se de uma funcao continua definida num conjunto fechado e limitado, o
Teorema de Weierstrass garante que f tem extremos globais em D. Nao existem
pontos criticos no interior de D (ambas as derivadas parciais anulam-se (0, 0), mas
este ponto situa-se na fronteira). A fronteira fr(D) é constituida pela semicircun-
feréncia D1 e pelo segmento de reta Do:

Dy ={(z,y) € R?*: 2’ +y* = 1Ay > 0}; Dy = {(z,y) eR?:y =0A—1 <z < 1}.

Como f é constante em Ds (pois f(z,0) = 0) todos os pontos situados neste

segmento sao candidatos a extremantes. Os candidatos em D; sao (—g, ?) e

(‘/5 ﬁ) (obtidos através do método dos multiplicadores de Lagrange). Como

202
f<_ﬁ ﬂ) 1 f<ﬂ ﬂ) Y

27 2 2’ 27 2 2’
o méximo global de f é 1/2 e o minimo global é —1/2.

(4,8) é o que se encontra mais préximo (a distancia 3v/5) e (—4,—8) é o que se
encontra mais afastado (& distancia 5v/5).

(@) (3.3.3).

(b) A distancia entre um qualquer ponto (z,y,z) e o ponto (1,0,—2) é dada
por d(z,y,2) = \/(z —1)2 +y2+ (2 + 2)2. Para pontos (z,y,z) do plano
dado temos z = 4 — = — 2y. Assim, podemos minimizar d(x,y, z), ou mais
simplesmente d(x, vy, 2)?, tendo em conta esta tltima relacio. Considerando

Fay) = (@ =1 +y" + (6 -z —2)*
vemos que o tnico ponto critico de f é (%, %) e que este é um minimizante

local (atendendo ao teste das segundas derivadas). A distancia mais curta
pretendida é f(%, g) = 56@.

Aplicando o métodos dos multiplicadores de Lagrange identificamos os pontos

O primeiro é o mais proximo e o segundo ponto é o mais distante.

criticos em int(D).
(¢) f(1/2,1/2) =1 é minimo global e f(1,1) =4 é méaximo global.

O lucro maximo da empresa é 100 (milhdes de euros), sendo realizado (ou atingido)
com um gasto de 11 em investigacao e de 9 em publicidade.

O custo minimo para uma produgao de 12 unidades é C'(4,16) = 56.



