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Equacao geral de uma cdnica

Dados a, 3,7 € R n3o simultaneamente nulos e d,7, u € R,

ax?>+By* +2yxy+dx+ny+p =0
3
a ] [x . %
X +0 1 +u =20
] {’V /3} H (o ] M :

e e R Ve Ve
xT A X B X

)

XTAX + BX + p = 0,

com A matriz simétrica 2 x 2 ndo nula e B matriz 1 x 2, é a equag3do geral que as coordenadas
X € R? dos pontos de uma cénica satisfazem.
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Seccoes conicas

Uma superficie conica é uma superficie gerada por uma reta que roda em torno de um eixo,
com um ponto fixo sobre este, e mantendo constante o seu dngulo com o eixo. As diferentes
posicBes da reta ao rodar em torno do eixo sdo conhecidas por geratrizes da superficie cdnica.

As cénicas sdo curvas obtidas pela intersecido de um plano com uma superficie cénica.
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Seccoes conicas

plano paralelo
a uma geratriz

plano que interseta
todas as geratrizes //—_ _ - - - - - - - _

hipérbole
I

https:/ / github.com /ridlo/tikz-by_example/blob/master/conicSection. tex

plano paralelo
a duas geratrizes
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Equacao reduzida de uma elipse
A soma das distancias de cada ponto da elipse a dois pontos fixos, os focos Fi e Fp, é

constante. Esta constante coincide com o comprimento do eixo maior da elipse, que nesta
figura é 2b.

Equacio reduzida:

2 2
:—2+£—2:1, a,b>0

(07 _b)

a< b — o eixo maior da elipse estd no eixo OY (figura nesta pégina)
a> b — o eixo maior da elipse estd no eixo OX
a=b — a elipse é uma circunferéncia com raio a(= b)
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Equacao reduzida de uma hipérbole

A diferenca absoluta das distancias de cada ponto da hipérbole aos focos é constante e
coincide com a distancia entre os vértices da hipérbole, que nesta figura é 2a.

Focos: Fi(—c,0) e F2(c,0);

vértices: Vi(—a,0) e Vo(a,0).

A distancia dos pontos (0, —b) e (0, b) aos vértices Vi e V5 é igual a c.

Equacdo reduzida:

X2

a2

2 . s ;o . .
5 —% =1, a,b>0,éaequacio de uma hipérbole com vértices no eixo OX (ver figura).

2 2 ~ ., 7 - .
> — %5+ 4% =1,a3,b>0,¢éa equacdo de uma hipérbole com vértices no eixo OY.
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Equacao reduzida de uma parabola

Uma pardbola também pode ser definida como o conjunto de pontos do plano equidistantes de
um ponto - o foco - e de uma reta - a diretriz.

Equacdo reduzida:

> x2 = ay é a equacdo de uma parabola simétrica em relacdo ao eixo OY (ver figuras);
» y2 = ax é a equacio de uma pardbola simétrica em

Pardbola com foco (0, 7) e diretriz y = —

a>0

a.
7

relacdo ao eixo OX.

a<0
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Diagonalizacao ortogonal de A

Pode simplificar-se a equacdo geral de uma cénica
XTAX +BX +p=0
efetuando a diagonalizagdo ortogonal da matriz simétrica A.

Seja P uma matriz ortogonal tal que

A 0

T _Ah_ M

rrar=o=[y 9],

onde os valores préprios A1 e A\ de A estdo ordenados do seguinte modo:
» )\; > )\, se ambos s3o n3o nulos;

> )\, =0, se um dos valores préprio é nulo.
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Reducao da equacao de uma cénica

Considerando X = PX e B = BP na equacdo das conicas, obtém-se
XTPTAPX + BPX + uw = XTDX + BX + uw=20
que, para X = B,Z} e B= [3 ﬁ] é equivalente a
~ 1A 0 |R 2 %
o 0 A |s+pn =020
o[y 2 )i ]
ME2+ P2+ 88 +09 +pu=0,

onde o termo cruzado (termo em “xy") foi eliminado.
A técnica para eliminar os termos BX ou p, quando possivel, serd mostrada nos exemplos.

Nota: Se |P| > 0, esta mudanga de varidvel corresponde a uma rotac3o.
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Exemplo 1

x>+ y? +4xy —2x+2y —6=0

XTAX + BX —6=0

com

X:m, A:B ﬂ B=[-2 2.

No Exemplo 5 do Capitulo 5 (slide 18) efetuou-se a diagonalizagdo ortogonal da matriz
simétrica A, tendo-se obtido

PTAP—E’) 01] com P=

e
|
o

uma matriz ortogonal.
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Exemplo 1 — continuacgao

Considerando X = P)A<, obtém-se

XTPTAPX + BPX =6.

Tomando X = {X

A

y} e atendendo a que BP = [0 2V/2], obtém-se
38297 +2V2) =6 «— 3%°

— 3R -(p-V2)?2=4
——

X=X

<t

—

X1
s

~2
EANNY
4

Esta dltima é a equagao reduzida de uma hipérbole.

Nota: A mudanca de varidvel § = y — /2 corresponde a uma translacio.
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)

Exemplo 2
2x°+y2 +12x+4y+18 =0
2(x* +6x4+9) —18+ (y*+4y +4) —4+18 = 0

)

2(x+3)> 2)2 =4
(x+3)+(y+2)
X y

o2 &2
X y

— 4+ =— =1

2 + 4

Esta dltima é a equacdo reduzida de uma elipse.
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Exemplo 3

2x2 +12x+3y+15 =0

0
2(x*+6x+9)—184+3y+15=10
0
2 3)24+3(y—1)=0

(x+3)"+3(y-1)
X y
0
%2 = —335.

Esta é a equagdo reduzida de uma parabola.
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Exemplos de equacoes que nao correspondem a curvas

Exemplo 4: 224+ y2 4+ 12x+ 4y +24 = 0
(i
2(x*+6x+9) —18+ (y? +4y +4) —4+24 =0
2(x+3)*+(y +2)* = -2
Esta é a equagdo de um conjunto vazio.
Exemplo 5: 224+ 24+ 12x+4y+22 =0
2 ﬁ 2
2(x+3)*+(y+2)*=0.
(i
x=-3 e y=-2.

Esta é a equagdo de um ponto.
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Conicas degeneradas

Situagdes degeneradas que podem ocorrer:

L 24+%5=-1>
2 ’;—2:—1 —
3. S45=0 -

conjunto vazio;

conjunto vazio;

um ponto (origem do referencial);

duas retas coincidentes (eixo Oy, x = 0);
duas retas estritamente paralelas (x = +a);

duas retas concorrentes (y = +2x).
a
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Identificacao de cénicas com 2 valores proprios nao nulos

Identificacdo da cdnica representada pela equacgdo

/\1x2 + /\2y2 +p=0.

Caso 1. A\; e \» tém o mesmo sinal, ou seja, |A] > 0

[ e A1 tém sinais contrérios elipse
e A1 tém o mesmo sinal conjunto vazio
uw=0 um ponto: (0,0)

Caso 2. A\; e A\ tém sinais contrarios, ou seja, |A| < 0

uw#0 hipérbole

=0 | duas retas concorrentes:
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Identificacao de cénicas com 1 valor préprio nao nulo

Identificagdo da cénica representada pela equacdo (onde |A| = 0)

Mx? 41y +p=0.

Caso 1. n #0 — pardbola

Caso 2. =0

e A1 tém o mesmo sinal

conjunto vazio

[ e A1 tém sinais contrdrios

duas retas estritamente paralelas:

— _
X == "

p=0

duas retas coincidentes:
x =0 (eixo Oy)

Cénicas e Quadricas

ALGA ™

17/28



Equacao geral de uma quadrica

A equagdo geral (na forma matricial) de uma quédrica é
XTAX + BX + pu =0, (1)
com A matriz simétrica 3 x 3 n3o nula, B matriz1 x 3, X e R3 e uweR.

A partir desta equacao geral podem ser obtidas as equacdes reduzidas das qudadricas por um
processo andlogo ao levado a cabo para as cénicas:

1. “rotacdo” dos eixos (diagonalizacdo ortogonal de A) e

2. “translacdo” dos eixos.

Exercicio: Determine as intersecdes com os planos coordenados (x =0, y =0 e z=0) de
todas as quadricas apresentadas nos préximos 5 slides.
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Equacao reduzida do elipséide

2 2 2
Equacdo reduzida de um elipsdide: 7 +—=4+—==1

Nota: No caso particular a = b = ¢, tem-se uma esfera.
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Equacoes reduzidas dos hiperboldides

Equacdo reduzida de um Equacdo reduzida de um
hiperboldide de uma folha: hiperboldide de duas folhas:
2y 2 2y 2

a B2 2 a2 b2 2
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Quadricas degeneradas: o cone

Equacdo reduzida de um cone: I A 0.
a
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Equacoes reduzidas dos paraboloéides

Equacdo reduzida de um Equacdo reduzida de um
paraboldide eliptico: paraboldide hiperbdlico:

2 2 2 2

zZ = )<_ + 'y_ zZ = X_ — ‘y_‘

b2’ a2 b2
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Quadricas degeneradas: os cilindros

Equacdo reduzida de Equacdo reduzida de Equacdo reduzida de
um cilindro eliptico: um cilindro hiperbdlico:  um cilindro parabdlico:
2 2 2 2
X Yo _ X Yo _ .2

TLL
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Exemplo 6

—8x% — 8y? +102% +32xy — dxz — 4yz —24 =0

XTAX = 24,
X -8 16 -2
com X=1vy e A= 16 -8 -2
z -2 =2 10

Como os valores préprios de A sd3o 12, 6 e —24, existe P ortogonal tal que

12 0 0
PTAP=D=1]0 6 0
0 0 -24
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Exemplo 6 — continuacao

X
Considerando X = P X na equagao geral, com X = y], obtém-se
V4

XTAX =24 <« X"DX =24
— 1282+ 692 —242° =24

= =+

o2

X y A2
—_— = :1

2 T ¢

que é a equacdo reduzida de um hiperboldide de uma folha.

Nota: As intersecdes com os eixos coordenados s3o:

$=0 — L %=1 hipérbole no plano y02
y=0 = %2 —22=1 hipérbole no plano X02
z=0 = %2 + %2 =1 elipse no plano XOy
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Identificacao de quadricas com 3 valores préprios nao nulos

Identificacdo da quddrica representada pela equagio
AlX2 —+ A2y2 + )\322 —+ Hm = 0

Caso 1. A1, A e A3 tém o mesmo sinal

1 € A1 tém sinais contrarios elipséide
[t € A1 tém o mesmo sinal | conjunto vazio
pw=0 ponto (0,0,0)

Caso 2. A1 e A, tém o mesmo sinal que é contrario ao de A3

[ € A1 tém sinais contrarios

hiperboldide de uma folha

i e A1 tém o mesmo sinal

hiperboldide de duas folhas

p=20

cone
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Identificacao de quadricas com 2 valores préprios nao nulos

Identificacdo da quddrica representada pela equacdo
Mx2 4+ Moy +nz+p=0.

Caso 1. A\; e \» t&m o mesmo sinal

17 # 0 — paraboldide eliptico

[ € A1 tém sinais contrarios

cilindro eliptico

n=0 — | pe A tém o mesmo sinal conjunto vazio
uw=0 eixo Oz
Caso 2. A\ e X\ tém sinal contrdrio
n# 0 — paraboldide hiperbdlico
w#0 cilindro hiperbdlico

n=0 —

p=20

. _ A
dois planos concorrentes y = j:\/—/\—; X

que se intersetam no eixo Oz
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Identificacao de quadricas com 1 valor préprio nao nulo

Identificacdo da quddrica representada pela equacio
Aix?+ny+pu=0.

Caso1l. n #0

Caso 2. n=0

— cilindro parabdlico

14 e A1 tém sinais contrarios

dois planos estritamente paralelos:

— _K
x == "

e A1 tém o mesmo sinal

conjunto vazio

p=0

dois planos coincidentes:

x =0 (plano yOz)

Nota: Na equagdo \;x? + 71y + vz + =0, o termo em z elimina-se com uma oportuna

escolha da base do espago préprio associado a zero.
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