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FicHA DE EXERcicIOS 3
Integral de Riemann; Teorema Fundamental do Cdlculo Integral; Calculo de dreas.

Exercicios Propostos
1. Diga, justificando, se as seguintes fungoes sao integraveis nos respetivos dominios.

(a) f:[0,4] — R definida por f(z) = cos(z? — 2z).

T tgx sex € [ g[
(b) f: [0, 5} — R definida por f(z) = .
2 sex=_.
2
r+1sexe][-2,0]
(¢) f:]-2,1] = R definida por f(z) =4 2 sex=0

x se z €]0,1].

2. Determine F’ sendo F' a funcao real de varidvel real dada por, indicando o dominio de F”,

/ t2 T 1 (b) F(z) = /zo e ds (c) F(z) = /zﬁcost‘l dt

/ n(t? +1) (e) F(z) = 1‘3/ e ds
Ccosx 1

T t
3. Seja F' a funcao definida por F(z) = / </ e’ du) dt . Calcule F”(x).
0 0

4. Considere a funcao F definida em R por

2

F(z) = /: (1+¢')dt.

(a) Calcule F'(x), para todo o = € R.

(b) Estude a funcao F' quanto & monotonia e existéncia de extremos locais.
sen r
5. Seja H: [0,5] — R definida por H(x) = /0 (z +1)? - arcsent dt.

(a) Justifique que H é uma funcao continua.
[ e calcule H'(z).

(c) Mostre que H tem extremos globais. Identifique os respetivos extremantes.

(b) Mostre que H ¢ diferencidvel em )0, §

6. Usando a Regra de Cauchy, calcule o seguinte limite

2

€T
/ t cos(1 — el dt
lim 4 .

z—1 x2 -1




7. Calcule

@ [ et o [(5-vi)a © [ G @ [ 2

jus

1 .
——dt f tgad
(e) /0 e ()/O secx tgx dx

Q) /_isen(?)x)dx i) /O 11122dx

m) /01 Y@ —1)de (n) / x(h}x)Q da

8. Calcule

In2 1
1 A
b / — da
(@) /_1n261+4dx R

9. Calcule

1 3 1
(g)/ sec” x dx (h)/ — - dx
- 0 VI
61 11 1
k —d 1 —dx
(k) /3 z ! ® /3 V2x 4+ 3
1 2
1
V1 2d ——d
() 0 TV it ater (p) /1 2+ 2x+5 o

(c) /1de (d) /Ie:vln:vdx (e) /lelnzxd:c

2 0<zx <1
/ f(x)dx onde f(x 1
— 1<z<2
x
m Se S [_170[
/ f(z)dx onde f(x 7 se =0
1
T+ z €]0, 1]
x
1
/ f(z)dx onde f(z 1+$2 e o
r=1
, se € [0, 5]
(d) ; f(z)dx onde f(z cosx  se €[5, 2]
senx  se 6]37”,277]

10. Suponha que f é continua em [a,b] e que f(x

) > 0 para todo o z € [a, b].

b
(a) Mostre que se existe T em [a, b] tal que f(Z) > 0, entao / f(z)dz > 0.
a

(b) Considerando apenas que f é continua em [a, b], diga, justificando, se a seguinte afirmagao é

verdadeira ou falsa:

b
Se / f(z)dx =0, entdo f(xr) =0 para todoox € [a,b].

11. Calcule o valor da area da regiao limitada do plano situada entre z = 0 e x = 2 e limitada pelo
eixo das abcissas e pelo gréfico da fungao g definida por g(x) = zIn(z + 1).

12. Calcule o valor da drea da regiao (limitada) do plano situada entre x = 0 e = 2 e limitada pelo

eixo das abcissas e pelo gréfico da fungao g definida por g(x) =

e 41
er +1°




13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Seja f(x) = 23 — 322 + 2. Calcule a drea da regido limitada do plano situada entre as rectas de
equagao x = 0 e x = 2 e limitada pelo grafico de f e pelo eixo Ox.

Calcule a area da regiao limitada do plano delimitada pelos graficos das funcoes f e g definidas por
flz) =2%eg(z) = 2.
Calcule a drea da regiao do plano delimitada pelos graficos das fungoes f e g definidas, respetiva-

mente, por f(z) = e?* ! e g(x) = 2e2*! e pelas retas de equagoes z = —1 e v = —%.

Calcule a 4rea da regido (limitada) de R? delimitada pelos gréficos das funcdes f e g definidas,
respetivamente, por f(z) = % e g(r) =22 epelasretas z =2 e y = 0.

Determine a area da regiao limitada do plano delimitada pelo grafico da funcdo f definida por

f(x) = zcosz e pelas retas de equacio y =z, x =0ex = 7.

Exprima, em termos de integrais definidos, o valor da area da regiao limitada do plano situada
entre t = —m e x = 7 e limitada pelos graficos das fungbes f e g definidas por f(x) = senx e
g(z) = cos z, respetivamente.

Seja A={(z,y) eER?:y > (x—3)%, y>o—1,y <4}
(a) Represente geometricamente a regiao A.

(b) Calcule o valor da &rea da regiao A.

Recorrendo ao célculo integral, determine o valor da area da regiao sombreada representada nas
figuras seguintes:

(a) (b)

Usando o célculo de integrais, mostre que a area da regiao do plano delimitada pela elipse de
equacao

+2 =1, ondeabeRT,
é mab.

LA probabilidade do eletrdo de um atomo de hidrogénio se encontrar a uma distancia inferior a x
do seu nucleo é dada por
T4 4 _or
F(x) :/ —37“26 B dr,
o B
onde f € Rt é o chamado raio de Bohr (8 ~ 0.5292A). Calcule a probabilidade do eletrdo se
encontrar a uma distancia do nucleo inferior a 24.

LA partir deste exercicio, retomam-se assuntos ji abordados em exercicios anteriores. Exceto os dois primeiros, os
exercicios foram retirados de provas de avaliacdo de edi¢Ges anteriores.



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Do fundo de um tanque de armazenamento flui dgua a uma taxa r(t) = 200 — 4¢, 0 < ¢ < 50, em
¢/min.
(a) Calcule a quantidade de dgua debitada durante os 10 primeiros minutos.

(b) Determine a expressao analitica da fungao que representa o volume total de dgua debitada,
em litros, até um dado instante ¢, 0 < ¢t < 50.

(c) Qual o instante ¢ em que o tanque terd debitado um volume total de 3 m® de dgua?

t

dt é estritamente crescente.
t+1

Inz
Mostre que a funcao F' definida em [1, +oo[ por F(z) = /
0

Calcule a area da regiao do plano situada entre x = —% e r = 0 e limitada pelo eixo das abcissas e
pelo gréfico da fungao h definida por

arcsenx

h(z) = Nowi

Seja f uma fungao continua em [2,5] e F'(z) = / f(t)dt, com z € [2,5].
2

(a) Justifique que a funcdo F' é integravel em [2, 5].
5 c
(b) Mostre que existe ¢ €]2,5[ tal que / F(t)dt = 3/ f(t)dt.
2 2

Diga, justificando, se a funcao h definida por

arccotg (22 —4) se x <2
h(z)=1< = se x =2
cos(1 —e*™2) se x> 2

¢ integravel (no sentido de Riemann) no intervalo [—1,4].

3

X
Considere a fungao F' definida em R por F(z) = / SRt qt,
0

(a) Justifique que F é diferencidvel em R e determine F’(z) para todo o z € R.

F
(b) Caleule Timy o ).
sen x
Considere a fungao f definida por f(z) = a; =
(x2+1)2

(a) Determine/f(:v) dzx.

(b) Calcule o valor da drea da regiao delimitada pelo gréafico da funcao f, pelo eixo das abcissas
e pelas retas de equacoes © = —1 e x = /3.

Sejam I um intervalo de R, a € I e f : I — R uma funcio de classe C? (isto é, tal que f” é

continua). Observando que f(z) = f(a) +/ f'(t)dt, mostre que

f(x) = f(a)+ (z —a)f'(a) +/ (x—t)f"(t)dt, Vzel.

(Sugestao: use o método de integragdo por partes).



31. Seja f: R — R uma fungao continua e par. Considere a fungdo F': R — R definida por

T 2z
Fl)=f(3) [ fd
0
Mostre que F' é uma funcdo impar.  (Sugestdo: use o método de integragao por substituigao)
sen T 1
32. Seja F': |0,%| — R a funcao definida por F(z) = dt.
ia F:]0,51 ¢ W=} Vicea-o
1
(a) Justifique que F' é diferencidvel e mostre que F'(z) = ———, z € }O, 5 [
4 — sen 2z
F
(b) Calcule  lim &
2—0+ Sen T cos T
0 (sent)?
33. Considere a func¢ao F' de dominio [—1, 1] definida por F'(z) = / ; dt.
arcsen r € + ]'
(a) Justifique que F é diferencidvel em | — 1,1[ e determine F’(z) para z €] — 1,1].

(b) Estude F' quanto & monotonia e identifique os extremantes globais de F'.

Exercicios Resolvidos

2

1. Considere a fungao real de varidvel real definida por H(x) = / e’ dt . Indique o dominio de H

0
e mostre que nesse dominio a funcao é diferencidvel. Calcule H'(x).

Resolucao: O dominio de H é R.
Sejam F e g dadas por F(z) = [} e’ dt e g(x) = 22, respetivamente. Notar que,

H(z) = F(g(x)),Vz € R.

A fungao F é diferencidvel em R, dado que f definida por f(t) = et’ é continua em R, e F'(x) = e“g,
pelo Teorema Fundamental do Célculo Integral. Por outro lado, a funcao g, que é uma funcao
quadratica, é também diferencidvel em R e ¢'(x) = 2x. Entdo, usando a regra da cadeia, H é
diferencidvel em R e H'(z) = f(g(x))g'(x), ou seja,

H'(z) = @)’ 2y
= 2z exG, para todo o x € R.

_1
zlnzx”

2. Considere a fungao f de dominio |1, +o0o[ definida por f(z) =

(a) Determine a primitiva de f que se anula no ponto x = €.

(b) Calcule o valor da 4rea da regido do plano situada entre as retas de equacoes z = e e z = €3,

limitada pelo eixo das abcissas e pelo grafico de f.
Resolucgao:

(a) Atendendo ao Teorema Fundamental do Célculo Integral, uma vez que f é continua em qual-
quer subintervalo fechado e limitado de |1, 4+00|, essa primitiva é a fungdo dada por

F(z) = /62 f(t)dt = /62 —dt = /62 ﬁdtzln|lnx| —ln(ln(eQ))

tint

ou seja, a primitiva de f que se anula no ponto z = e? é dada por F(x) = In|Inz| — In(2).



(b) Uma vez que para todo o x > e, Inx > 1, podemos concluir que para todo o z € [e,e?],

zlnz > 0 e, portanto,
1

rzlnz

> 0.

Como f é continua e positiva em [e, €3] a drea pedida é dada por
e3 &3
/ flx)dx = {ln]ln:d] =1In|In(e®)| —In|Ine|/ =In3 —In1 =1In3.

3. Calcule o valor da area da regiao do plano situada entre os graficos das funcoes f e g definidas,

respetivamente, por
4 + sen’x sen’z

e pelas retas de equacgoes x =0 e x = %

~ . < . 1
Resolugao: Uma vez que as fungoes f e g sao continuas em [0, 2] e, para todo o x € {0, 2] ,

(@) 4 + sen?z < sen?z
w pry
1+ 422 1+ 4a?

= g(z)

podemos afirmar que a area pedida é dada pelo seguinte integral de Riemann:

/ * () — g(a) do - / : e

Como

1 1
2 4 4 [2 2
/2 ——dr = - /2 ——dx = Q[arctg@x)}
0 1 + 4132 2 0 1 + (215')2

. ‘ ;. 7T
podemos concluir que a area é igual a 5"

(=TT

— 2 (arctg(1) — arctg(0)) = 2% - g



