Disciplina: Calculo II

Ano Letivo: 2022/2023
Turma: TP4-6

Professor: Nelson Faustino
Gabinete: 11.2.14

e-mail: nfaust@ua.pt

Caderno 2: Séries de Funcoes & Estudo de Séries de Poténcias

Versao de 12 de marco de 2023

Observacoes

e Estas notas de aula correspondem a um guidao que o professor ird seguir fielmente ao longo das
aulas. Deve portanto trazé-las sempre consigo em formato papel e/ou digital.

e No final pode encontrar uma lista de exercicios elaborados pelo professor. Estes servirao de
complemento aos exercicios propostos nas folhas praticas da disciplina.

04 pa(x) = x"(1 —x") p(x) =0

"A matemdtica nao € para ser fdacil, nao € para ser rapida. A paciéncia e a persisténcia sao qualidades
muito preciosas para a matemdtica. Na verdade, para a vida. Mas na matemdtica, se vocé nao tiver

paciéncia, persisténcia, vocé cai’.
Investigadora Carolina Aratjo, Instituto de Matemética Pura e Aplicada (IMPA) ! 2

1Citacao retirada da pédgina oficial do IMPA —
https://impa.br/noticias/na-matematica-se-nao-houver-persistencia-voce-cai-diz-carolina-araujo/
’Imagem criada pela Professora Isabel Bras. Pode ser encontrada em https://www.geogebra.org/m/zbqgpaea
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Folha Pratica 2

Os exercicios selecionados da Folha Pratica 2 correspondem a um conjunto minimo (altamente)
recomendado para estudo auténomo.

Tema Exercicios
Convergéncia Pontual/Uniforme | 1.

Séries de Poténcias/Taylor

Leituras Recomendadas

Para além do texto de apoio (Almeida , 2018) e dos slides do capitulo 2, disponiveis na plataforma
Moodle (cf. Bras (2023)), espera-se que o aluno procure estudar por alguns dos livros que se encontram
na bibliografia recomendada da disciplina. Na tabela abaixo foram catalogadas algumas sugestoes de
leitura.

Bibliografia Seccao
(Apostol , 1983) | 11. Sucessoes e Séries de Fungoes (pp. 491-497)
[Leitura fortemente recomendével.|

11.8 Propriedades de Funcoes Representadas
por Séries Reais de Poténcias (pp. 500-511)
[Excluir, de momento, exemplos envolvendo resolugao de equagoes diferenciais.]

(Stewart , 2013) | 11.9 Representagoes de Fungoes como Séries de Poténcias (pp. 674-679)
[Ler toda a sec¢ao. E procurar resolver exercicios no final.]

11.10 Séries de Taylor e Maclaurin (pp. 679-692)
[Idem. Excluir exemplos em que aparece o produto de séries de poténcias.]

11.11 Aplicagoes dos Polinémios de Taylor (pp. 692-699)
[Ibidem. Apenas atencao as notagoes (diferentes das adotadas em aula).]




Convergéncia Pontual vs. Convergéncia Uniforme

Definigao 1 (Convergéncia Pontual e Uniforme). Seja (f,), uma sucessio de funcgées, definida para
todo o n por f, : D — R. Dizemos que (fy):

(a) Converge pontualmente” para uma fungao f: D — R se, para todo o x € D, se tem

lim f,(x) = f(x).

(b) Converge uniformemente para uma funcao f : D — R se, para todo o x € D, se a sucessao
numérica (M,), de termo geral’

M, = sup | fu(z) — f(2)]

zeD

converge para zero (0), i.e. lim M, = 0.
n—oo

“Equivalentemente: f, converge pontualmente para f se, e s6 se, lim |f,(z) — f(z)| = 0, para todo o z € D.
n— o0

bPara todo o x € D, o termo geral M,, da sucessido (M, ),en corresponde ao menor dos majorantes de |f,,(z) — f(x)|.

Adenda 1 (Convergéncia Uniforme implica Convergéncia Pontual). Da Defini¢ao 1 ¢ do Teorema do
Enquadramento® pode-se concluir que toda a sucessao de fungoes uniformemente convergente também
¢ pontualmente convergente, em virtude das desiqualdade abaizo ser sempre satisfeita:

0 < |fu(z) = f(z)] < sup|fu(x) = f(z)|, paratodo o x €D
€D

“Este teorema diz-nos, em particular, que se para duas sucessdes numéricas, (an), resp. (by)n, se tem 0 < a,, < b, e

lim b, =0, entao lim a, = 0.
n—,oo n—roo



Exemplo 1 (Convergéncia Pontual). Considere as sequintes sucessioes de fungoes definidas por:
x

1. <ﬁ)neN 2. (z")nen 3. (™1 — 2))nen.

Em particular, verifica-se o sequinte para cada um dos casos:

a5
1. Para o caso de (—) , tem-se que esta € a func¢ao nula (0)nen, quando x = 0. No caso
n/ neN
x x
de © # 0, seque que lim — = 0. Portanto, a sucessio de fungoes definida por (—)
n—oo 1 n/ neN

converge pontualmente para a funcao nula (0) em R;

2. Note que para valores de |x| > R, com R > 1, podemos concluir que (|x|™)nen converge para
infinito, dado que lim R" = +o0.
n—o0

Por outro lado, para x = 1, tem-se que esta é a sucessao constante (1),en, € para x = —1 o limite
da sucessdo de termo geral (—1)™ ndo eziste. Portanto sé faz sentido investigar a convergéncia
pontual da sucessao de fungoes, definida por (z"),en no intervalo | — 1,1].

Em concreto, para todo o x €] — 1,1] esta converge pontualmente para a fun¢do definida por

. n 0 ,—-1l<zx<l1
lim 2" = )
n—00 1 ’le

3. Usando o que foi dito anteriormente, podemos demonstrar, para todo o x €| — 1,1], a igualdade

de limites® lim 2™ = lim 22" (funcao obtida anteriormente) e, por consequinte, que a Sucessdo
n—o0 n—oo ’ ’

(2"(1 — 2™))pen converge pontualmente para a fungdo nula no intervalo | — 1,1], uma vez’ que

lim z"(1 — z") = lim (2" — x2”) = lim z" — lim 22" = 0.
n—00 n—00 n—00 n—00

“Para obtermos esta igualdade, envolvendo limites, usdmos o facto de (z2"),en ser uma subsucessio de (z"),en-
bPara o caso de = ¢] — 1,1], o limite lim (2" — 2°") corresponde a uma indeterminagao do tipo oo — oco.
n—oo

Adenda 2 (Interpretagao Grafica do Exemplo 1). Nos links abaizo — gentilmente partilhados pela Pro-
fessora Isabel Brds — pode encontrar a representacdo grdfica para cada um dos casos abordados no
Exemplo 1:

1. Sucessdio de funcgoes (f) no intervalo [0,1] —
n/n

eN
https://www.geogebra.org/m/rkmhu7yp;

2. Sucessao de fungoes ("), . no intervalo [0, 1] —
https://www.geogebra.org/m/trpgxstz;

3. Sucessao de fungoes (x"(1 — x™)), .y no intervalo [0, 1]
—https://www.geogebra.org/m/zbqgpaea
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Exemplo 2 (Convergéncia Uniforme). Investiguemos agora a convergéncia uniforme das sucessoes de
funcoes estudadas no Exemplo 1. A saber:

z.ghm 2. (2")nen 3. (2™(1 — &™))nen.

Em particular, temos o sequinte:

1. No intervalo [—1,1], tem-se® sup

3 || 1 L
— — 0] = max — = —. Para este caso, a convergéncia
z€[—1,1]

n ze[-1,1] N n

uniforme no intervalo [—1, 1], é uma consequéncia imediata do limite lim — = 0.
n—oo M,

0 ,-1<zx<l1
2. Para a funcao f:] —1,1] = R, definida por f(x) = . ’ ) . , tem-se a igualdade
Y T =

sup [z" — f(z)| =1,
z€]—1,1]

pelo que nao se trata de uma func¢ao uniformemente convergente em | — 1,1].

3. Para investigar neste caso a convergéncia uniforme, precisaria de investigar os maximos e minimos
da funcao f,(z) = 2™(1 —a™). A partir do seu estudo, iria concluir o sequinte:

i) fi(z) =na" !t = 2na® ! (= na" (1 - 22™)) anula-se quando x = 0 ou’ z™ = 1. Logo estes
sao candidatos aos valores mdzrimo da funcao.
i1) Do estudo anterior, seque que

1
sup_Ja"(1 = a")] = sup [2"(1 - 2")| = §

z€]—1,1] xn:%

pelo que também pode concluir que (x"(1 — 2™))pen também nao define uma sucessao de
funcoes uniformemente convergente.

o
?Note que, para cada n € N, a funcao definida por % é continua no intervalo [—1, 1] — que é fechado e limitado. Logo
o facto do supremo coincidir com o méximo é uma consequéncia direta do Teorema de Weierstrafl para fungoes continuas.

by = %\/5 é sempre solugao da equagao. Acresce que no caso em que n é um numero par, esta equagdao tem duas

oo gp = dbadb
solucoes: x = + s

Contra-Exemplo 1 (Falha de Convergéncia Uniforme). A sucessao de fungoes, definida por (%)
nao converge para a fun¢ao nula na reta real, uma vez que

neN’

|

sup = +00
zeR T
¢ uma consequéncia de R ser um conjunto ilimitado.
. o - o . |z|™
O mesmo tipo de raciocinio se aplicaria para justificar a igualdade sup —— = 400 e, por

zeR\[-1,1] T
consequinte que esta sucessao também nao converge uniformemente para a fun¢ao nula em R\ [—1,1].




Adenda 3 (Convergéncia Uniforme em Intervalos Limitados). Na prdtica, a sucessao de fungoes defi-
nida por (%)neN — vide Exemplo 2 ¢ Contra-Exemplo 1 — vai sempre convergir uniformemente para a
fungdo nula em intervalos limitados da forma |a,b|, |a,b] ou [a,b].

Este tipo de constatacao pode ser facilmente generalizado para sucessoes de fungoes, (fn)n,
representadas como produtos da forma f,(x) = angn(x), tal que:

i) para todo o n, o contradominio de g, : D — R é um conjunto limitado;

ii) lim a, = 0.
n—o0

Teorema 1 (Implicagoes da Convergéncia Uniforme). Seja (f,,), uma sucessao de fungoes continuas em
la,b]. Se (fn)n converge uniformemente para uma funcio f em [a,b], entdo as sequintes propriedades
sao validas:

(a) f é continua em |[a,b] e, para todo o ¢ € [a,b], vale a sequéncia de igualdades

lim f(z) = f(c) = lim f(o)

T—C

(b) f é integravel em [a,b] e
b b
/ f(x)de = lim [ f,(z)dx
a n—oo a

(c) Adicionalmente, se a sucessao das derivadas de f,, (f!),, € também a uma sucessao de fungoes
continuas em [a, b] que converge uniformemente em [a, b|, entdo:

i) [ € diferencidvel em [a,b]; i) f'(z) = lim f(x), para todo o x € [a,b).
n—oo
Adenda 4 (Falha da Convergéncia Uniforme). Decorre naturalmente do Teorema 1 o seguinte

(a) (fn)n ndo converge uniformemente para uma fungao continua em [a, b], desde que pelo menos uma
das condigoes abaixo se verifique:

i) Pelo menos um dos limites, lim f,(z) resp. lim f,(z) nao existe ou é infinito;
n— o0 T—cC

#i) Os limites iterados, lim <lim fn(x)> resp. lim <1im fn(x)>, sio diferentes.

r—Cc \n—0o0 n—oo \r—c

(b) (fn)n mao converge uniformemente para uma fungao integravel em [a,b], desde que pelo menos
uma das condigoes abaizo se verifique:

i) Pelo menos um dos limites lim f,(z) resp. lim / fn(z)dx nao existe ou é infinito;
n—o0 n—oo

ii) / hm fulz dx nao existe ou é infinito,
n—oo

iii) /a (nh_{& fn(x)) dx # 7}1—{20 /ab fn(z)dx

(¢) (fn)n ndo converge uniformemente para uma fungao diferenciavel em [a, b], desde que pelo menos
uma das condi¢oes abairo se verifique:

i) f!(c) nao existe ou é infinito, para algum c € [a,b];

ii) lim f](z) nao existe ou é infinito;
n—o0

i) (nh_>n;o fn(x)> # nh_)rglo fr(z), para algum z € [a,b)].



Exemplo 3 (Provar que uma sucessao nao converge, via calculo de limites iterados). No Exemplo 1
verificou que a sucessdo de fungoes, definida por (z™)nen, converge pontualmente no intervalo | — 1, 1]
para a fungao

0 ,—-1<zx<l

fei=<y o _q

Em particular, lim f(z) =0 mas lim ( lim z") =1, provando assim — via aplica¢do direta do item
z—1— n—oo r—1-

(a) da Adenda 4 que (z"),en ndo converge uniformemente no intervalo | — 1,1].

Contra-Exemplo 2 (Sucessao Derivada que nao Converge Uniformemente). Note que a sucessio de

sin(nx -
fungaoes, definida em R por f,(x) = Q, converge uniformemente para a fungao nula®. De facto,
n

a desigualdade |sin(nx)] <1 em R assim como a sucessdo (l convergir para zero (0), permite-nos

) n)neN
concluir que
sin(nz) = lim sup —| sin(na)| = lim 1 = 0.
n—0 1cR n n—oo M

lim sup -0

n—0o0 zER

n

Todavia a sucessio de fungoes (f!)nen, definida por f(x) = cos(nx) ndo converge pontualmente (logo
também nao converge uniformemente), dado a sucessao’ (cos(nw))nen, obtida a partir da substituicdo
T =7, nao admitir limite°.

“De acordo com o que foi escrito na Adenda 3, temos uma sucessdo de fungoes da forma f,(z) = a,gn(x), onde
1
gn(z) = sin(nzx) é limitada e a, = — satisfaz a condi¢do lim a, = 0.
n n—00

bAo mostrarmos que as subsucessdes dos termos pares e impares de (cos(nm)),en convergem para valores distintos,
demonstramos também que f/ (x) nao é continua em x = 7.

“Vide item (a) do Exercicio @



Convergéncia Uniforme de Séries de Funcgoes

(o ¢]

Teorema 2 (Convergéncia Uniforme envolvendo Série de Fungoes). Seja E fn uma série de funcoes
n=0

continuas em |a,b] que converge uniformemente para uma fungao® S := lim S, em [a,b], entao as
n—oo

sequintes propriedades sao vdlidas:

(e.e]

(a) Z fn é uma série de fungoes continuas em [a,b] e, para todo o ¢ € [a,b], vale a sequéncia de

n=0
1qualdades
limg folz E <hmfn )
Tr—cC
n=0 n=0

(b) Z fn é uma série de fungoes integraveis em [a, b] e

[(Ee)e-$([o0)

(c) Adicionalmente, se a sucessao das derivadas de f,, (f/),, € também a uma sucessao de fungoes
(0.9}

continuas em [a, b] e E fn converge uniformemente em [a, b], entdo:
n=0

i) Z fn € diferencidvel em [a, b];

n=0

ii) (Z fn(x)> = Zf;b(x), para todo o x € [a,b].

?A funcao S é obtida a partir do limite da sucessdo de somas parciais, (Sy)nen,, definida pontualmente, para cada

€ [a, b], por Sy( ka




Adenda 5 (Falha da Convergéncia Uniforme). A semelhanga do listado em Adenda 4, para sucessoes de
funcoes, podemos também obter as sequintes conclusoes a partir do Teorema 2 para séries de fungoes.

A saber:

[o.¢]
(a) E fn nao converge uniformemente para uma fungao continua em [a,b|, desde que pelo menos

n=0
uma das condicoes abaizo se verifique:

i) Z fn(z) diverge para algum x € |a, bl;

it) lim f,(x) nao existe ou é infinito;
Tr—c

n=0
(b) an ndo converge uniformemente para uma fungao integravel em [a,b], desde que pelo menos
n=0

uma das condigoes abaizo se verifique:

i) Z fu(z) diverge para algum x € [a,b];

b
i) / fa(z)dx nao existe ou é infinito;

i) [ (z fn@)) i 4 z ( [ ).

(c) Z fn ndo converge uniformemente para uma fungao diferenciavel em [a, b], desde que pelo menos

n=0
uma das condigoes abaizo se verifique:

i) Z fu(z) diverge para algum x € [a,b);

it) f!(c) nao existe ou é infinito, para algum c € [a, b|;

iii) (Z fn(m)> = Zf;l(a;) , para algum x € [a, b].

Teorema 3 (Critério de WeierstraB3). Seja (f,), uma sucessao de fungoes, f, : D — R, e Zan
n=p
(p € No) uma série numérica convergente de termos ndao negativos tal que

|fu(2)| < an, para todos os x € D, n>p inteiro.

Entao, para todo o x € D, a série E fn(z) € uniformemente convergente®.
n=p

“Equivalente a dizer que a série de fungoes, E fn, € convergente em D.
n=p



Diagrama 1 (Implementagao Pratica do Critério de Weierstra3). O diagrama abaixo ilustra o proce-
dimento padrdo que pode ser adotado para aplicar o Critério de Weierstraf$, como forma de assequrar

[e.e]
que a série de funcoes, definida para todo o x € D por Z fn(x), converge uniformemente em D.

n=p
Para interpretacao correta deste, deverd assumir que todas as desigualdades ilustradas sao
verdadeiras para todo o x € D e n > p inteiro.

n=p

Exemplo 4 (Aplicagao do Critério de Weierstraf3). Note que a desigualdade

2
|fn(z)] < 3 para todos os x € R, n €N,

. . , 1 — cos(nz , ,
envolvendo a sucessao de fungoes, definida por f,(x) = —3(), € uma consequéncia da igualdade
n

nx nx
1 — cos(nz) = 2sin? <7> e do contradominio de sin® (7> ser o conjunto [0, 1].
Seque entao pelo Teorema 3 que a convergéncia uniforme da série de fungoes

[e.9]

Z 1 — cos(nx)

n=1

[e.9]

¢ imediata pela convergéncia da série numérica de termos positivos g

=
n=1 n
Adicionalmente, o Teorema 2 garante-nos ainda o sequinte:

(a) De cos(nm) = (—=1)*, para todo® o n € N, seque’ que

. ~=1—cos(nr) /(.. 1—cos(nz) Sl ==l = 2
tim 3= =3 (1 ) =S S =S

n=1 n=1 n=1 n=1

(b) Decorre ainda da igualdade cos(nm) = (—1)" que sin(—nnm) = sin(nm) = 0 (justifique). Segue

entao que
™ [ = 1 — cos(nz) = [T (1 — cos(nz) =27
/ (Zn—> =3 [ () =308

T \n=1 1

. sin(nz) 1 — cos(nz)\’ ., L :
(c) E — = E —— também € uma série uniformemente convergente, facto esse
n n
n=1

= n=1
que pode ser demonstrado pelo Teorema 3.

“Vide item (a) do Exercicio @

5Observe que 1 — (—1)" é igual a 0, quando n é par, e 2, quando n é fmpar. A partir deste argumento podemos
reescrever a série de poténcias, via a substituicao n — 2n — 1, eliminando assim os termos nulos.

¢SUGESTAO: Use a Iqualdade Fundamental a Trigonometria.
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Contra-Exemplo 3 (Derivada de Série Uniformemente Convergente). Como teve possibilidade de ave-
riguar no Exemplo 4, a série de funcoes
i sin(nx)
-~

n=1

¢ uniformemente convergente em R. No entanto

n=1

ja nao é uniformemente convergente em R, dado esta ser divergente em pontos da forma x = 2k
(k eZ).

No Exemplo 4 aplicamos mimeticamente a estratégia ilustrada no Diagrama 1 para demonstrar
a convergencia uniforme da série de funcgoes, enquanto que no Contra-Exemplo 3 mostramos que a

convergéncia uniforme de g fr nao implica necessariamente a convergéncia uniforme de envolvendo as

n

derivadas de f,, Z fr.

n
O mesmo tipo de argumento adotado no Contra-Exemplo 3, podera ser usado para justificar a razao
pela qual nao é possivel estabelecer a igualdade

n=1

para a série de funcgoes que aparece no inicio da Folha 2.

Mais adiante, quando tiver a oportunidade de resolver o Exercicio @, ird constatar que antes de
aplicar o critério de Weierstraf3®, procure averiguar primeiro se a soma da série de poténcias converge
pontualmente para uma fun¢ao continua.

Convergéncia Uniforme de Séries de Poténcias

Voltemos entao a focar a nossa atengao no estudo de séries de poténcias, ja abordadas anteriormente.
O proximo teorema é uma consequéncia imediata do Critério de Weierstrafl, enunciado no Teorema 3.

o0

Teorema 4 (Convergéncia Uniforme de Séries de Poténcias). Seja g an(z—c)" uma série de poténcias

n=0
de raio® R # 0, e convergente em I C R. FEntdo a série de poténcias converge uniformemente em

qualquer subintervalo fechado e limitado [a,b] de I.

®A condigao R # 0 exclui intervalos de convergéncia da forma I = {c}.

3A soma da série do Exercicio @ nao é continua. Para mais detalhes, reveja a Adenda 5.

11



Adenda 6 (Prova da Convergéncia Uniforme). Na prdtica, a convergéncia uniforme da série de potén-

o0
cias Z an(x—c)" em subintervalos da forma [c—r,c+71] Cle— R,c+ R| (0 <r < R), pode ser obtida®

n=0
combinando o Critério de Weierstrafs com o Critério de Cauchy/D’Alembert usados anteriormente
para estudar o intervalo de convergéncia de uma série de poténcias.

De facto, se escolhermos 0 < r < R tal que |x — ¢| < r, a demonstra¢io da convergéncia uni-

forme, via o Teorema 3, pode ser realizada da sequinte forma, sequindo mutatis mutandis o esquema
de demonstragao ilustrado no Diagrama 1:

1. Primeiro, comecamos por mostrar a desigualdade abaizo:
lan(z — )" = |an|lz — ™ <lan|r", V |z —c| <7, neN.

2. De sequida usa o critério de Cauchy ou o critério de D’Alembert para concluir que a convergéncia

o0
absoluta’ da série numérica Z |l |r":
n=0
. N 1 n+1 1
Cauchy: lim {/[a,|r" == x 1 <1; D’Alembert: lim w =—xr<l.
n—00 R n—00 |an|’[“n R

3. Finalmente, verifica que a série de poténcias estd nas condi¢oes do Critério de Weierstraf3, no
intervalo fechado [c — r,c+T].

“Vide também (Brds , 2023, slide 27/54).
bEste conceito deve apenas ser mencionado para justificar convergéncia de séries numéricas, assim como estudar
intervalos de convergéncia de séries de poténcias.

Contra-Exemplo 4 (Cuidado com Generalizagoes). A demonstra¢io do Teorema 4 ndo nos garante,
em momento algum, a convergéncia em intervalos fechados da forma [c — R,c + R.
1

— X

Para verificar tal facto, considere o exemplo do desenvolvimento em série de poténcia de

considerado em (Almeida , 2018, Exemplo 2.7).

[e.e]

Teorema 5 (Teorema de Abel). Seja Z an(x — )" uma série de poténcias de raio® 0 < R < oo.
n=0
Entao as sequintes implicagoes sao verdadeiras:

(a) Se a série de poténcias converge em x = ¢ + R, entao esta também converge uniformemente em
[c,c+ RJ.

(b) Se a série de poténcias converge em x = ¢ — R, entdo esta também converge uniformemente em
[c— R, c].

®A condigao 0 < R < oo exclui os intervalos de convergéncia I = {c} e [ = R.

12



(o0}
Teorema 6 (Convergéncia Uniforme envolvendo Série de Poténcias). Seja E an(x —c)" uma série de
n=0

R =
poténcias de raio R # 0 e I = ,R=00
]C_R7C+R[ ,0<R<OO

E an(x — )", para todo o x € I, entao as sequintes implica¢oes sao verdadeiras:

(a) f € uma fungao continua em I;

(b) f € uma funcao diferencidvel em I e

= Znan(ac — )" ', para todo o x €.

(e}

a’n s . g o
c) A fungao F, definida por F(x — )"t € uma primitiva de f em I que satisfaz as
+ 1
n

n=0

sequintes propriedades®:

i) Fla / £ (2) ) /bf(a:)da: _ F(b) — Fla).

@As propriedades i) e ii) sdo automadticas por aplicagao do Teorema Fundamental do Célculo.

Séries de Taylor: Exemplos e Aplicagoes

Os exemplos e aplicagoes, que iremos tratar daqui em diante, tém como ponto de partida o seguinte
resultado.

Teorema 7 (Série de Poténcias vs. Série de Taylor). Seja Z an(z — )" o desenvolvimento em série

n=0
de poténcias de uma funcao f num intervalo I C R, com ¢ € I. Entdo f possui derivadas finitas de

qualquer ordem mo ponto c e

¢ o polinomio de Taylor de ordem n de f em torno de ¢ € I e que as condigoes, envolvendo a fun¢ao
RI(f(z)) = f(x) = T2 (f(x)), sao sempre satisfeitas:

RE(f(x))

i) Unicidade do Polinémio de Taylor: lim ———= B
r—c —C

=0;

n

)
ii) Convergéncia da Série de Taylor: hm R} (f(x)) =

13



Exemplo 5 (Fungoes Exponenciais vs. Hiperbdélicas). A partir da série de poténcias de
x .n
x
T __
B Z n!
n=0

¢ possivel obter a série de poténcias de e™*, uma vez que a transformacao grdfica x — —x, por se tratar
de uma composicao de funcoes continuas. Neste caso, tem-se

= (- — (-1
PR

n=0 ’ n=0

n

3

er —e®

Adicionalmente, a série de poténcias da fung¢dao hiperbdlica sinh(z) = — pode ser obtida a partir

T —x

@

~ . , . " . €
da subtragao, termo a termo, dos coeficientes das séries de poténcias de 5 e -

Neste caso, tem-se

)" O p2ntl
Z Gy a0 simplifcagies)

n=0 n=

Mg

?Obtida com base nas igualdades 1 — (—1)" = 2 (n = 2k + 1- impar) e 1 — (—1)" = 0 (n = 2k - zero ou par).
- N . ' - . e’ +e”
Adenda 8 (Série de Poténcias de Fungoes Hiperbdlicas). No caso da func¢ao cosh(x) = ———

— que corresponde a um dos Ezercicios da Folha 2 [que se encontra mo Moodle], pode obter o seu
desenvolvimento em série de poténcia por dois modos distintos:

xr —T
. L, . A . € . .
(a) Somando, termo a termo, os coeficientes das séries de poténcias de 5 €5 " andlogo ao que foi

feito no Exemplo 5;

(b) Derivando®, termo a termo, a série de poténcias de sinh(z) obtida no Exemplo 5— aplica¢do direta
do item (b) do Teorema 6.

?Baseado na igualdade (sinh(x))" = cosh(z).

Exemplo 6 (Célculo de Limites). Suponha que pretende calcular o wvalor exato do limite
2ze = _ 2z + 13

lin% = . Para tal, comece por considerar o desenvolvimento em série de poténcias de
T—> a5

22 . . . . . . L z?
e~ 2, obtido a partir do desenvolvimento em série de poténcias de e*, via a substituicao xr — ——,

2
obtemos

c s o,
2= j{: jz: é}2n 1 2 +1’

n=0 ! n=0

M

T

1
Em particular, que Tg’(2x€_7) =2z — 23 + z_Lx5 corresponde ao polinomio Maclaurin de ordem 5 da

a2

fungao 2xe~ = . Logo, pelo observado em Adenda 7 seque® que

(S
N

22

. 2re~T — 2z + 3 — lim Tp (2ze %)+Rd(2 e 7)—2x+a° —hmEthmM :1'
z—0 o z—0 ° z—=0 ° z—0 d 4

2
. N . —z . . 7 . N . N .
@A existéncia de T3 (2re~ 2 ) — garantida pelo desenvolvimento em série de poténcia — conduz-nos a igualdade

2
R}(2ve=7
lim F0(2277)

x—0 av

=0.
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00 _1)

Adenda 9 (Exemplo 6 vs. Regra de L’Hopital). Pode verificar-se que Z %x%“ corresponde ao
VAL

n=2

_z2

desenvolvimento em série de Maclaurin da funcao f, definida por f(x) = 2ze~ 2 — 2z + x3. Para esta

funcao, o Teorema 7 garante-nos que
(a) f™(0)=0, paran =0,1,2,3,4
fO) (=1 1

(b) Para® n =5, tem-se =t
pelo que o valor do limite obtido no Exemplo 6 coincide com o valor obtido via aplicacao sucessiva da
regra de L’Hoépital’.

(0

2n+1
5! '

“Para encontrarmos o coeficiente as = , precisamos de impor a condigdo 2n 4+ 1 = 5 nas poténcias x

bVide Caderno 1.

O procedimento adotado no Exemplo 6 corresponde pode ser resumido no préoximo coroldrio. Este
resultado advém essencialmente da combinacao do Teorema 1 ¢ do Teorema 2.

Corolario 1 (Série de Poténcias vs. Calculo de Limites). Seja Zan(:p —¢)" o desenvolvimento em

n=0
série de poténcias de uma funcao f num intervalo I C R, com ¢ € I. Entao,

o 1) = T @)

T—C (Jj — C) n+l

= Qp41-

O procedimento que iremos adotar no Exemplo 7 & Exemplo 8 encontra-se esquematizado no
préximo diagrama. Este pode ser agora utilizado na resolugao de varios exercicios (sem esquecer de
justificar os passos, obviamente).

Diagrama 2 (Célculo de Derivadas & Limites Fundamentais). O diagrama abaizo ilustra o procedimento
padrao que pode ser adotado no cdlculo de derivadas e limites, a partir do desenvolvimento em série de
poténcias.

()

nl

Vn € Ny

Qn

15



Exemplo 7 (Resolugao de Exercicio do Caderno 1). Pode agora usar o que aprendeu na resolu¢ao do
Exercicio 10 (b) ii) do Caderno 1. Em particular, tendo com base no desenvolvimento em série de
poténcias, obtido em Exemplo 5, conclui, para valores® de x # 0, que

sinh(z) —x i g2+l i
g —n1x32n+ — (2n +1)!
Adicionalmente, a conclusao de que

sinh(z) —z 1

lim ——— = —
xlg(l) 3 6
ce l.?n—?
¢ imediata pela continuidade e convergéncia uniforme da série de poténcias Z m em R e pela
n !
=1
1qualdade
1
i -1
. 22 » T
lim — =
2—=0 (2n + 1)!
0 ,n>1

“Este raciocinio é vélido para cdlculo de limites mas nao para a continuidade, uma vez que x = 0 nao pertence ao
sinh(z) — x

dominio de 3
T

16



Exemplo 8 (Abordagens alternativas ao Exemplo 6). Para o cdlculo do valor exato do limite, abordado
anteriormente no Exemplo 6, poderia comecar por observar que

2
xT €T
. 2xe" 7 — 22+ 23 . 277 — 2422
lim = lim .

x—0 :L‘5 x—0 {E4

[

De seguida, poderia utilizar ou o Teorema 7 ou o Teorema 2:
(a) No caso da sua escolha ser o Teorema 7, teria que comegar pelo polindmio de Maclaurin de ordem

4 de 26‘“”2, dado® por TS‘(Z(‘”Q) —92_ 224 x_;

4
(b) No caso da sua escolha ser o Teorema 2, precisaria de considerar o desenvolvimento em série de
. 2 2 - (_1)” 2n
Maclaurin de 2e™*" — 2+ z°, dada por Z w7
nl2n-1
n=2

A conclusao de que o valor do limite vale }1 poderia ser obtido da sequinte forma:

(a) No primeiro caso, usava a igualdade 2" = TH(2e ") + R(2e™") e a condi¢do limite
R3(2e~
hII(l) # = 0 para concluir que
z— T
22
. 2T 2422 | izxt4 Ri(2e7%") 1
lim = lim =,
z—0 4 z—0 x4 4

—4

(b) No sequndo caso, precisaria de considerar, para valores de x # 0, a multiplicagao de — =
x

2
L. . o
pela série de Maclaurin de 2e” 2 :

TL

1 - - (_1)71 2n—4
_422 nl2n v = Z; n!anlx

Ao verificar que a série de poténcias obtida corresponde a uma funcdo continua’ e uniformemente®
convergente em R, concluiria que

2
2¢= % — 2+ 22 2. (=1)" > —1)" 1
Frr 7 lim (=1) L2t Z (lim (=1 xzn—4> _1

z—0 x4 z—0 nlon—1 z—0 nl2n—1 4

com base na iqualdade

o | =

=)
11 ( ) x2n—4 —
z—0 plon—1

0 ,n>2,

confirmando assim o resultado formulado no Corolario 1.

2 1‘2
“Observe que 2e™% — 2+ 2% = 12% + R§(2¢e 7).
bPara valores de n > 2, as poténcias 22" ~* sdo sempre continuas e, por conseguinte, a série dada corresponde a uma

série de fungoes continuas
2
s ~ . —_z_ . A .
“Note que a série de poténcias de 2e~ = tem raio de convergéncia +oo.
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1
Exemplo 9 (Série Geométrica). Considere-se a fungdao f definida por f(x) = —. Esta fun¢ao € continua
z

e diferencidvel em R\ {0}. Em particular, para ¢ # 0 € possivel obter o desenvolvimento em série de
poténcias em torno de ¢, com base na sequéncia de iqualdades

1
1 c

c+(x—c) 1-—<2

c

SHE

Impondo agora a condi¢ao® ‘%‘ < 1, conclui-se que
1 = (c—x = (1)~ "
= () Lo

1 & (e
ot I_
e, por consequinte, que . E

n=0

o (x — )", para todo® o x €]c —|c|,c+ |c|].

] _ u, igualdade essa que pode

Adicionalmente, o Teorema 7 permite-nos concluir que {— —
. -

r=c

ser confirmada com base no método de inducao matemdtica.

“Esta condigao permite-nos obter obter um desenvolvimento em série com base na série geométrica
d<1

lz—

bIntervalo de convergéncia obtido como conjunto solucdo da inequacio B

Exemplo 10 (Derivada da Série Geométrica). Note que, para todo o x # 0, tem-se que # ¢ a derwada
da funcao —%.

Tomando como referéncia o desenvolvimento em série de poténcias, em torno de ¢, obtido no Exem-
plo 9, podemos concluir via o item (b) do Teorema 6 que

Z n(gnlJr)ln—H (.’L’ . C)n—l _ Z (n +C}1)+(2_1)n ([L’ _ C)n

: : . 1 .
€ o desenvolvimento® em série de poténcias de — no intervalo Jc — |c|, ¢ + |c[[.
x

“Na igualdade, envolvendo as duas séries de poténcias, foi realizada a substituicao n — n + 1, de modo expressar a
série de poténcias em termos de (x — ¢)".

18



Exemplo 11 (Série de Poténcias da Fungao Logaritmo). Se considerasse as substituicio x — —x resp.

[e.9]

=> 2" (jz| < 1)

n=0

obtinha facilmente o desenvolvimento em série de poténcia para a derivada de In(1+ x).
Adicionalmente, o item (c) do Teorema 6 permite-nos obter o desenvolvimento em série de Maclau-
rin de In(1 4+ x). Em concreto, a identidade

Lo
1+z) / 1+t

permite-nos obter a sequinte sequéncia de igualdades:

Oz %Hdt = i(—l)" </Ox t"dt) = i E;P:x”“ = i (_Zix"

n=0 n=0 n=1

no intervalo

Portanto, a série de poténcias de In(1+ z) foi obtida partir da série de poténcias
] - 17 1['

T

Exemplo 12 (Série de Poténcias da Fungao arco-tangente). Se considerarmos agora o desenvolvimento

em série de poténcias
[o¢]

Z n 2n |£E2‘ <1)

n=0

obtido a partir da substituicdo x — x> no desenvolvimento em série de poténcias de , seque pelo
i

item (c) do Teorema 6 a sequinte sequéncias de igualdades:

T ] > e = (—1)=
t — = dt = —1)" thdt — 2n+1‘
arctan(z) /0 R nZ( ) (/o ) 1"

=0

pelo que esta série converge uniformemente no intervalo | — 1,1].

Adenda 10 (Teorema de Abel). Para o Exemplo 11 ¢ Exemplo 12, observe ainda o sequinte:

i) A série de poténcias de In(1 + x), obtida no Exemplo 11, converge simplesmente na extremidade
x =1 do intervalo | — 1,1[;

ii) A série de poténcias de arctan(x), obtida no Exemplo 12, converge absolutamente na extremidades
x=—1ex =1 dointervalo | — 1,1].

Logo, por aplicagdo direta do Teorema de Abel (vide Teorema 5) seque que:

i) A série de poténcias de In(1 + ), obtida no Exemplo 11, converge uniformemente no intervalo
[0,1];

i1) A série de poténcias de arctan(z), obtida no Exemplo 12, também converge uniformemente nos
intervalos [—1,0] e [0, 1].

Em suma:
i) | —1,1] € o intervalo de convergéncia da série de poténcias de In(1 + x);

ii) [—1,1] € o intervalo de convergéncia da série de poténcias de arctan(z).
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Postscripta

Vimos em termos praticos que a aplicacao do Teorema 6 e do Teorema 7 permite-nos obter de-
senvolvimentos em série a partir de desenvolvimentos ja conhecidos por meras manipulagoes algébricas
e funcionais, envolvendo propriedades que ja teve oportunidade de estudar em Caélculo I. De modo a
estruturarem o vosso estudo mais adiante, segue abaixo uma lista de observacoes e exemplos que irao
surgir seguramente em outro tipo de exemplos e exercicios.

Representacoes de funcoes a partir de séries de poténcias conhecidas

Comecemos pelos desenvolvimentos em série de poténcia, obtidos a partir de exemplos de séries de
poténcias ja tabelados — vide p.e. (Stewart , 2013, p. 687).

~ . . . . , - N X
Funcgoes Exponenciais — A partir do desenvolvimento em série de poténcia e* = E — em R:

(a)

(b)

o0
Fungoes Logaritmicas — A partir do desenvolvimento em série de poténcia de In(1+4x) Z

Pode obter a série Maclaurin de funcoes analogas as Exemplo 5 e do Exercicio @ A titulo
de exemplo, para uma funcao exponencial de base a > 0, a”, pode obter desenvolvimentos
em série de Maclaurin com base na igualdade a® = e*™(@).

Pode obter desenvolvimentos em série de Maclaurin funcao exponencial para obter a respetiva
série de Taylor. De facto, para valores de ¢ # 0 tem-se

ooxc
e’ gec

n=0

Exemplos semelhantes a este ird encontrar quando tiver oportunidade de resolver os itens
(a) e (b) do Exercicio .

n=1

m | —1,1]:

(a)

(b)
()

(d)

Pode calcular o desenvolvimento em série de poténcia para niimeros transcendentes da forma
In(a), a partir da substituigdo x = a — 1 na série de poténcias acima — é o que se pretende
que faca ao resolver o Exercicio @

Pode obter o desenvolvimento em série de Taylor, em torno de ¢ da funcao In(1 — ¢+ z), via
a substituicao r — x — ¢ na série de Maclaurin dada.

Pode obter, via resolucao das inequagoes —1 < x — ¢ < 1, que a série de poténcias da funcao
In(1+ (x —¢))
In(a)
uniformemente em subintervalos fechados e limitados de | — 1 — ¢, 1 + ¢|. Para encontrar
o desenvolvimento em série de poténcias de fungbes como In(z) — exemplo ilustrado em
(Almeida , 2018, Exemplo 2.11) — esta observagao poderia vir a ser 1til, uma vez que evitaria
fazer calculos andlogos aos que realizou no Exemplo 11. E que tera também de realizar nos

itens (e) e (f) do Exercicio .

Propriedades dos logaritmos tais como

In(l1—c+2) =In(1+ (z — ¢)) — ou se quiser, de log,(1 —c+z) = — converge

In(az + b) = In(b) + In (1 +
ar +b b a
In (c:c—l—d) =In (a) —|—ln<1—|—gaj> —ln<1+
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também lhe permitirao obter desenvolvimentos em série de Maclaurin para func¢oes analogas

as do Exercicio @ O tnico cuidado a ter com a série de poténcias, que resulta da iltima
igualdade, é que o intervalo de convergéncia corresponde ao 'menor dos intervalos’, da forma

]_M M} s ]_M @]
Y p’ ? *
lal " [al e " le]
Fungoes Trigonométricas — No caso das fungoes seno e cosseno tem-se que:

(a) A grande maioria dos exemplos envolve a manipulagao das séries de Maclaurin em R:

n

i) sin(x) = Z @Fix%“; ii) cos(z) = Z ((;:L;' ",

n+1)!

Com excepgao do item (d) do Exercicio @, a resolucao dos trés primeiros itens deste
exercicio pode ser obtida com base na substituicao  — ax nas séries de poténcias dadas
acima; No caso dos itens (e) e (f) do Exercicio @, precisaria ainda de recorrer as identidades
trigonométricas usuais, envolvendo a duplicacao de angulos. A saber:

1 —cos(20)

i) sin®(9) = — _ L+ cos(20)

ii) cos®(f) = 5

(b) O desenvolvimento em série de Taylor a partir das séries de Maclaurin de ambas as fungoes
pode ser ser sempre derivado, a partir das seguintes identidades trigonométricas:

i) sin(x) = sin(z — ¢) cos(c) + cos(z — ¢) sin(c);
ii) cos(x) = cos(z — ¢) cos(c) — sin(z — ¢) sin(c).

Neste sentido, recomenda-se fortemente que procure entender primeiro exemplos tais como o
Exemplo 7 de (Stewart , 2013, p. 685) antes de resolver os itens (c) e (d) do Exercicio .

_ , o - — (="
Fungao Arco-Tangente — O célculo da série de poténcias de arctan(x) = g 2(—_:1:1:2“1 em
n
n=0

[—1, 1] foi obtido, de modo andlogo ao desenvolvimento em série de poténcias da fun¢ao logaritmo.
Todavia é preciso ter algum cuidado, pois nem todas as propriedades conhecidas para fungoes
logaritmicas e trigonométricas sao validas para esta funcao. A saber:

(a) Em exercicios como o @ nao é possivel obter p.e. o desenvolvimento da série de poténcias

.., T .
de 7, com base no limite - = lim arctan(z).
2 Tr—+00

(b) E possivel obter o desenvolvimento em série de Maclaurin, para fungoes da forma arctan(ax?),
a partir da substituicao x — ax? série de Maclaurin de arco-tangente.

(c) A obtengdo de desenvolvimentos de séries de poténcias em torno de ¢ # 0, a partir da
série de Maclaurin da funcao arco-tangente, nao é imediada uma vez que propriedades nao
sao, em geral, conhecidas e/ou tabeladas — para este tipo de casos, precisa mesmo de realizar
integralmente os calculos.

Derivagao e Integracao de Séries de Poténcias

Passemos agora a casos em que:
1. Temos apenas a nossa disposigao o desenvolvimento das séries e”, sin(x) e cos(z), para além da
série geométrica;
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2. Séries envolvendo? a funcao logaritmo e arco-tangente terao de ser forcosamente obtidas com
recurso a série geométrica.

3. Conhecemos o desenvolvimento em série de poténcia de f(x) mas desconhecemos, em geral, o
desenvolvimento em série de poténcia de f*)(z) (k € N).

4. Conhecemos o desenvolvimento em série de poténcia de f’(z) mas desconhecemos, em geral, o
desenvolvimento em série de poténcia de f(x).
Séries Geométricas — Este tipo de séries:

o
(ax + b)*

. Este tipo de casos podem ser encontrados

(a) Permitem-nos obter desenvolvimentos em série de poténcia de fungdes da forma

(p € N), a partir da derivagao sucessiva de

no Exercicio @

(b) Permitem-lhe obter séries de poténcias, andlogas as obtidas para as fungdes logaritmo e
arco-tangente, via aplicagao direta da férmula

axr +

f(2) = fla) + / " por.

Em exercicios como o — complementar ao Exemplo 8 de (Stewart , 2013, pp. 677-678)—
pretende-se que siga essencialmente o procedimento adotado no Exemplo 11, Exemplo 12 &

Adenda 10.

Séries de poténcias obtidas por derivacao — O ponto de partida passa por deduzir séries de
poténcias de f*)(x), a partir da série de poténcias de f(z). Neste ponto terd que ter sempre em
consideracao o seguinte:

(a) Em séries de poténcias, cujo raio de convergéncia é infinito, a derivacao termo a termo nunca

sera problema — como tera a possibilidade de verificar ao resolver o Exercicio @;

(b) J& para o caso da derivacao de séries de poténcias, de notar que o Teorema 6 apenas menciona
a derivagao termo a termo em intervalos da forma Jc— R, c+ R| (0 < R < oo). Para tal, basta
pensar de modo reciproco, o que acontece se derivar, termo a termo, as séries de poténcias
do Exemplo 11 & Exemplo 12.

Séries de poténcias obtidas por integracao — O ponto de partida é sempre a integracao de uma
funcao f para a qual conhego a sua série de poténcias.

(a) Uma das grandes motivagoes para este tipo de estratégia prende-se com o calculo de séries
de poténcias que fungoes integraveis/primitivaveis mas que se desconhece a sua primitiva.

No exercicio @ terd a oportunidade de se deparar com este tipo de exemplos.

(b) Em séries de poténcias, cujo raio de convergéncia é infinito, a integragdo termo a termo
também nao sera o problema.

(¢) No caso da integragao de séries de poténcias, decorre do Teorema 6 apenas a continuidade
em subconjuntos de |c — R,c+ R[ (0 < R < 00). Para averiguar, a posteriori, a continuidade
da série resultante nas extremidades de Jc — R, ¢ + R|, terd ainda de aplicar o Teorema de
Abel - correspondente ao Teorema 5 — tal como j& foi discutido anteriormente.

4Entenda-se, o desenvolvimento em série destas funcoes nao aparece tabelado.
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Série de Taylor, Calculo de Limites et al.

Este tipo de assunto ja foi exaustivamente abordado em vérios exemplos deste caderno. Para ter-
minar, acrescento mais alguns exemplos que considero pertinentes e que deve ser considerados como

verdadeiros desafios.
Exemplo 13 (Complementar ao Exercicio 9. da Folha 1). A desiguadade

In(1+2x) <z, paratodoo x> —1

pode ser demonstrada de duas formas distintas:
(a) Ou via a férmula In(1+ x) = z + R{(In(1 + z));
(b) Ou via o desenvolvimento em série de poténcias, obtido anteriormente no Exemplo 11.

No primeiro caso, a demonstracao da desigualdade € uma consequéncia imediata do resto de Lagrange,

dado por
1

Ré(ln(l +1x)) = —m

x* para algum 6 entre 0 e x
ser sempre negativo.
No segundo caso, consequiria concluir que o desenvolvimento em série de poténcias de In(1+x) —x,
dado por
ce (_1)7171
In(1+ z) —x:Z—x"

n
n=2
corresponde a uma série de termos® negativos, apenas’ para o intervalo | — 1,0].
n—1 n
“Use a igualdade (72 A ) para mostrar que se trata de uma série de termos negativos em | — 1, 0].

n
YA verificacdo de que a série de poténcias também toma valores negativos em ]0, 1] ndo é deveras trivial.

Contra-Exemplo 5 (Fungoes Esféricas de Bessel). No Exercicio 1rd deparar-se com exemplos em
que:

(a) Estamos perante o desenvolvimento em série de Maclaurin de fungoes descontinuas em x = 0;

(b) Para todas estas fungoes, € possivel calcular os limites destas em x =0, com recurso ao desenvol-
vimento em série de poténcia ou a regra de L’Hopital.

Em concreto, apds demonstrar que jo(r) = sin(e) (x #0) e ji(x) = sm(2:1:) _ cos(a) (x # 0) pode
7 7
demonstrar, via argumentos andlogos aos que utilizou no Exemplo 7 & Exemplo 8, que
L o..osin(z) L . (sin(z)  cos(z)) . B
1) lim —== = jo(0) = 1, ii) glclgg)< o ) =h0)=0.

Adenda 11 (Desenvolvimento em Série de Taylor). Mesmo que nao soubesse, a priori, que o desenvol-
vimento das fungoes dadas correspondia aos desenvolvimentos em série de poténcias — conhecidas por
funcoes esféricas de Bessel — poderia p.e. calcular limites® como

. (sin(a:) - cos(:v)) . sin(x) = cos(x)

= 111m
T2 x x—0 x2

z—0

= 1 1
a partir da igualdade® sin(x) — z cos(x) = ( — ) (=1)rg?ntt,
; 2n+1)!  (2n)!

Uma forma de confirmar o resultado, passa por aplicar sucessivamente a regra de L’Hopital — vide Caderno 1.
1 1

2n+1)!  (2n)

YVerifique que P 0 quando n = 0.
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Exercicios Propostos

Revisoes

@ METODO DE INDUGAO MATEMATICA
Use o método de indugao matematica para demonstrar as seguintes relagoes:

(a) cos(nm) = (—1)", Vn € Ny. (b) n! > 2" para todo o n > 4 natural.

OBSERVACOES:

(a) Indugdo matemética nao se aplica ao conjunto dos niimeros inteiros. Em particular, para
demonstrar que cos(nm) = (—1)", para todo o n € Z, terd ainda de argumentar que a fungao
cosseno se trata de uma funcao par.

(b) A desigualdade n! > 2" é falsa, para valores de n =0, 1,2, 3.

@ POLINOMIO DE MACLAURIN
Use o polinémio de Maclaurin e o resto de Lagrange da funcao exponencial para mostrar as
seguintes desigualdades:

1
1—a
(b) Para todo o x € R en €N, tem-se que e* > T§'(e”).

(a) Para todo o x €]0, 1], tem-se e <

(c) Para todo o x €]0,2[, vale a desigualdade

2 353 ZL‘4

<1 —_——t =+ —.
e < +m+2+6+16—8x

SUGESTOES:

(a) Use a desigualdade n! > 1 para mostrar que 7j'(e*) < 14+ + ...+ 2" O que acontece se
fizer n — oo em ambos os lados da desigualdade?

(b) E suficiente demonstrar que o resto de Lagrange da funcio exponencial, Ry(e”), é sempre
positivo

(c) Comece por reescrever a expressao de 1§ (e”) na forma
n
2 3

X x’“
Tg(ex)=1+x+7+g+zﬁ
k=4

De seguida, use a desigualdade obtida no item (b) do Exercicio @ para mostrar que
nok nok
x x
> TS > o
k=4 k=4

no_k
ou seja, que no intervalo |0, 2[, a soma E o ¢ limitada superiormente pela soma de uma
k=4
~ s ~ X
progressao geométrica de razao r = 3
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Convergéncia Pontual vs. Convergéncia Uniforme

@ EXEMPLOS DE SUCESSOES/SERIE DE FUNQOES
2

x
Considere” a sucessao de fungoes ( f,,)nen,, definida por f,(z) = m
€T n
(a) Mostre que (f,)nen, converge pontualmente para a fungao nula em R.
b) Mostre que a série de funcoes » converge pontualmente para a funcao S, definida por
G g G
n=0
1+22 ,2#0
S(a) = .
0 ,r=0.
(c) Diga, justificando, se a série de fungoes Z fn converge uniformemente em R.
n=0
(d) Mostre que a série de fungoes Z fn converge uniformemente em R\] — 1, 1].
n=0
(e) Diga, justificando, se a série de fungoes Z fn converge uniformemente em dominios da forma
n=0

R\] = R,R[ (R >0). Eem R\ {0}?

SUGESTOES:
1

a+ﬁw:(uw2

— converge para zero (0).

n
a) Comece por demonstrar que, para todo o z € R, — termo geral da
g

progressao geométrica, de razao r = e
x

[e.e] 1 n
(b) Use a férmula geral da série geométrica para calcular o valor da soma da série Z (1 n 2) .
x

n=0

(c) Sabendo que S é descontinua em x = 0, o que pode concluir a partir do Teorema 27

(d) Aplique o Critério de Weierstral — vide Teorema 3.

(e) Verifique que este item corresponde a uma generalizacao do item anterior.

Série de Maclaurin de Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

@ DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN ENVOLVENDO FUNGOES HIPERBOLICAS
©  n
. . - . ~ . x
Considere o desenvolvimento em série de Maclaurin da fungao exponencial, dado por e* = E —-
n!
n=0

(a) Obtenha o desenvolvimento em série de poténcia das seguintes funges hiperbélicas

62x + e—2x 621’ _ €—2x

i) cosh(2x) = 5 ii) sinh(2z) = 5

SExercicio formulado com base no (Almeida , 2018, Exemplo 2.5).
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(b) Use os desenvolvimentos em série, obtidos na alinea anterior, para obter o desnvolvimento
em série das seguintes fungoes:

: 1 T —x T —x :s 1 T —x\2 1 T —x\2
i) e+ e (e —e) i) (e +e ) (e — e )

SUGESTOES:
(a) Vide Exemplo 5.
(b) Faga uso das igualdades (a + b)(a — b) = a* — b* e (a +b)* = a® + 20 + b*.
@ FUNCOES LOGARITMICAS

Use o desenvolvimento em série de poténcias obtido no Exemplo 11, para obter o desenvolvimento
em série dos seguintes niimeros transcendentes:

(a) —1 (b) In (5) (¢) —In(%)

Série de Maclaurin de Funcoes Trigonométricas e Suas Inversas

@ DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN DE FUNGOES SENO E COSSENO
Tendo como referéncia o desenvolvimento série de Maclaurin das fungoes seno e cosseno:

0 n 2n+1 o0 n 2n
sin(z E & cos(z g
2n + 1
n=0 n=

obtenha os desenvolvimentos em série Maclaurin para as fungoes abaixo.

(a) cos <%x> -1 (c) cos (%) (e) sin® (7;—:]6)

o) 2 —sin (22) @ sin () 1) cos? (22)

@ SERIE DE MACLAURIN DA FUNCAO ARCO-TANGENTE
Use a representagao em série de poténcia da funcao arco-tangente, obtida no Exemplo 12, para
resolver os itens abaixo.

(a) Diga, justificando, se as séries abaixo sdo convergentes e, em caso afirmativo, determine o
valor da sua soma.

o0 n \/§ 2n—+1 oo n \/§ 2n+1
p S WY i) 3 CUVY)

2n—|—1 32’”rl (2n+1)

n=1 n=0

= (13

iii) pTw]
« 3t (2n + 1)

n=
(b) Indique o desenvolvimento em série de poténcias para os seguintes niumeros transcendentes:
i)

OBSERVAQAO: Note que arctan : R —] — 7, 7[. Em particular, 7 ¢ 5 nao sao pontos do
contradominio da fungao arco-tangente.

i) iii) =

INE]
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Série de Taylor vs. Funcgoes Analiticas

DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN VS. DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE TAYLOR
Use os desenvolvimentos em série de Maclaurin tabelados p.e. em (Stewart , 2013, p. 687) para
obter a série de Taylor das funcoes abaixo.

(a) e em torno de ¢ = —2 (d) cos(x) em torno de ¢ = —%.
(b) €**~** em torno de ¢ = 1. () In(2 — 5z) em torno de ¢ = 1.
(c) sin(x) em torno de ¢ = . (f) In(x* + 22 + 2) em torno de ¢ = —1.

@ DESIGUALDADES E LIMITES ENVOLVENDO FUN(;()ES HIPERBOLICAS
Use o desenvolvimento em série de poténcia de cosh(2x), obtida no Exercicio @, assim como a
desigualdade obtida no Exercicio @, para mostrar que

4

x
1— 22’

1+ 22* < cosh(2z) < 1+ 227 + para todoo z €] —1,1][.

DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN VS. INTERVALO/RAIO DE CONVERGENCIA

o0

Seja f(z) = Zanx” o desenvolvimento em série de Maclaurin da funcao f e 0 < R < +00 0
n=0

respetivo raio de convergéncia®. Demonstre as seguintes afirmacoes para a funcoes g e h, definidas

por

g(x) = f(=2?) e h(x) = zf(2?).

) g®"(0) = h®(0) = 0, para todo o n € Ny.

b) (=1)"g®(0) = A®"*D(0) = nla,, para todo o n € No.
) As séries de Maclaurin das fungoes g e h convergem absolutamente em | — VR, \/E[
)

Se a série de Maclaurin de f converge absolutamente em z = —R ou em z = R, entao

[—\/ﬁ, \/ﬁ] é o intervalo de convergéncia das séries de Maclaurin de g e h.

(e) Se a série de Maclaurin de f converge simplesmente em z = —R, entdo | — vVR,V/R[ é o
intervalo de convergéncia da série de Maclaurin de g.

(f) Se a série de Maclaurin de f converge simplesmente em z = R, entdo | — VR, VR| é o
intervalo de convergéncia da série de Maclaurin de h.

DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN DE FUNCOES LOGARITMITAS
Determine o desenvolvimento em série de Maclaurin para cada uma das seguintes fungoes logari-
timicas, indicando o maior intervalo para o qual o desenvolvimento é valido.

(a) In (33“" il 1) (b) In ((1 . xf ) (c) In(a® — 4z +3)

2 — 3z )(z + 2)

: N . : . . . On : 1
60 raio de convergéncia pode ser definido, via uma das seguintes férmulas: R = lim 2] resp. R = lim .
n— o0 |an+1| n—oo |an‘
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SUGESTOES: Pode usar diretamente a férmula f(z) = f(0) + / f'(t)dt, que resulta do
0

Teorema Fundamental do Cdlculo, e/ou uma das seguintes sugestoes abaixo:
(a) Propriedades In <i> =In(z) — In(w) e In(az + B) = In(B) + In <%x + 1> (8> 0);
w
(b) Propriedade In (zw) = In(2) 4 In(w) & propriedades mencionadas em (a);

(c) Fatorizagao x? — 4x + 3 = (x — ry)(x — r3) — 71,79 Taizes de x? — 4z + 3 para poder deduzir
a série de Taylor com base nas sugestoes dadas em (a) e (b) — i.e. sem precisar de aplicar o
Teorema Fundamental do Calculo.

Convergéncia Uniforme de Séries de Poténcias

INTEGRACAO DE SERIE DE POTENCIAS
Determine a representagao em série de poténcia para cada uma das seguintes fungoes:

(a) FuN¢gAO ERRO (b) INTEGRAL DE FRESNEL
1 * 2 z
erf(z) = —/ e 2dt S(x) :/ sin(t?)dt.
vV 2T 0 0

DESENVOLVIMENTO EM SERIE GEOMETRICA VS. DERIVACAO DE SERIES DE POTENCIAS
Determine o desenvolvimento em série geométrica para cada uma das seguintes fungoes racionais,
indicando o maior intervalo para o qual o desenvolvimento é vélido.

1 z 5
) Grop ®) Ty O TrmETep

SUGESTOES:

(a) Calcule a derivada de :
x+2

(b) Calcule a derivada de T

(¢) Para poder usar, a posteriori, o desenvolvimento em série de poténcias obtidos anteriormente,
tera de considerar a representagao em fracoes parciais da forma

5 _A[B—I-B C D

I+ @t2?  1+22 + P + (w1 2) — A, B,C, D constantes a determinar.

APLICAGAO DO TEOREMA DE ABEL
Sejam f e g as fungoes definidas

o o
f(x):/o T g(x):/o TR

(a) Determine o desenvolvimento em série de poténcias das fungoes f e g.

(b) Diga, justicando, qual o intervalo da forma I =] — R, R[ (0 < R < c0) em que as séries de
poténcias f e g convergem uniformemente.

(c) Use o Teorema 5 para averiguar se f e g convergem uniformemente em intervalos fechados
da forma [—R,0] e [0, R].
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(d) Comente a veracidade das seguintes afirmagoes (Verdadeiro ou Falso), justificando conveni-
entemente a sua resposta.

i) O intervalo de convergéncia das fungoes derivadas f’ e ¢’ ndo coincide.

ii) O intervalo de convergéncia de f e f’ coincide.

)

iii) O intervalo de convergéncia de g e ¢’ nao coincide.
)
)

iv) O intervalo de convergéncia de f e g coincide.

dt coincide com o desenvolvi-

. . L T4t
v) O desenvolvimento em série de poténcias de /
0 27+

mento em série de poténcias de f(z) + In(27 + 23).
1—t

YT dt coincide com o desenvolvi-

x
vi) O desenvolvimento em série de poténcias de /
0

- A 1 x?
mento em série de poténcias de g(x) — o7 arctan [ — |.

9

FUNCOES DE BESSEL

Considere o desenvolvimento em série de Maclaurin da funcao de Bessel de ordem m (m € Ny),
dada por

o - (_1)71, m—+2n
Im(2) = Zo 2m+2npl(m + n)!ﬂlj '

(a) Mostre que (Jp)men, € uma sucessao de fungoes analiticas em R.
(b) Verifique que Jj = —J;.

@ ExERcicio COMPUTACIONAL
Use a app do link

https://www.geogebra.org/m/cugzt54x,
para gerar os polinémios de Maclaurin de ordem n, T (tan(x)) e Tg'(sec?(x)). A partir destes:

t — T3 (t
(a) Calcule numericamente o valor do limite lin% an(z) o (tan(z))
T— xn
]" 27 37 47 5, 6, 7.

(b) Verifique numericamente a igualdade abaixo, para valores de n =1,2,3,4,5,6,7:

, para valores de n =

_mn 2 _gm 2
lim tan(x) — T3 (tan(x)) iy €€ (x) =T} Ssec (x))
z—0 " z—0 nxn—

Desafios

SOMA DE SERIE DE POTENCIAS
Use desenvolvimento de séries de poténcias conhecidos e/ou derivagao/integracao para calcular a
soma das seguintes seguintes séries numéricas de termos alternados:

n

Lo (D) = (1) —— (=)™
2 Garn 02 5o W2 G D@ Y
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@ DESENVOLVIMENTO EM SERIE DE MACLAURIN ENVOLVENDO FUNCOES PARES E [MPARES

o
. . , . . ~ . a
Seja f(z) = E a,z" o desenvolvimento em série de Maclaurin da func¢ao f e R = lim jan)

respetivo raio de convergéncia’.

(a) Demonstre as seguintes igualdades:
D) f(z)+ f=2) =) 2002 i) f(z) = f(=2) = 209, 12”""
n=0 n=0

(b) Comente a veracidade das seguintes afirmagoes (Verdadeiro ou Falso), justificando conveni-
entemente a sua resposta.

i) Se R = +o0 e f é uma funcio fmpar, entao f@*+(0) =0 para todo o n € Ny.
ii) Se R =400 e f é uma fungao impar, entao f(—z) = —x Z Aopy 122"

iii) R? é o raio de convergéncia da série de Maclaurin de f(z ) f(— ).

iv) Se 0 < R < 400, entao o raio de convergéncia das séries de Maclaurin de f(z) — f(—x)
e f(z) coincidem.

v) Se 0 < R < 400, entdo a série de Maclaurin de f(x) + f(—x) converge absolutamente
no intervalo | — V'R, VR]|.

vi) Se 0 < R < 400 e | — R, R] é o intervalo de convergéncia da série de Maclaurin de f,
entdo a série de Maclaurin de f(x) — f(—x) e de f(z)+ f(—x) convergem absolutamente

em xr = —\/}_%.

FUNCOES TRIGONOMETRICAS VS. FUNCOES ESFERICAS DE BESSEL
Considere o desenvolvimento em série de Maclaurin da funcao esférica de Bessel de ordem m
(m € Np), dada por
oo
— Z m + n) merQn

2m—|—2n—|—1)

n=0
(a) Mostre que (jm)men, ¢ uma sucessao de fungoes analiticas em R.
(b) Verifique as seguintes igualdades para valores de x # 0:

sin(z) sin(v)  cos(z) .. . 3.

iii) jo(z) = ji(z) — ;h(x)

i) jo(z) = i) ji(z) =

T 2 T

@ SIMBOLO DE POCHAMMER VS. SERIE BINOMIAL®
Para todo o a € R, considere a série de Maclaurin de (1 4 z)®, dada por

oo _1 n(__
(1o =3 EL
onde (—a), = —a(—a+1)...(—a+ (n—1)) denota o simbolo de Pochhammer.

(a) Se o € Ng, mostre que (14 z)* = Z ( « ) ™.

n
n=0
(b) Determine o dominio e o raio de convergéncia da série de Maclaurin de (1 + x)“, para valores

de o € N.

1
"Também poderia ser dito que R = lim .
n—oo |an|

8Exercicio corresponde a uma reformulacio de (Stewart , 2013, pp. 685-686, Exemplo 8).
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(c) Comente a veracidade das seguintes afirmagoes (Verdadeiro ou Falso), justificando conveni-
entemente a sua resposta.

i) Z (=) = 0, para todo o o € Nj.

n=0
i) (—1)"(— a)n =0, para todo o n € Ny se o ¢ N.
iii) (=1)"(—a), = 0, para todo o n € Ny se a < n.

(

~ (=1)"(=a)n

= 2% para todo o a € R.

V) Z (=a)n = 27% para todo o a € R.

(]
3
S

o0 _1 n(__ "
vi) Para todo o z €] — 1, 1], tem-se Z %x” # 0, desde que a ¢ N.

SUGESTOES:

(a) Atendendo a que d—(l + 2)® = 0, para valores de (o € Ny e n > «), é suficiente verificar a
:L‘n

equivaléncia abaixo (explique o porqué):

(1) -2 o o] -2

n n! dxm weo  (a—n)l’

(b) Use o critério da razao (ou de D’Alembert).

(¢) Tenha cuidado, pois (1 + x)* apenas nos d4 um polinémio para o caso de o € Ny.
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