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Capitulo 1

Transformada de Laplace

Neste capitulo vamos definir a transformada de Laplace de uma fun¢ao cujo dominio contém ]R(J)r e que,
para todo 0 b € R™, é integravel no intervalo [0, 5]. Como veremos, nem sempre existe a transformada de
Laplace de uma funcio satisfazendo as condi¢des indicadas, mas é possivel estabelecer uma condi¢do su-
ficiente para a existéncia daquela transformada. Apresentaremos algumas propriedades da transformada

de Laplace que sio tteis nas aplicacdes e definiremos a transformada de Laplace inversa.

1.1 Definicao

Definicao 1.1. Seja f uma fungao cujo dominio contém ]R(J)r e integravel no intervalo [0, 5], para todo o
beR". .
Chama-se integral de Laplace de f ao integral impréprio f(t)e™dt,ondesc R !
0

A existéncia do integral de Laplace depende da funcio f bem como do parametro s. Assim, fixada a

funcdo f, o integral de Laplace de f € uma funcdo de s.

Exemplo 1.2. Consideremos a funcdo f definida por f(¢) = 1, para todo o r € R.

Para s £ 0 temos

oo oo
ft)e™dt = / e dt.

0 0

Para estudar este integral vamos estudar o limite

1
1 1 —e 41 - se §>0
lim <—e_Sb—|—> = lim L: s s
b—y+oo S S b—y+oo N 4o se s<0

Consequentemente, se s > 0 o integral improprio considerado € convergente e se s < 0 € divergente.

Para s = 0 temos

+oo +oo
ft)e "de = / ldt
0 0

€, uma vez que

b
lim (/ 1dt> = lim b= +oo,
b—r o0 0 b—+o0

'Em estudos mais avancados da transformada de Laplace s pode ser um pardmetro complexo, mas para o estudo que vamos
fazer basta considerar s real.
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o integral imprdprio que se obtém para s = 0 € divergente.
Consequentemente, o integral de Laplace da funcio considerada existe e € finito se e s se s > 0.

Podemos entdo definir a funcdo

F: Rf — R

oo 1
s +— F(s)= ft)e™dt =~
0 s

que habitualmente se designa transformada de Laplace da funcio f.
Formalizando, temos a seguinte defini¢do:

Definicao 1.3. Seja f uma func¢ao cujo dominio contém Rg e integravel em [0, 5], para todo o b € R*.
Chama-se transformada de Laplace de f e representa-se por .Z{f} ou Z{f(¢)} a fungdo definida

pelo seu integral de Laplace nos pontos em que este integral é convergente, isto é,
Z{ft: S — R
+o0
s o L) = / Fr)e ™ di
0
onde S representa o conjunto dos valores de s € R para os quais o integral de Laplace de f € convergente.
Seja 7 o conjunto das fungdes reais de varidvel real cujo dominio contém R(‘; e integraveis em [0, b],

para todo o b € RT. A aplicagdo .Z que a cada fun¢io f € .7 faz corresponder a sua transformada de

Laplace .Z{f}, sempre que esta transformada exista, chama-se transformagdo de Laplace.

No que se segue, para simplificar a notagdo, vamos escrever

~+oo

L{f} = O*“’f(t) o 1 em vez de L{f}s) = i e dr,

ou
—+o0

o0
ZL{f()} = / ft)e " dt em vez de L{f()}(s) = F(t) e dr.
0 0
Exemplo 1.4. 1. Tendo em atencdo o Exemplo 1.2 temos

1
L{l}=-
=1,
paras > 0.

2. Seja f a fungdo definida em [0, +oo[ por

1 se te[0,4+[\{1,3}
f)=<¢ 2 se t=1
0 se t=3

e vamos determinar, caso exista, a sua transformada de Laplace, £ {f}.

~+oo
Para o efeito temos de estudar, em fun¢do de s € R, a natureza do integral impréprio ft)e " dr.
0
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—+oo
Para s = 0 obtemos o integral impréprio f(t)dt. Para estudar a natureza deste integral
0

b
impréprio temos de estudar o limite blim ( / f (t)dt) . Uma vez que, para todo o b > 3, a
—>-oo 0

funcdo f difere da fungdo constante igual a 1 em apenas um nimero finito de pontos, temos

/Obf(t)dt—/obldt—b,

b
i dt) = lim b= 4
Jim ([ s0ar) = jim b=+

e, portanto, o integral impréprio que se obtém para s = 0 é divergente.

pelo que

Se s # 0 temos que, para todo o b > 3, a fun¢do g definida por g(z) = f(t)e™* difere da fungéo h

definida por i(r) = e~ em apenas um nimero finito de pontos. Consequentemente,

b b 1 1
/ ft)e dt= / e dt=——e 04—
0 0

S S
e, portanto,

1
b 1 1 - se 5s>0
lim (/ f(t)e”dt) = lim (—e“’%—) = s g
b—+oo 0 b—+oo s S 4o se s<0

+o0
Consequentemente, sendo s # 0, o integral impréprio f(t)e™* dt é convergente para s > 0 e
0
€ divergente para s < 0.
1
Atendendo a Defini¢do 1.3, temos Z{f(¢)} = —, para s > 0.
s
3. Consideremos a fung¢do f definida por f(r) =1¢, paratodo oz € R e vamos determinar .Z’{ f }. Para

o efeito temos de estudar, em funcdo de s € R, a natureza do integral impréprio

oo oo
ft)e™dt= / te dr.
0 0

oo
Para s = 0 obtemos o integral impréprio / tdt. Para estudar a natureza deste integral impréprio

b—r+oo

b
temos de estudar o limite lim < / tdt) . Uma vez que
0

b bZ
lim (/ tdt> = lim — = oo,

o integral improprio que se obtém para s = 0 é divergente.

~+oo
Suponha-se s # 0. Para estudar a natureza do integral impréprio / te " dt temos de estudar o
0

b
limite lim </ te“dt).
b—+eo \ Jo
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Uma vez que, para todo o b > 0,
b
/bte—stdt: _te—st:|b+1/be—stdt: _ée—sb_ le—st — —ée_Sb—le_Sb—l—l
0 s o sJo s 52

temos

, b , b, 1, 1
lim / tedt] = lim |[——e ¥ ——=e V4=
b—s o0 0 b—r+-o00 N 52 52
b 1 1
= lim <—e_Sb <+2> +2>
bh—s-too s s s
i —sb—1 . 1
= lim | ——+—
b—+too \  s2esh 52

1
— se s>0
_ §2

4o se s<0

~+(x)
Consequentemente, sendo s # 0, o integral improprio / te ¥ dt é convergente para s > 0 e é
0

divergente para s < 0.

Utilizando a Defini¢ao 1.3 temos

Py =L

52’

para s > 0.

. Consideremos a func@o f definida por f(¢) = e%, para todo o t € R, com a constante, € vamos

determinar .Z{ f(¢)}. Para o efeito temos de estudar, em func¢éo de s € R, a natureza do integral

~+oo ~+o0
/ e o5t Jf — / e(afs)t dr.
0 0

Como vimos anteriormente este integral integral impréprio converge se e s6 se

improprio

a—s<0<«<=s>a

1
e tem o valor — = .
a—s s—a

Podemos entdo concluir que a transformada de Laplace da fungdo considerada é
L{e"} = b
s—a’
para s > a.

. Consideremos a funcdo f definida por f(r) = cos(at), paratodo ot € R, com a constante, € vamos

determinar £ {f(¢)}. Para o efeito temos de estudar, em fun¢do de s € R, a natureza do integral
—+oo

impréprio / cos(at)e " dt.
0
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Para s = 0 obtemos o integral impréprio

~+oo
/ cos(at)dt
0

que € divergente qualquer que seja a € R.

Suponha-se s # 0. Para estudar a natureza do integral impréprio

oo '
/ cos(at)e " dt
0

b
lim (/ cos(at)e‘“"dt) .
b—+oo 0

Atendendo a que, para todo o b > 0,

temos de estudar o limite

b —sb

b —st
/0 cos(at)e™*dt = sze—i—iaz(a sen (at) — scos(at))} i = sze—i—iaz(a sen (ab) — scos(ab)) + Py

N

obtemos o limite
e b K
lim <S2+a2(a sen (ab) —scos(ab)) + > :

b0 §2+a?
o s
Uma vez que este limite ndo existe se s < 0 e toma o valor P se s > 0, temos
s*+a
Leos(at)} = 5
cos(at)} = ——
s*+a*’

para s > 0.

6. A fungdo f definida por f(t) = e’z, para todo o ¢ € R, ndo admite transformada de Laplace, ja que

o seu integral de Laplace € divergente, para todo o s € R.

De facto, sendo s € R, temos

too too
/ ee dt :/ e dt,
Jo 0

2_
et st

t—+too f

e uma vez que,

+o0
e o integral impréprio / t*dt é divergente, concluimos, pelo Critério de Comparacio por Pas-
0
teo o
sagem ao Limite, que o integral impréprio / e’ " dt é divergente.
0

O teorema que apresentamos a seguir estabelece uma condicdo suficiente para a existéncia da trans-

formada de Laplace de uma fungdo.

Teorema 1.5. Seja f uma funcdo cujo dominio contém R(‘; . Se
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i) f é seccionalmente continua em Rar 2.

ii) existema € R, M > 0e K > 0 tais que, para todo ot > K,

fOl <Me”;
entdo L{f(t)} existe para s > a.

Demonstracao: Seja b € R*, arbitrario. Como, por hipétese, f € seccionalmente continua em IR{(J)’
temos que f é seccionalmente continua em [0, b] e, portanto, f ¢ integravel em [0,5]. Como o produto
de duas funcdes integrdveis € uma funcao integrdvel, temos que, para todo o s € R, a fun¢do g dada por
g(t) = f(r)e™*" é integravel em [0, D], para todo o b € R™ e, portanto, o integral +°° f(t)e ™ dt é um
integral impréprio de primeira espécie. ’

Vamos mostrar que, para todo o s > a, o integral impréprio de primeira espécie +m ft)e™*'dt é
convergente. ’

Atendendo a hipdtese temos, paratodoot > K,
() e™ | =[f(r)]e™ <Me™"e”. (1.1)

+o0
Seja s > a. Entdo o integral impréprio / e *"e”dt é convergente e, pelas propriedades dos in-
0

~+oco
tegrais improprios, tem-se que o integral impréprio Me *"e“dt é convergente. A desigualdade
K

oo
(1.1) e o Critério de Comparacdo permitem entdo concluir que o integral improprio / ft)e drt é
K
absolutamente convergente, logo convergente. Consequentemente, o integral improprio

~+oo
ft)e *dt
0

é também convergente, como se pretendia. [ |

Exemplo 1.6. Consideremos a funcio f definida em R por f(r) = e B cos(ar), onde a e B sio cons-
tantes reais ndo nulas.

Como f é continua em Rg temos que f € seccionalmente continua em Rar e, portanto, seccionalmente
continua em [0, 5], para todo o b € R*.

Por outro lado, para todo o ¢t € R, temos

1F(0)] = e P!|cos(ar)| < eP". (1.2)

2Seja f uma fung@o real de dominio Dy e D C Dy. Dizemos que f € seccionalmente continua em D se f € continua em D
excepto possivelmente num nimero finito de pontos @] < ay < ... < a, de D e, paracadai € {1,2,...,n}, f(ai*) = 1im+ f(x)
X—)(l[
e f(a; ) = lim f(x) sdo ambos finitos.
x—a;
Resulta imediatamente da defini¢do que:

i) se f € seccionalmente continua num intervalo [a,b], entdo f é seccionalmente continua em qualquer subintervalo de
[a,D];

ii) se f é seccionalmente continua num intervalo [a, ], entdo f é integrdvel em [a,b];

iii) se f é continua em D, entdo f é seccionalmente continua em D.
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Consequentemente, existem a € R, M > 0 e K > 0 tais que
[f()] <Me”,

paratodo ot > K. De facto, basta tomar na desigualdade (1.2) a = —f3, M = 1 e considerar K um nimero
real positivo qualquer.
Utilizando o Teorema 1.5 podemos entdo concluir que a fungdo f admite transformada de Laplace
paras > —f3.
Exercicios 1.1 1. Mostre que:
n!
(a) paratodoon e N, Z{t"} = ey paras > 0;
a
(b) ZL{sen(at)} = o paras > 0.

2. Em cada uma das alineas que se seguem calcule a transformada de Laplace da fungao f

definida por:
se 0<t<c .\
(@ f(r)= , com ¢ constante positiva;
1 se t>c¢
2 se 0<t<a
() ft)=< 1 se a<t<b ,comae b constantes positivas;
0 se t>b
t se 0<r<l1
(c) f(t) = g
) 1 se t>1

3. Em cada uma das alineas que se seguem mostre que a fun¢@o considerada admite transfor-
mada de Laplace para os valores de s indicados.

1
(a) f definida por f(z) = s para s > 0;

ar

141

(b) f definida por f(t) = , com a constante, para s > a.

1.2 Propriedades da Transformada de Laplace

A proposi¢do que apresentamos a seguir estabelece que a transformacdo de Laplace € uma aplicacdo

linear.

Proposicao 1.7. Sejam f e g duas funcdes cujo dominio contém R(‘f e integrdveis em [0,b), para todo o
beR*. Se ZL{f(t)} existe para s > sy e L{g(t)} existe para s > s,, entdo, para todos os a.,p € R,
L{af(t)+Bg(t)} existe para s > max{sys,s,} e tem-se

L{of(t)+Be(t)} = aZ{f(t)} +BL{s(1)}-

o0
Demonstracao: A hipdtese garante que, para todo o s > sy, o integral improprio ft)e™dr é
0

—+oo
convergente €, para todo o s > s, 0 integral improprio / g(t)e " dt é convergente.
0

7
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Pelas propriedades dos integrais impréprios concluimos que, para todos os o, 3 € R e, para todo o
§ > max{sy,s,}, o integral improprio

—+oo

/O " (af ) e + Balt)e ™) di = /0 (of (1) + Bg(t)) e di

é convergente.

Podemos entdo concluir, pela Defini¢do 1.3, que -Z{oaf(t) + Bg(t)} existe para s > max{ss,s,}, 0
que prova a primeira parte da proposicao.

As propriedades dos integrais impréprios garantem que, para todos os a,f € R, e, para todo o

s > max{sy,s,},

/M (af(r)+Bg(t))e™di=a +mf(t)eﬂt dHﬁ/*“’g(t)ext dr
0 0 0

o que, pela defini¢do de transformada de Laplace, garante que

L{af(t) +Bet)} = aZ{f(t)} +BL{s(1)},
como se pretendia. [ |

1
Exemplo 1.8. 1. Atendendo a que .#{e“} = ——, para s > a temos, pela Proposi¢do 1.7,
s—a

Z{cosh(at)} = & { % e 4 % e—at}
1

_ 1 ary | L —at
= 2,2”{6 }-1—2,2”{6 }
1 n 1
2(s—a) 2(s+a)

s
2

52 —a?

paratodoo s € Rtal que s > aes > —a. Uma vez que

s>a se a>0
(s>aNs>—a) <=
s>—a se a<0

temos

X{COSh(Cll’)} = m y

para s > |al.
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Temos também

Z{senh(at)} = X{;e‘”—;e_’”}

ol ray Y pa
= S L} -5 2

1 1

2(s—a) 2(s+a)

22

paratodoos € Rtalques >aes > —a.

Tal como no caso anterior conclui-se entdo que

a

52

Z{senh(at)} = —

para s > |al.
2. Utilizando a Proposi¢do 1.7 temos
4,2 4 2
Z < cosh(2t) —3t" + gsen (=3t) p = ZL{cosh(2t)} —3.2{t"} + gf{sen (=31)}.
Uma vez que:
s
o Z{cosh(2t)} = 2 baras> 2;

41
o Z{1*} = —, paras > 0;
s

-3
o L{sen(-31)} = 2o paras > 0;
vem 2 72 6
s
h(2t) —3t* + Zsen(—3¢) p = - -
f{cos( )—3 +SSen( 3)} 2-4 5 5219
paras > 2.

A propriedade que apresentamos a seguir € habitualmente designada propriedade do deslocamento
da transformada de Laplace ou simplesmente propriedade do deslocamento da transformada e sera

util na seccao seguinte para a determinagdo de certas transformadas de Laplace inversas.

Proposicao 1.9. Seja f uma funcdo cujo dominio contém Rg e integrdvel em [0,b], para todo o b € R™.
Se L{f(t)} = F(s) existe para s > sy, entdo, para todo o A € R, L{eM f(t)} existe paras > s;+ 2 e
tem-se

L{M (1)} =F(s—A).

Demonstracio: Consideremos a fungio & definida por A(r) = e* f(¢). Uma vez que o dominio de &

coincide com o dominio de f, tem-se que o dominio de 4 contém Rar .
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Por outro lado, sendo b € R*, arbitrdrio, tem-se que h ¢ integravel em [0,b], uma vez que, por
hipétese, f € integravel em [0, 5] e a fungdo exponencial é também integravel neste intervalo.

Para todo o s € R, temos

oo oo
/ et f(t)e ™ dt = / f(t)e Mgy
0 0

Uma vez que, por hipétese, a transformada de Laplace de f existe para s > sy, conclui-se que o
integral impréprio / +m f(t)e A
ZL{eMf(t)} existe p(;)lra §>sr+A.

Atendendo a que, para todo o s € R tal que s > 57+ A, temos

"dt é convergente para —A + s > sy, 0 que permite concluir que

~+oo
f)e M gr = F(s—A)
0

vem

LM f(D)} =F(s—1),
como pretendiamos. [ |

Exemplo 1.10. 1. Consideremos a funcio f definida por f(¢) = e* senh (—+/3t).

Paras > | — \ﬁ|, ou seja, para s > V/3 temos

V3

s2-3"

Z{senh (—V31)} = F(s) =

Entdo, pela Proposicido 1.9, vem

V3

Z{e* senh(—V31)} =F(s—2) = 5-27-3

para s € R tal que s > /3 +2.
2. Consideremos a fungdo f definida por f(r) = eP’ cosh(at), onde o e B sdo constantes reais nio
nulas.

Para s > || temos
s

ZA{cosh(at)} = F(s) =

22’
Entdo, pela Proposicdo 1.9, vem
Br s—P
f{e COSh(at)} = F(S—ﬁ) = m,

para s € R tal que s > ||+ B.

3. Consideremos a fungdo f definida por f(f) = e P’ cos(ar), onde o e B sdo constantes reais nio

nulas.

10
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Para s > 0 temos

s
f{cos(at)} = F(S) = m .
Entdo, pela Proposi¢do 1.9, vem
—Bt s+ B
ZL{e P eos(ar)t =F(s—(-p)) = Grprral’

para s € R tal que s > —f3.

A proposicdo que apresentamos a seguir estabelece uma propriedade habitualmente designada pro-
priedade da derivada da transformada de Laplace ou simplesmente propriedade da derivada da

transformada. A demonstragdo desta propriedade sai fora do ambito deste curso, pelo que € omitida.

Proposicao 1.11. Seja f uma funcdo cujo dominio contém ]Rg e integravel em [0,b], para todo o b € R™.

Se L{f(t)} = F(s) existe para s > sy, entdo, para todo on € N, L{t"f(t)} existe para s > sy e tem-se

L f(6)} = (=1)"F"(s),

onde, para cada n € N, F") representa a derivada de ordem n da fungdo F.

Observacao 1.12. Atendendo a Proposicdo 1.11 temos que, sendo f uma func¢io cujo dominio contém

R} e integrdvel em [0, 5], para todo 0 b € R, se £{f(r)} = F(s) existe para s > s, entdo temos

L{tf(t)} = —F'(s)

L{ef(0)} =F"(s),
paras > sy.

Exemplo 1.13. 1. Uma vez que .Z{senh(at)} = F(s) =

garante que

a
——>, para s > |a|, a Proposi¢éo 1.11
s?—a

Z{tsenh(at)} = —F'(s),

para s > |al.

Uma vez que F'(s) =

para s > |al.

2. Uma vez que .Z{cos(3t)} = F(s) = , para s > 0, a Proposigdo 1.11 garante que

s2+9
L{r*cos(31)} = (—=1)2F"(s),

paras > 0.

11
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Atendendo a que

F’(s)—( s >'_s2+9—2s2_—s2+9

5249 (s2+9)2  (s249)?
temos ,
F/(s) = —5249 _ 253 — 545
(s2+9)? (s249)3 7
e, portanto,
2s° —54s
2 —
ZLA{t7cos(3r)} = rop’

para s > 0.

1
3. Uma vez que £{e”} =F(s) = ——, paras > a, e, paratodo on € N,
s—a

a Proposicdo 1.11 garante que, paratodoon € N,

naaty _ (_1\ng(n) _ n!
L) = (1) =
para s > a.

As duas proposicdes que apresentamos a seguir estabelecem propriedades que sdo tteis para a

determinacdo da transformada de Laplace de certas funcgdes.

Proposic¢io 1.14. Seja f uma funcdo de dominio R, integrdvel em |0,b), para todo o b € R e que é nula
em R™. Se Z{f(t)} = F(s) existe para s > sy, entdo, para todo o0 a € R*, L{f(t —a)} existe para

s > Sre tem-se

L{ft—a)} =e"“F(s).

Demonstracao: Por hipétese, para todo o s > s, 0 integral improprio

oo
/ f(t)e " dr
0

b
bgrfoo (/0 ft)e™ dt>

Para além disso, para s > s tem-se

é convergente, ou seja, o limite

existe e € finito.

oo
F(s) = A ft)e™dr.

Seja a € R, arbitrdrio. Para estudar a natureza do integral impréprio
—+oo

f(t—a)e " dt
0

12
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temos de estudar o limite

b
bgrfw </0 flt—a)e™ dt> :

Se efectuarmos a mudanca de varidvel definida por u =t — a temos, para todo o b > a,

b—a

/bf(t—a)eﬂdt: b— af( ) —s(u+a) du = f( ) su+a)du+ f( ) s u+a)du.
0

—a 0

Uma vez que, por hipétese, f € nulaem R™, vem

b b—a b—a
| e—apean= [ et au=e [T fuedu.
0 0

0

Atendendo a hipdtese temos que, para s > s,

bEToo (/Ob_af(u) e du> =F(s).

Concluimos entdo que, para s > sy,
o0
flt—a)e ™ dt =e *F(s),
o que permite concluir que Z{f(t —a)} existe para s > s/ tendo-se
L{ft—a)} =e “F(s),

como se pretendia. [ |

Exemplo 1.15. 1. Consideremos a funcdo / definida por

0 <5
W) = se
cos(t—5) se t>5

e vamos determinar .2’ {h(t)}.

Uma vez que, para todo o ¢t € R, temos h(t) = f(t —5), sendo f a funcéo definida por

f(t):{ 0 se t<0

cost se t>0

e Z{f(t)} = ZL{cost} = ﬁ, para s > 0, temos pela Proposi¢do 1.14,

N

L)}y =

para s > 0.

13
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2. Consideremos a funcéo / definida por

h(t)—{ 0 se <1

(t—1)% se t>1

e vamos determinar .2’ {h(t)}.

Uma vez que, para todo o t € R, temos h(t) = f(t — 1), sendo f a funcéo definida por

f(t):{ t(; se t<0

se t>0

2
2{f0)} = 2{P} = 5 =F (),
para s > 0, a Proposicdo 1.14 garante que
-5 -5 2
20} = L - D} =eF(s) =™ =,
para s > 0.

Proposicao 1.16. Seja f uma funcdo cujo dominio contém ]R(J)r e integrdvel em [0,b], para todo o b € R™.

Se L{f(t)} =F(s) existe para s > sy, entdo, para todo o a € R™, Z{f(at)} existe para s > asy e tem-se

2ifan=1r(2).

a

Demonstracao: Por hipétese, para todo o s > s, o integral improprio

Foo '
fr)e " dr
0

b
bgrilm (/0 fr)e™ dt)

Para além disso tem-se, para todo o s > sy,

é convergente, ou seja, o limite

existe e é finito.

o0
F(s) = ft)e ™" dr.
0
Seja a € RT, arbitrério. Para estudar a natureza do integral improprio

~+oo
flat)e ™ dt
0

bErEw </Obf(at)e_” dt> :

14
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Se efectuarmos a mudanga de varidvel definida por u = at temos, para todo o b € R,
b 1 rab
/ flat)e™*'dt = 7/ fu) e~ (s/au g,
0 a Jo

s
Uma vez que, para — > sy,
a

ab
: ~sfau g\ — (S
bgl}rloo (/o flue du> F (a) ’

concluimos que, para s > asy,

a

oo 1
flat)e™dt = -F (5) ,
0 a

o que permite concluir que .Z{ f(at)} existe para s > asy tendo-se

2ifay = (%),

a

como se pretendia. [ |

Exemplo 1.17. Atendendo a que, para todo n € N, Z{t"} = F(s) = para s > 0, temos, pela

snt1’

R e

paratodoon € N, e para s > 0.

Proposigao 1.16,

A proposi¢do que apresentamos a seguir estabelece uma férmula que relaciona a transformada de
Laplace da derivada de ordem »n de uma func¢io com a transformada de Laplace dessa fung¢ao e os valores
das derivadas na origem até a ordem n — 1. Esta propriedade, habitualmente designada propriedade da
transformada de Laplace da derivada ou simplesmente propriedade da transformada da derivada,
&, como veremos no capitulo seguinte, muito util quando se utilizam as transformadas de Laplace para re-
solver problemas de valor inicial que envolvem equagdes diferenciais lineares de coeficientes constantes.

A demonstragdo desta proposicao sai fora do ambito deste curso, pelo que é omitida.

Proposicao 1.18. Seja f uma funcdo cujo dominio contém Rar e integrdvel em [0,b], para todo o b € R™.
Admita-se que as suas primeiras n derivadas f', f", ..., f", existem em R}.

Se L{f(t)} = F(s) existe para s > sy e, para todo o p € {1,2,...,n— 1}, L{fP)(t)} existe para
s> 5 (), entdo L{f (") (1)} existe e tem-se

n—1

L0} = SFle) - YL 9(0)

=0

= S"F(s) ="' f(0) —s"2f1(0) —s" 2 f7(0) — ... — sf 2 (0) — £ 1(0),

para s > max{ss,ss,sp,... ,sfolfl)}.

Exemplo 1.19. 1. Seja f uma funcdo que satisfaz as condi¢oes da Proposigdo 1.18 e tal que f(0) =1,

15
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f(0)=0e f”(0) =3. Sendo Z{f(t)} = F(s) temos

LA (1)} = 57F () = s£(0) = f/(0) = sF (s) —s

Z{f" (1)} =5F(s) =5 £(0) = sf'(0) = f'(0) = s°F (s) — s> = 3.

2. Seja y = f(¢t) uma fungdo que satisfaz as condi¢des da Proposi¢do 1.18 e tal que f(0) =2 e
f'(0) = —1. Sendo .Z{f(t)} = F(s), temos

L+ =y = 20320 -2
= (s°F(s) = sf(0) = £(0) +3(sF(s) = f(0)) — F(s)
= §°F(s) =25+ 143sF(s) —6—F(s)
= (s*43s—1)F(s)—2s—5.

Exercicios 1.2 1. Em cada uma das alineas que se seguem, determine a transformada de Laplace da

funcdo f definida pela expressao analitica indicada.

(@) f(t) =5t°
(b) f(t) = cos (V/5t)

(c) f(tr) = senh (—;r)

@ f@)=

(e f(r)= sh(3t) —sen(2t)
() f(t) =e 3 sen(2t)

(2) f(t)=2e"—3sen(4t)
(h) f(r) =2

() f(t) =t>cost

G) f(t) = (t*>—3t+2)sen(3r)
k) f(r)=e cosh(4t)

M) f(t)=(1+1*)e"
(m) f(r)=e ¥t

(n) f(r) =sen(2t)cos(3r)

(0) f(r) =tsen(2t)cos(4t)

(p) f(t) = e % cos(5t)cos(2t)
(@ f(r) =cos*(31)

(r) f(t) = (sent —cost)?

(s) f(t)=13 e +ecos(2t)
® f(t)—{ 0 se r<2

1 se t>2

16
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0 se 1<
) f(r)=
sen(t—m) se t>7
2. Em cada uma das alineas que se seguem, determine a transformada de Laplace da fun¢ao con-
siderada, supondo que a fun¢do f e as suas derivadas satisfazem as condi¢cdes da Proposicao

1.18 e que Z{f(r)} = F(s).
(a) f”(¢) sabendo que f(0) =1e f'(0) =2;
(b) f"(¢) sabendo que f(0) = -2, f'(0)=0e f(0) = 1.

1.3 Transformada de Laplace Inversa

Como vimos, sendo f uma funcdo cujo dominio contém R, seccionalmente continua em R e tal que
existem constantes a € R, M > 0e K > 0 tais que |f(z)| < Me®, paratodo ot > K, podemos associar-lhe
a sua transformada de Laplace -Z{f(¢)} definida para s > a.

Dada uma funcdo F definida para s > o, a determinacio da transformada de Laplace inversa de F
consiste em encontrar uma func¢ao f definida em [0, +oo[ tal que Z{f(¢)} = F(s).

Temos a seguinte definicao:

Definicao 1.20. Seja F uma func¢do definida para s > o. Chama-se transformada de Laplace inversa de
F e representa-se por £~ {F} ou Z~1{F(s)} a funcdo f, caso exista, definida em R e integrdvel em
[0,b], para todo 0 b € RY, tal que Z{f(t)} = F(s), para s > a.

Temos entdo, paratodo ot € R,

fe)=2"F(s)} ou fe)=2""F},

onde, tal como no caso da transformada de Laplace, e para simplificar a notagio, se escreve .2~ {F(s)}
em lugar de £~ '{F(s)}(t) ou £ {F} em lugar de £~ {F}(z).

Observacio 1.21. Observe-se que, dada uma fungo F definida para s > &, nem sempre existe .~ {F}.
Por outro lado, supondo que .~ {F} existe, pde-se ainda a questio de saber se esta fungio ¢ dnica.

1
Como vimos no Exemplo 1.4 temos, para s > 0, £ {1} = — e, sendo f a fun¢do definida em [0, +oo[ por
s

1 se 1re0,4[\{1,3}
fO)=<2 2 se t=1
0 se t=3
temos também L {f(t)} = 1
Neste caso, escolhemos f)ara transformada de Laplace inversa da funcdo F a funcdo que € continua.
Entdo, a transformada de Laplace inversa da fun¢do F definida em R™ por F(s) = S é a restricdo a

Rg’ da func@o constante igual a 1. Podemos entio escrever

ol {tfos
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paratodoor > 0.
A escolha que acabdmos de fazer € justificada pelo teorema que a seguir se enuncia. Este teorema,
cuja demonstracdo € omitida, garante que existe uma dnica func¢io continua em RS’ cuja transformada de

Laplace € a funcdo F.

Teorema 1.22. Sejam f e g duas fungdes cujo dominio contém Rar e seccionalmente continuas em R(J{
tais que

L)} =F(s) = Z{s()},
paras > «.

Se f e g sdo continuas em t € Ry, entdo f(t) = g(t).

Em particular, se f e g sdo ambas continuas em R, temos f(t) = g(t), para todo o't € R{.

A transformada de Laplace inversa goza de propriedades andlogas as que foram estabelecidas na
seccdo anterior para a transformada de Laplace. Em particular, podemos estabelecer as proposicdes

seguintes cujas demonstracdes sdo deixadas como exercicio.

Proposicao 1.23. Se F e G admitem transformadas de Laplace inversas entdo, para todos os o, 3 € R,

oF (s) + BG(s) admite transformada de Laplace inversa e tem-se

L HaF (s)+BG(s)} = 0.? " {F(s)} + BLH{G(5)}

Proposicao 1.24. Se F admite transformada de Laplace inversa entdo, para todo o A € R, F(s— 1)

admite transformada de Laplace inversa e tem-se

LTHF(s—=A)}=eM 2L YF(s)}.

Ha varios métodos para efectuar a inversdo da transformacdo de Laplace. Utilizaremos aqui apenas
aquele que se baseia no uso das tabelas de transformadas de Laplace ? lidas em sentido inverso e as

propriedades da transformada de Laplace inversa. *

Exemplo 1.25. 1. Consideremos a funco F definida num intervalo adequado > por

2s

F(s)=—5—
(s) s24+17

e vamos determinar a sua transformada de Laplace inversa.

3No final do capitulo apresenta-se uma tabela de transformadas de Laplace.

4Observe-se que algumas das transformadas de Laplace incluidas na tabela apresentada (em particular as transformadas
de Laplace das fungdes exponencial, seno e coseno), bem como as que destas se obtém por aplicacdo da propriedade do
deslocamento da transformada, sdo dadas por frac¢des cujo denominador é um polinémio irredutivel. E entfio natural que,
para a determinacdo da transformada de Laplace inversa, se utilizem as técnicas de decomposi¢do de uma frac¢do prépria em
fracgdes simples ja descritas para a primitivacao de fungdes racionais.

5Na generalidade dos casos este intervalo pode ser indicado depois de se determinar a transformada de Laplace inversa.
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Temos, para s > 0, £{cost} = %, o que significa que .2~ {
s

t > 0. Atendendo a Proposi¢do 1.23 vem
2s s
7 =227 10 = _ % =2cost
{s2+1} {s2—|—1} oSt

Podemos agora concluir que a fungio F estd definida em RT.

= cost, para todo o
s2+1 } P

paratodoot € R(‘f .

. Consideremos a funcdo F definida num intervalo adequado por

3s

F(s) = 5———
(s) s2+4s+57

e vamos determinar a sua transformada de Laplace inversa.

Uma vez que

3 3 3(s+2)-6  3(s+2) 6
244s+5  (s+2)2+1  (s+2)2+1  (s+2)24+1 (s+2)2+1
temos
P 3s o 36+ 6
s> +4s+5 (s+2)2+1 (s4+2)2+1
+2 1
17 R iy G373 S S
{(s+2)2+1} (s+2)2+1
1
— 3o 2 gl § _ e Y !
© {s2+l © 211
= 3e ¥cost—6e Fsent
= 3e ¥(cost—2sent)
parat > 0.

Podemos agora concluir que a fungfo F estd definida em | — 2, +oo|.

. Consideremos a func¢io F' definida em num intervalo adequado por

N

F = =
(5) s24+6s+13"

e vamos determinar a sua transformada de Laplace inversa.

Uma vez que

S s s+3-3 s+3 3

S2+65+13  (s+3)2+4  (s+3)2+4 (s+3)2+4 (s+3)2+4
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temos
+3 3
RZE e — A =
{s2+6s—|—13} (s+3)2+4 (s+3)>2+4
1 s+3 1 1
= -3
{(s+3)2+4} {(s+3)2+4}
B 1 s+3 3 2
- (s+3)2+4) 2 (s+3)>+4
=3t cp—1 s 73 =3t cp—1 2
- ° {s2+4} ¢ {s2—|—4}
= e Ycos(2t) — Ze ¥sen(21)
= e (cos(Zt)—sen(Zt)>
parat > 0.

Podemos agora concluir que a fungdo F estd definida em | — 3, +-oo].

4. Consideremos a func¢do F definida em num intervalo adequado por

3s—8
Fls)=—>2—"°_
)= 2576

e vamos determinar a sua transformada de Laplace inversa.

Observe-se que s> — S5s+6 = (s —2)(s — 3) e, portanto, temos

3-8 _ A B
s2—554+6 s—2 s—3

com A e B constantes reais a determinar. Utilizando o método dos coeficientes indeterminados

obtemos
35— 8 2 1

25546 s5-2 5_3°

1
-1 L2
Z {S_z}e
1
-1 — o3
< {s_3} e
2t

podemos associar a func¢@o considerada as transformadas de Laplace das funcdes f(r) =e” e
g(t) =¢é*.

Temos

Uma vez que para s > 2

eparas >3

35s—38 2 1
-1 _ ol
z {s2—5s+6} z {s—2+s—3}
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parat > 0.
Podemos agora concluir que a func¢io considerada esta definida para s > 3.
5. Consideremos a funcdo F definida em num intervalo adequado por

s+5
(s—1)(s>+2s+3)’

F(s) =

e vamos determinar a sua transformada de Laplace inversa.

Observe-se que o denominador da frac¢ao considerada € um produto de polindémios irredutiveis

temos
s+5 A Bs+C

(s—1)(s24+2s+3) s—1 +s2—|—25+3

com A, B e C constantes reais a determinar. Utilizando o método dos coeficientes indeterminados

obtemos
s+5 1 —5—2 1 s+2

GoD(212543) s—1 932543 s—1 (11242’

Temos entao

3_1{<s—1><12++52s+3>} -

1 s+2
s—l_(s+1)2+2}
o )
S R (i e e
{

s 1 _ V2
s2+2}_ﬂg 1{(s+1)2+2}

= e’ —e'cos (ﬂt) — \2 e 'sen (ﬂt)

= ¢ (oos (Var) - Josen (V) )

parat > 0.

Podemos agora concluir que a funcio considerada estd definida para s > 1.

—2s 1

6. Consideremos a fungdo F' definida em R* por F(s) = e = .
s

Como
temos, pela Proposicdo 1.14,
1 0 se 0<r<?2
—1) .2 =
g {e 8‘2} =
s t—2 se t>2
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Exercicios 1.3: Em cada uma das alineas que se seguem, determine .2~ {F(s)} sendo F definida por

W Fls)= s2j25

b) F(s) = si4

¢) F(s) = sfs 5

D F(s)=

e) F(s)=—

D F() =55

2 Fls)= s2+s::v140
h) Fls) = s2—2s—7

D F(s)= s(s—3;)_(s5+3)
D PO =

0 F(s) = 55

D F(s) = e (s_lz)z
m) F(s) = 52 +205+9
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Tabela de Transformadas de Laplace

S0 | FO=2{0) s>
1
1 —,s5>0
s
!
" ’%, neN,s>0
5
1
e —— s>a
s—a
a
Sen(at) m, s>0
5
COS(CZ[) 52—}—%7 s>0
a
a
senh(ar) 55, 5§ > |d|
—a
s
cosh(at) 55, 5 > |d|
—a
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1.4 Solucoes dos exercicios propostos

Exercicios 1.1

1. (a) Use o principio da indu¢do matemadtica sobre n. Para provar a tese use a defini¢do de Trans-

formada de Laplace.

b
(b) Use a defini¢do de T.L. calculando blim sen(at) e~ " dt, discutindo o limite quando a e s
—4o0 /0
tomam valores em R.
) e5C
2. (@ Z{f()}(s)= . ,s>0
a+b se s=0
(b) =%{f(l‘)}(s) = D54 _ p—sb
ST T e 540

© Z{f(t)}(s) = l_sif s> 0.

3. (a) A funcdo estd definida e é continua em R(J{ . Além disso, para todo o t € ]Rg tem-se
If(1)] <1 <e¥, se a =0. Ficam satisfeitas as condigdes suficientes de existéncia de
Z{f(t)}(s) paras > a =0.

(b) A funcdo estd definida e € continua em Rar . Além disso, para todo o t € Rg tem-se
|f (1) < e, se a = a. Ficam satisfeitas as condi¢des suficientes de existéncia de Z{f(¢)}(s)

paras > o =a.

Exercicios 1.2

L@ LN = s >0,
®) LLFW}s) = 575> 0.
© LUOI) = 155> 5
@ L)) = 55055
© LUON) = 55— 5rges >3
O LU = 5y *> >
@ LUON) =25 — x50,
) LUW}0) = g3 >2
O LU0 = S50
0 LUONs) = 6s* —18s° 236;29)3162s+4327 >0
0 LU0 = e >
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) LU = 5+ g+ > >
() L) = e >
1 5 1 1

s> 0.

LA{f(t == —=
) LN =3 5755 2251
Sugestao: Some ordenadamente as formulas trigonométricas:

sen(a+b) = senacosb+senbcosa

sen(a—b) = senacosb—senbcosa
para obter a decomposi¢ao:
1
sena cosb = > [sen(a+b)+sen(a—b)]. (1.3)

2s 6s
Z{f(t = - > 0.
© LN =~ 3+ e
Sugestao: Aplique a Férmula (1.3) tomando a =2t e b = 4¢.
1 s+6 1  s+6
Z{f(t == =
) LN =3 (367740 T2 (162 19"
Sugestao: Some ordenadamente as férmulas trigonométricas:

s> —6.

cos(a+b) = cosacosb—senasenb

cos(a—b) = cosacosb+senasenb

1
para obter a decomposi¢do: cosa cosb = 3 [cos(a+ D) +cos(a—D)].

1 s 1
t =5+ 0.
@ ZLOH6) =5 5 5005
Sugestdo: Some ordenadamente cos®a — sen®a = cos(2a) e cos>a+sen’a = 1 para obter a
1 1
decomposi¢io cos’a = > cos(2a) + 5
O LLUOY6) = |~ g >0
r §)=—-——5—7,5>0.
s 2447

Sugestio: Aplique as férmulas trigonométricas: sen(2a) = 2 senacosa e cos>a+sen’a = 1

para obter a decomposicio (sena —cosa)? = 1 —sen(2a).

© LON) = 57+ g

t) ZL{f(0)}(s) = e‘zsé, s>0.

W LN =™ s

2. (a) L{f"(1)}(s) =s*F(s) —s—2.
() LU (1)}s) = $F(5) 425 — 1.

—1.

> 0.

Exercicios 1.3

1. (a) L YF(s)}(r) =sen(5t), 1> 0.
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(b) L7 HF(s)}(r) =3¢, 1t >0.

(c) L YF(s)}(t) =2cosh(3t), 1 > 0.
6

(d) 2 YHF(s)}(r) = > 0.
) L YF(s)}(t)=17,1t>0.
(®) £ {F(s)}1) = cos(v21), 1 > 0.
(g L Y F(s)}(t)=e* cos(6t), t >0.
(h)y L YHF(s)}(t) = Z o %e ,1>0.
A B
Sugestao: Calcule A, B € R na decomposigdo: F(s) = + .
s+1  s=7
5 1 14
1 2t -7 =3t >0.
(i) 2 {F(s)}(t) = 6+106 5¢ ,1>0 . .
Sugestao: Calcule A, B,C € R na decomposigio: F(s) = —+ + .
s—2 s+3
() L7HF(s)} (1) =te™", 1 >0.
I 1
&) L HF(s)}(t) = -3+ §e3f, t>0.
Sugestio: Calcule A,B € R na decomposigao: F(s) = % + g f 3

0 se 0<r<«l1

1 _
(7 {F(S)}(t)—{ -1t se 1>1

8 8 6
(m) L YHF(s)}(1) = ge’ +3te — gcos(3t) —3 sen(3t), t > 0.
Sugestao: Calcule os valores de A, B,C,D € R na decomposicao:

s 4+20s+9 A LB Cs+D
(s—1)2(s2+9) s—1 (s—1)2 249"~

F(s)=
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Capitulo 2
Equacoes Diferenciais

2.1 Introducao

Muitos problemas de diversas areas cientificas quando formulados em termos matematicos requerem a
determinacdo de uma fungdo que satisfaca uma equagao contendo derivadas da funcio a determinar. Uma
equagdo deste tipo designa-se equacao diferencial e, no caso em que a equagdo expressa uma relacéio
entre uma varidvel independente, uma varidvel dependente e uma ou mais derivadas da varidvel depen-
dente relativamente a tnica varidvel independente, dizemos que se trata de uma equacao diferencial
ordinaria. Neste capitulo vamos estudar algumas equagdes diferenciais ordindrias que designaremos
simplesmente equacdes diferenciais.

Comecemos por apresentar alguns exemplos de equagdes diferenciais:

e O caso mais simples de uma equacdo diferencial ordindria, ja estudado anteriormente, € o de uma
equacdo do tipo
Y= f) =0 =f(x),

onde f € uma funcdo dada definida num intervalo / C R. Resolver esta equacdo é procurar as

fungoes diferencidveis y = F(x) definidas e diferencidveis em / para as quais a igualdade

se verifique para todo o x € I. Como vimos, uma tal funcdo F é designada por primitiva de f
em [. Para certos tipos de funcdes f, a determinag@o de uma primitiva F é feita pelos métodos
de primitivagcdo ja estudados anteriormente. Note-se, no entanto, que aqueles métodos sé em
casos bastante particulares, embora importantes, se podem aplicar. Nenhum dos métodos acima

referidos, por exemplo, permite sair do mbito das chamadas fungdes elementares; !

e sucede que
muitas func¢des elementares t€ém primitivas que o ndo sdo, nao podendo por isso ser determinadas

por aqueles métodos. E o caso, por exemplo, das fungdes definidas (em dominios adequados) pelas

IChamam-se fungdes elementares as fungdes que podem obter-se mediante um niimero finito de operacdes de adigdo,
multiplicacdo, divisdo e composi¢do efectuadas a partir de fun¢des racionais e func¢des transcendentes elementares (a fungdo
exponencial e sua inversa e as func¢des trigonométricas e respectivas inversas).
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expressoes
> senx 1

X
e ) )
X Inx

que sdo elementares, mas nao admitem uma primitiva definida a custa de funcdes elementares.
Como também vimos, sendo F uma primitiva de f no intervalo /, a familia de todas as primitivas

de f em I € o conjunto
{F(x)+C, CeR}.

Esta familia é também designada por integral geral da equacéo diferencial y — f(x) =0 em /,
o que significa que qualquer solucdo daquela equacdo diferencial se obtém a partir da expressao

F(x) +C atribuindo a constante C um valor conveniente.

e Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a ac¢do de uma forca eldstica —kxt
(k > 0) e de uma forca de amortecimento proporcional a velocidade e dada por —cvi, (¢ > 0),
onde v designa a velocidade da particula e k e ¢ sdo constantes. A determinacio da equagdo que

rege o movimento € feita por aplicacdo da Segunda Lei de Newton (da Dindmica) que é dada por

l

mi= Y F,

j=1

~

n
onde a denota a aceleragcdo da particula material e Z F; € o somatdrio de todas as forgas que

j=1
. 2x, dx 3 N
actuam sobre ela. Como d = ——1 e v = —, obtém-se a relacdo
dt dt
Pt e
m——1=—kxt—c—
dr? dt
ou,
d*x dx
m——+c—+kx=0.
> dt

Esta é a equacdo diferencial que governa o movimento da particula material e que resultou de
consideracdes fisicas. O problema matematico que se pde agora é o da determinagdo da lei do

movimento, isto é, a determinago de uma fungéo x = x(¢), com ¢ > 0 que satisfaca aquela equacéo.

e No estudo do decaimento radioactivo, o nimero de dtomos que se desintegram por unidade de
tempo é proporcional ao ndmero de dtomos presentes nesse instante. A equagdo que traduz esta

relacdo € a equacao diferencial
dN

Lo AN
dt ’

onde N é o nimero de dtomos presentes no instante r e A é uma constante designada constante de

decaimento.

¢ Um modelo matematico para o crescimento de uma populacio P é dado pela equacdo diferencial

dP_KP
de
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Equacgdes Diferenciais 2.2. Defini¢des e terminologia

onde K € uma constante.

o A lei do arrefecimento de Newton estabelece que o coeficiente de variacdo da temperatura de um
objecto € proporcional a diferenca entre a sua temperatura 7' e a temperatura 7, do meio ambiente
e ¢ dada pela equacdo diferencial

daT
— =k(T—T,),
dt ( )

onde k é uma constante positiva.

2.2 Definicoes e terminologia

Definicao 2.1. Chama-se equacdo diferencial ordindria (EDO) a toda a equacdo que estabelece uma
relacdo entre uma varidvel independente, uma funcdo desconhecida que depende desta varidvel e uma ou

mais derivadas da funcdo desconhecida relativamente a variavel independente.

Observacio 2.2. Se x for a varidvel independente e y = f(x) for a fungdo desconhecida que depende da

varidvel x, uma EDO é uma equacdo da forma

E(xayvylvyllv ce 7y(n)) = 07

onde, como habitualmente, y(k) denota, para cada k € N, a derivada de ordem k de y em ordem a x que,
para k = 1,2,3 se escreve Y, y" e y”, respectivamente.
, d*
Se, para cada que k € N, representarmos a derivada de ordem & de y em ordem a x por Tk a equacgao
X

diferencial ordindria pode também ser escrita na forma

dy dzy d'y
E —_ ... =0
('x7y7 dx’ dx27 7dxn

No que se segue, e por uma questdo de simplificacdo de linguagem, utilizaremos a designacao

equacao diferencial em vez de equacio diferencial ordindria.

Exemplo 2.3. As equacdes

d? d
d—§+2xy:x2 sin(x), (y')z—l—y” =y, D _p e (y’)2+y:cos(x)
X

xy'+y=0,
s@o equagdes diferenciais.

Definicao 2.4. Chama-se ordem de uma equacao diferencial a maior ordem da derivada da funcio des-

conhecida.
Exemplo 2.5. As equacdes

dy _
dr

xy +y=0,
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s@o equacdes diferenciais de primeira ordem.
As equagoes

Ly

dx? + 2xy = x*sin(x) e (y’)2+y” =y

s@o equagdes diferenciais de ordem 2 ou de segunda ordem.

Definicao 2.6. Dizemos que uma equacio diferencial esta na forma normal quando se encontra explici-

tada em relacdo a derivada de maior ordem que nela figura, isto é, estd escrita na forma

Y = @(x,3,y Yy,

ou na forma

dny dy dZy dnfly
n:(p XY 5 PR n—1
dx dx’ dx dx

Caso contrério, dizemos que estd na forma implicita.

Exemplo 2.7. As equacdes

d? 4
y'=—y, y(4) =cosx—y'—y, d—x}; :2xy+xzsin(x), e yl:x(yiB»)
estdo na forma normal.
As equacgdes
d
O +y'—y=0 e tdf: =s+1

estdo na forma implicita e, uma vez que,

()P +y —y=0=y' =) +y

@_s—i—l
dt ¢

ds <
t—=s5+1<—=

At #0

estas equacdes podem ser postas na forma normal.

No entanto a equacao
O = 2y + 1)) + () =200

estd na forma implicita e ndo pode ser explicitada em rela¢do a y/, pelo que ndo pode ser posta na forma

normal.

Definiciio 2.8. Chama-se solucdo ou integral da equacio diferencial E(x,y,y,y”,...,y") = 0 num in-

tervalo / C R a toda a fung@o ¢ : I — R que admite derivadas finitas até a ordem n em / e tal que

E(x,9(x),9(x),9"(x),....,6"" (x)) =0,
paratodoox € l.

Utilizando técnicas de integracdo adequadas surgem, na resolucido de uma equacio diferencial de
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ordem n, n constantes arbitrarias 2.

Ao conjunto das solugdes que se obtém por este processo chamamos integral geral da equagao dife-
rencial.

Assim, integrar uma equacao diferencial de ordem 7n consiste em determinar uma familia de fungdes
que dependem de n constantes arbitrérias.

Atribuindo a cada uma das constantes arbitrarias um valor particular obtém-se uma relagdo entre a
variavel dependente e a varidvel independente que se chama solugdo particular ou integral particular da
equacao diferencial.

Eventualmente, existem solugdes que nao podem ser obtidas a partir do integral geral por concretizacio
das constantes. Estas solugdes sao designadas solucdes singulares.

Chama-se solucdo geral de uma equacio diferencial ao conjunto de todas as suas solucdes.

Exemplo 2.9. 1. Suponhamos que f é uma funcdo primitivdvel em / e que F € uma primitiva de f
em /. Entdo
/f(x)dx —F(x)+C, CeR

¢ a familia de todas as fungdes que satisfazem a equagdo diferencial
y = f(x). (2.1)

Podemos entdo concluir que o integral indefinido de f € a solugdo geral da equagdo diferencial
2.1).

2. Consideremos a equacao diferencial
y=x'-() (2.2)

Consideremos a fungio definida em R por y = Cx — C? com C constante real. Uma vez que y' = C
obtemos
W = () =Cx-C =y,

para todo o x € R, e, portanto, temos que a funcio considerada € uma solu¢cdo em R da equacdo
diferencial (2.2).

A familia de funcgdes
y=Cx—C?

parametrizada pela constante arbitrdria C € R € o integral geral da equacio diferencial (2.2).

Tomando C = —1 obtém-se a funcio definida em R por y = —x — 1 que € uma solucdo particular

em R da equacdo diferencial considerada.

2
A funcio definida em R por y = % € uma solucao singular em R da equacdo diferencial (2.2). De

Zsempre que a equagdo diferencial em estudo satisfaca as condi¢des do chamado Teorema de Existéncia e Unicidade de

solugdes (locais).
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facto, temos, para todo o x € R,

1 1\ 1, 1 1
w0 () () —t iy

e, ndo existe C € R tal que a igualdade

2
Cx—C? = % e 2 —4Cx+4C2 =0

se verifique para todo o x € R.

Observacao 2.10. Muitas vezes as solugdes de uma equagao diferencial sao dadas na forma implicita e
ndo podem ser explicitadas em ordem a varidvel dependente.

Por exemplo, a fun¢do definida implicitamente pela equacdo ye” = x € solucdo da equagao diferencial
’ y y
y (1 —1In 7> =z

X X
De facto, derivando em ordem a x ambos os membros da igualdade ye” = x e, atendendo a que y é

funcdo de x, obtemos
yel+ye =1 (e +ye')y =1
donde resulta que, para y # —1, temos
y = L
e +ye

e, portanto, supondo y # 0,

/ y 1 1 y 1+y Iy
N7 S S W S - S N
x e +ye e +ye ye e +ye’ e x

No entanto, esta solucdo ndo pode ser explicitada em ordem a y.

Nas aplicagcdes, o que se pretende normalmente, € a determinacdo de uma solucdo particular de
uma dada equagdo diferencial que satisfaz determinadas restricdes adicionais, as quais permitem obter
valores adequados para as constantes arbitrdrias que fazem parte do integral geral. No exemplo seguinte

apresenta-se um problema de aplicacdo deste tipo.

Exemplo 2.11. Determinar a distdncia (medida na vertical a partir de um ponto inicial) a que se situa
um objecto em queda livre ao fim de ¢ > 0 segundos, supondo que a partida o objecto estd em repouso.
Sejax = x(t), t > 0 a distincia do objecto ao ponto inicial ao fim de 7 segundos. Designando por g a

aceleracdo da gravidade (que € constante) entdo x devera satisfazer a equagao diferencial

d*x
az =

Integrando em ordem a ¢ obtém-se, da igualdade anterior,
Doty
= v
P7E

onde vo é uma constante real arbitraria.
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Integrando, de novo em ordem a ¢ obtemos

1
x(t) = Egl‘2 “+vot +xo,

onde x( e vo sdo constantes reais arbitrarias.
Esta udltima equagdo € o integral geral da equacdo diferencial considerada e, para o problema que
estamos a considerar, xg € vy representam, respectivamente, a distancia ao ponto inicial e a velocidade na

origem dos tempos. Como xp = x(0) =0e vy = d—); (0) = 0, entdo a solugdo particular procurada é

Definicao 2.12. Chamamos condicdes iniciais as condi¢des adicionais requeridas para a determinacéo
de uma dada solugdo particular de uma equacio diferencial quando estas condi¢des se referem todas a
um dado ponto inicial, ou seja, as condi¢des sobre a funcio e as suas derivadas num ponto xg.

Ao sistema
E(x,y,Y,....,y")=0
y(x0) = o
Y (x0) =1

Y (xo) = Yn-1)
constituido por uma equagdo diferencial de ordem 7 e n condigdes iniciais chamamos problema de Cau-
chy ou problema de valores iniciais.

Quando as condicdes sobre a fungdo e/ou as suas derivadas envolvem um ponto inicial e um ponto
terminal chamam-se condicdes de fronteira; os problemas que envolvem uma equacgao diferencial com

condicdes de fronteira designam-se por problemas de valores de fronteira.

Exemplo 2.13. 1. Sendo g a aceleragado da gravidade, o sistema
P _
a? ~ 8
K(0)=0
x(0)=0

que representa o problema considerado no Exemplo 2.11 é um problema de Cauchy. Como vimos

este problema tem uma unica solucdo dada por x = 3 gt* comt > 0.

2. O sistema

{ Y|+ =0
y(0) =1

€ um problema de Cauchy que nao admite soluc¢do, uma vez que a equacao diferencial considerada

s6 admite a solucao singular y = 0.
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3. A familia de funcdes
y= (x + C)2 )

com C constante real arbitraria, é o integral geral da equagdo diferencial

(v)* —4y=0.
O sistema
()2 —4y=0
¥(0)=0

¢ um problema de Cauchy que admite a solugiio y = x°, obtida a partir do integral geral para C = 0.
A funcdo definida por y = 0 é uma solucdo singular da equacao diferencial considerada e, portanto,

é também solucdo do problema de Cauchy considerado.

4. A equacio diferencial
mx"(t) =F(t),

permite determinar a equag@o do movimento de uma particula de massa m sujeita a uma forga F'(r)

conhecidas a sua posi¢éo no instante fy, xo = x(fo) e a sua velocidade no instante 7y, vo = x’(f9).

O sistema

mx"(t) = —1—32

X(2)=3

x(2)=-1
¢ um problema de Cauchy e permite determinar a equacdo do movimento de uma particula sujeita
auma forga F (1) = — e conhecidas a sua posi¢do e a sua velocidade no instante t = 2.

Como exercicio, determine a solucdo do problema de Cauchy considerado e calcule a posicdo da

particula considerada no instante ¢ = 3.

O sistema

mx" (t) = —%2

x(4)=2

x(2)=-1
€ um problema de valores de fronteira e permite determinar a equacdo do movimento de uma
particula sujeita a uma forca F (1) = - conhecidas as suas posi¢des nos instantes t =4 et =2,
respectivamente.

Observacao 2.14. Uma questdo que se pode colocar € a de saber se todo o problema de Cauchy tem
solucdo e, caso exista solugdo, se ela é inica. Os exemplos anteriores permitem concluir que nem todos
os problemas de Cauchy t€m solug@o e que a solugdo de um problema de Cauchy pode ndo ser Unica.
No entanto, como veremos posteriormente, existem teoremas que garantem a existéncia e unicidade de

solugdo para alguns problemas de Cauchy especificos.

Exercicios 2.1 1. Classifique quanto a forma e a ordem as seguintes equacdes diferenciais:
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(@ y'+3y -3y=0
(b) —

(c) ts" —ts' =1 —cost

dt d2t\?
= .12 hullhel
@ dx \/ * <a’x2>

d®x dx
S raS _ax=0
© 3 T4 %

db\’

® (3) =

(@) (') +xyy = senx

(h) y'+ye' =tgx

@ )4y =y

() ()’ +y= cosx

2. Verifique se as fungdes @; e @, definidas em R por ¢; (x) = senx e ¢,(x) = cosx, respectiva-

mente, sdo solu¢des em R da equagdo diferencial y” +y = 0.

1
3. Verifique se as fun¢des ¢; e ¢, definidas em R por ¢;(x) = 1 +senx+ 3 e’ e @r(x) = cosx,

respectivamente, sdo solugdes em R da equagdo diferencial y” +y' = e*.
4. Mostre que:
(a) a fungdo ¢ definida em R por @(x) = Cye* + Cre* 4 2xe*" satisfaz, para quaisquer
valores de Cy,C, € R, a equacio diferencial y” +2y — 8y = 12e*, para todo o x € R;
(b) a fungdo ¢ definida em R por ¢ (x) = C; cosx + C, senx satisfaz, para quaisquer valores

das constantes C},C,, a equagdo diferencial y” +y = 0, para todo o x € R.

5. Em cada uma das alineas que se seguem, determine s € R por forma que a funcio definida

por y = e* seja uma solu¢do em R da equagdo diferencial considerada.
@ y'=9y=0
(b) ¥y +2y"+y' =0
6. Encontre a solugdo geral, em R, da equacdo diferencial y” = senx e mostre que a funcdo
definida em R por y = 2x — senx é uma solucdo que satisfaz as condi¢des y(0) =0ey'(0) = 1.
7. Determine a solucdo geral das seguintes equacdes diferenciais:
Al

=0
xX2+1
(b) y —arctgx = 0;

(a) y' —

©) y — x%e™ = (), com a constante real ndo nula;

) y — =0,comx>0.

(1+x?%)arctgx
8. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:
(@) Yy —e™ =0ey(0) =0, com a constante real ndo nula;

(b) Y —vV1—-x2=0ey(0)=1/2.

9. Considere a equacdo diferencial ordindria y' +y* = 0.
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(a) Mostre que, para todo o C € R, a fung¢do definida por y = c ¢ solucdo da equacgdo

x
considerada.

(b) Determine a solugdo particular tal que y(1) = —1 e indique o seu dominio.

(c) Verifique se existe uma solucao particular tal que y(1) = 0 e, em caso afirmativo, deter-

mine o seu dominio.

2.3 Integracao de Equacoes Diferenciais de 1 Ordem

Tendo em atengdo a Definicdo 2.1 e a Definicdo 2.4, a forma geral de uma equacao diferencial de primeira
ordem € uma equacao do tipo
E(x,5,)) =0, (2.3)

onde E designa uma funcio de trés varidveis definida num subconjunto apropriado de R>.
Se for possivel explicitar y’ como func¢io de x e de y, a equacdo (2.4) poderd escrever-se na forma

normal
Y =fxy), (2.4)

onde f é uma funcio definida num subconjunto apropriado de R?.

Se a fungdo f nao depender da varidvel y, entdo a equacao diferencial obtida € da forma

e, como vimos, a solucdo geral de uma equacdo diferencial deste tipo € a familia das primitivas da funcdo

Nesta sec¢ao vamos considerar equacdes diferenciais de primeira ordem que se podem escrever na
forma normal e para as quais podemos apresentar métodos de resolucdo analiticos. Consideraremos as
equacoes de variaveis separaveis e as equacoes diferenciais homogéneas. O estudo das equacdes di-
ferenciais lineares de primeira ordem serd incluido no caso mais geral das equagdes diferenciais lineares

de ordem n > 1.
2.3.1 Equacoes de Variaveis Separaveis

Seja f uma funcéo definida por uma expressao do tipo 3

P(x)
o(y)

f(xvy) ==

onde P € uma fungdo que depende s6 de x e Q € uma fungdo que depende sé de y.

Obtemos entdo de (2.4) a equacdo diferencial de primeira ordem

)Pl
o(y)

30bserve-se que a fungio f estd definida no subconjunto de pontos (x,y) € R? tais que x € Dp, y € Dg e Q(y) #0.
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que ¢ habitualmente designada equacdo diferencial de primeira ordem de varidveis separdveis ou, sim-

plesmente, equagdes de varidveis separdveis.
Exemplo 2.15. A equacgao
y' =2xy

1
¢ uma equagdo de varidveis separdveis, onde se tem P(x) = —2x,comx € Re Q(y) = —, com y € R\ {0}.
Y

Observe-se que toda a equagado de varidveis separdveis é equivalente a uma equagao da forma

0(y)y' +P(x) =0 (2.5)

a que habitualmente chamamos equacdo diferencial de primeira ordem de varidveis separadas ou sim-
plesmente equacdes de varidveis separadas.
Exemplo 2.16. A equagio

1

-y =2x=0

y
é uma equacdo de variaveis separadas equivalente a equagao considerada no Exemplo 2.15.

Observacio 2.17. Multiplicando ambos os membros da equagio (2.5) pela diferencial dx * e tendo em

conta que y' dx = dy, entdo esta equac¢do pode também tomar a forma (diferencial)
P(x)dx+Q(y)dy =0

que aparece frequentemente na literatura.

Se G e H forem primitivas de P e Q, respectivamente, isto €, funcdes de x e de y, respectivamente,

tais que

d d
onde d—G(x) representa a derivada da func¢do G em ordem a x e aTH (v) representa a derivada da fungdo
X

H em ordem a y, entdo substituindo P e Q na equagdo (2.5) vem

d d .,
EG(X) + d—yH(y)y =0. (2.6)

Tendo em conta a regra da derivada da fun¢ao composta e nao esquecendo que y € funcao de x, temos

d d

—H(y)=—H(®)y. 2.7

—HO) R )y 2.7)
Substituindo (2.7) em (2.6) obtemos

d d

— —H(y) =

de(x)+ I (y)=0

4Seja f uma fungdo definida por y = f(x) que admite derivada f’(x) num ponto x.
Chama-se diferencial de f e representa-se por dy ao produto dy = f’(x)dx, onde dx representa um acréscimo da varidvel x a
que se chama diferencial da varidvel independente x.
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ou, de forma equivalente, atendendo a que a derivada da soma € igual a soma das derivadas,

(G +HE) =0

Desta igualdade, por integra¢do imediata, resulta a equacao
G(x)+H(y)=C (2.8)

onde C é uma constante real arbitraria que € o integral geral da equacao diferencial (2.5).
Observe-se que, na equacdo (2.8), G e H representam duas quaisquer primitivas das fungdes P e Q,
respectivamente.

Se conhecermos a familia das primitivas de P,

/P(x) dx, (2.9)
e a familia das primitivas de Q,
/ O(y)dy, (2.10)

podemos tomar para G e H as primitivas que se obtém de (2.9) e (2.10), respectivamente, considerando
a constante nula.
X y
Se representarmos estas primitivas, simbolicamente, por / P(x)dx e por / O(y)dy, respectiva-

mente, entdo a equacao

x y
[ pwax+ [ omar=c.

com C constante arbitréria, é o integral geral da equacgao diferencial (2.5).

Exemplo 2.18. 1. Consideremos a equacgao diferencial de varidveis separadas

x+yy =0.

O seu integral geral é dado pela equagdo

X y
/xdx—i—/ ydy =C;j.

Uma vez que
2

/xdxz%—i—C, CeR

y2
/ydy:5+c, CeR

X x2 'y y2
dx =" dy =2
[ra=5 e [oar=3

temos
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Entio, o integral geral da equacgao diferencial considerada é dado pela equagdo

x2

2
3+%:C1,<:>x2+y2:2q,

com Cj constante real arbitraria.

Designando por C a constante 2C| tem-se que a equagao
24yt =C,

com C constante real arbitraria, é o integral geral da equag@do diferencial considerada.

2. Consideremos a equacdo diferencial de primeira ordem de varidveis separdveis
xy —y=0.
Desde que se tenha xy # 0 esta equagdo € equivalente a equagao
1 1

_,_|_,y/:()
Xy

que € uma equacio de varidveis separadas.

O seu integral geral é dado pela equacdo
* 1 V1
—/ fdx—i-/ —-dy=C,
X y

—In|x| +In|y| :C1,<:>ln’X‘ =Cy,
x

ou seja,

com C; constante real arbitraria.
Temos entao
| =a = [f[= e = [f]-c
X X X
com C, = ¢! constante real positiva.

Uma vez que

y

‘X’=C2<:> <*=C2\/X:—C2>
X X X

podemos escrever a equagao unica
Yy _ _
—=C3<= (y=C3xAx#0)
X

com C3 constante real nao nula.

No entanto, como y = 0 é também solucdo da equacdo diferencial considerada que pode ser escrita

na forma y = Ox, o integral geral desta equagdo diferencial é
y=Cx,
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com C € R.

3. Consideremos a equacdo diferencial
y = 2xy. (2.11)

Desde que se verifique a condigdo y # 0, podemos dividir ambos os membros da igualdade por y

e, portanto, a equacdo (2.11) pode escrever-se na forma

1
—2x+-y =0. (2.12)
y

Trata-se, portanto, de uma equagdo de varidveis separadas, pelo que o seu integral geral é dado

pela igualdade |
X y
/(—2x)dx+/ —dy=0Cy,
y

ou seja,
—*> +1nly| = C

ou, de forma equivalente,
2

In|y| =X +C) = ly| =Cre*
com C; = ¢! € R,
Obtém-se entdo

X2 x2
y=0C¢e Vy=—-Ce" |

comC, € RT.

Podemos entdo considerar a equagao tnica
2
— X
y - C3 € ’

com C; € R\ {0}.
No entanto, como y = 0 é também solu¢@o da equacdo (2.11) e pode ser escrita na forma y = 0e”,

o integral geral desta equacdo diferencial é

X

y=Ce",
com C € R.

Exercicios 2.2 1. Em cada uma das alineas que se seguem, determine o integral geral da equagao
diferencial considerada.
(@) y+y'cosecx =0;
(b) ¥ =cosxseny;
(© ¥ +y= (¥ —x)y"
@ y' = (1+x)%
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(e) y'senx+ycosx=0;

) (1+y*)dx+ (1+x2)dy=0;

(@ (1+y*)dx =xdy;

(h) (1+y?)dx+xydy=0,x+#0;

(i) (*—1)y +2xy> =0;

0 e?(1+Y)=1;

(k) ey =e Ve Y

M) 2(y+a)?y = (x> +1)(y> +a?), com a constante;
(m) sec’Otgdd¢ +sec’ ptg0dO = 0;

m) (v—u?v)dv— (Vu—u)du=0

2. Em cada uma das alineas que se seguem, determine a soluc@o para o problema de Cauchy

indicado.

(a) y’cotgx—i—y:Zey(g) =-1
1

b) »'+y=y*ey(l) =3

(©) x\/1—=y*dx+yV1—x*dy=0¢ey(0)=1.

3. Considere a equagao diferencial

,  ax+by+c
y = ax+byy+cy’

onde a,b,c,ay,by,c; € Rsdotaisque aby —ajb=0ea; #0e by #0.
(a) Mostre que:

i. a equacdo diferencial dada € equivalente a equacao diferencial

,  a(ax+byy)+c
aix+biy+cy

o a b

como=—=—;

a b

ii. asubstituicdo de varidvel definida por z = a;x+ b,y transforma a equacao diferencial

obtida na alinea anterior numa equacgao de varidveis separaveis.
(b) Considere a equacdo diferencial

; —3x—3y+1
T

1. Utilizando o processo descrito na alinea anterior converta a equacao diferencial dada

numa equacio de varidveis separaveis.

ii. Determine o integral geral da equacao de varidveis separdveis obtida na alinea ante-

rior e, a partir desta solugdo, obtenha o integral geral da equagao diferencial dada.
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2.3.2 Equacoes Diferenciais Homogéneas

Uma equacdo diferencial de primeira ordem na forma normal

Y = f(x,y) (2.13)

diz-se equacdo diferencial homogénea se a fungio f : D C R?> — R for uma funcdo homogénea de grau
zero > , isto é, se para todo o (x,y) € D e paratodo o A € R tal que (Ax,Ay) € D se verificar a igualdade
F(Ax,Ay) = f(x,y). |

Suponha-se que a equagio (2.13) é uma equacéo diferencial homogénea. Fazendo A = P com x # 0,

tem-se

fy) = flaxay) = f(1.2) =0 (2).

X
onde ¢ designa uma fun¢do de uma s6 variavel. Portanto, a equagao diferencial (2.13) toma a forma

Y=9(3). (2.14)

X

Substituindo a variavel y pela varidvel z definida pela relagdo y = zx e, tendo em conta que y' = z+x7/,
a equacio (2.14) toma a forma

7+x7 = @(2)

que € uma equacio de varidveis separdveis em x € z.
Esta equagdo pode agora integrar-se pelo método descrito na sec¢do anterior. Em seguida efectua-se

a substitui¢do inversa z = Y e obtém-se o integral geral da equagdo diferencial (2.13).
X

Exemplo 2.19. Consideremos a equacao diferencial
X +y? =2y =0.

Para todo o x # 0, temos
242
2%
2.2

Py =2y =0e=y =

Consideremos a fungdo f : Dy C R? — R definida por f(x,y) = Para todo o (x,y) € Dy e,

2x2
para todo o A € R tais que (Ax,Ay) € Dy temos

(;Lx)z_i_(;by)z - Azxz +;Lzy2 - x2+y2 -

f(a‘xv A’y) = 2(1)6)2 - 212)62 - 2)(2 - f(x7y)

o que permite concluir que f é uma funcdo homogénea de grau zero.
A equacio diferencial considerada é, portanto, uma equagdo diferencial homogénea.

Efectuando a substitui¢do de varidvel definida por y = xz e, atendendo a que y' = z+ xZ/, obtém-se
X%+ (xz)?
22

3Seja f Dy C R? — R uma funcio nas varidveis x e y. Dizemos que f é homogénea de grau k > 0 se, para todo o
(x,y) € Dy e, paratodo o A € R tais que (Ax,Ay) € Dy, temos f(Ax,Ay) = AR f(x,y).

7+x7 =
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Uma vez que x # 0 temos

2 2,2 2
;) XXz /_1“‘Z /_1 2
Z+XZ—T<:>XZ— 3 —Z<:>XZ—§(Z —2Z+1),
ou seja
1
37 =5 (z—1)°

que € uma equacio de varidveis separdveis em z e x.

Supondo x # 0 e z # 1 podemos escrever esta equagdo na forma

o2
L. S
P (z—l)2Z

O integral geral desta equacgao é dado por
* 1 2
-/ —-d / —dz=C,
/ o X+ =17 z

2
—Infx|-—=cC
|- — =C,

ou seja,

com C constante real arbitraria.

Efectuando agora a substituicdo inversa definida por z = Y obtemos
X

2 -2
~Infy] -y =Ce= —— =C+nla.
71 y—Xx
X
Resolvendo em ordem a y vem,
—2x 2x
—_ = <(:> = X—— s
Y C+1In|x] Y C+1n|x]|

onde C € uma constante real arbitrdria.
Observe-se que fazendo C tender para 4o obtém-se y = x que € solucdo singular da mesma equagdo

diferencial.

Observacao 2.20. Ha algumas equagdes diferenciais de primeira ordem que, através de uma substitui¢ao
de varidvel adequada, podem ser convertidas em equacdes diferenciais homogéneas. Essas equacgdes
diferencias designam-se equacdes diferenciais de primeira ordem redutiveis a equagdes diferenciais ho-
mogéneas ou, simplesmente, equagoes redutiveis a equagoes diferenciais homogéneas.

Vamos ver que as equacdes diferenciais do tipo

,  ax+by+c

_ 2.15
Y aix+bi1y+c ( )

onde a,b,c,ay,by,c; sdo constantes reais dadas tais que ab; — a1 b # 0 sdo equagdes redutiveis a equagdes
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diferenciais homogéneas ©.

A mudanga de varidveis definida por

X = z+h
y = w+k

onde & e k sdo constantes a determinar por forma que se verifique o sistema ’

ah+bk+c =0
ath+bik+c; = 0

converte a equacao (2.15) numa equacdo homogénea que pode ser resolvida pelo processo indicado.

Exemplo 2.21. Consideremos a equacao diferencial

, x+y—1
=\ 2.16
AR N (2.16)

Consideremos a mudanga de varidveis definida por

x = z+h
y = w+k

onde / e k sdo constantes a determinar por forma que se verifique o sistema

h+k—1 = 0
h—=2k+1 = 0

Uma vez que

hik—1 = 0 htk = 1 o= 1/3
— —
h=2k+1 = 0 h—2k = -1 k = 2/3
temos
x = z+1/3
y = w+2/3

Substituindo na equagao (2.16) temos

;2134w 42/3-1  z+w

VT3 2w_4/3+1 72w

que € uma equacio diferencial homogénea nas varidveis z e w.

Efectuando a mudanga de varidvel definida por w = zu e, atendendo a que w' = u+ zu/, obtém-se a

ax+by+c
aix+byy+cy
tais que ab; —a1b # 0 e ¢ é uma fungdo de uma varidvel sdo equagdes redutiveis a equagdes diferenciais homogéneas.
A técnica de resolugdo destas equagdes diferenciais € andloga a que € apresentada para a resolugdo da equagdo (2.15).
"Note-se que, uma vez que se verifica a condi¢do ab; —a1b # 0, o sistema considerado é um sistema de Cramer, logo
possivel e determinado.

%Mais geralmente, temos que as equagdes do tipo y' = ¢ ( ) ,onde a,b,c,ay,by,c| sdo constantes reais dadas
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equacao diferencial

itz — Z+zu
z—2zu
donde resulta que
, 14u 1+2u?
Zu = — =
1—2u 1—2u
que € uma equacio de varidveis separaveis.
Supondo z # 0 e u # 1/2 obtemos
1 1-2u ,
_ =0
z + 1+2:2"

que € uma equacio de varidveis separadas cujo integral geral é dado por
21 “l— 2u
Laoi [ 12 g
/ of 2142

1 1
—ln\z\+—arctg(\f2u)—§ln\l+2u2] =C

V2

ou seja

com C constante real arbitraria.

w
Atendendo a que u = — obtemos
Z

1 1 2w?
—In|z| + —=arctg (ﬁw> —=In <1—|—M2}> =C,
z z

V2 2
ou seja,
1 w 2w?
—=arctg (V2= ) —In| |z 1+— =C.
el CHRLC
1 2
Umavezquez:x—gew:y—g,vem
1 3y 2 1 2(3y—2)2
— arct — ) -1 -1+ -5 ] =C
e (V) ( 3'\/ Ty
ou seja

\garctg (\f i_f) “In <;\/(3x—1)2—|—2(3y—2)2> —c,

com C constante real arbitraria, que € o integral geral da equacdo diferencial (2.16).

Exercicios 2.3 1. Em cada uma das alineas que se seguem, mostre que a equacdo diferencial consi-
derada é uma equagdo diferencial homogénea e determine o seu integral geral.
(@) (2 +y*)y =x;
(b) xe*y =ye* 4x
(¢) (x> +y*)dx—3y*xdy =0;
() (x+y)dx+(y—x)dy=0;
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2x% — Xy
() y = I

(f) xsen Xy’ = ysenX +x.
X X
2. Em cada uma das alineas que se seguem, determine a solucao do problema de Cauchy consi-

derado.

(@) 2xp) =x* —y*ey(—1) =1/2;

(b) y+ <ycos; —x) y=0ey(l)=2.

3. Determine o integral geral das equagdes diferenciais de primeira ordem seguintes:

(@) **+y* +ayy’ =0

(b) Bx+2y+1)—(3x+2y—1)y =0, a substitui¢do de varidvel definida por z = 3x + 2y.
(c) (32x}y+16y°x)y +3x* — 12y* —32x%y> =0

d y = )Xc(lﬂn(y) ~In(x)), x>0

(e) (x—4y+35)y =x—2y+3;

) By—Tx+7)+(Ty—3x+3)y =0;

x+y+4
@y =""""
xX—y—=6

2.4 Equacoes Diferenciais Lineares de ordem n > 1.

Nesta sec¢do vamos estudar um certo tipo de equacgdes diferenciais, designadas equacdes diferenciais
lineares. Como veremos, para este tipo de equacdes diferenciais podemos enunciar resultados que podem

ser utilizados para estabelecer metodologias de construcdo da sua solugdo geral.

Definicao 2.22. Chama-se equacdo diferencial linear de ordem n > 1 a uma equagio do tipo
ao(x)y™ +a; ()" + - a1 (%)Y + an(x)y = b(x), (2.17)

ou, de forma condensada,
n

Y a7 = b(x),

j=0
onde a;j, com j € {0,1,...,n}, e b sdo fungdes definidas num intervalo 7 de R e ag(x) # 0, para todo o
xel
Se o segundo membro da equagdo (2.17) for a funcdo nula, a equagdo diferencial linear diz-se
equacdo diferencial linear homogénea; no caso contrdrio dir-se-a equagdo diferencial linear completa
ou ndo-homogénea.
No caso em que a;, com j € {0,1,...,n}, sdo fungdes constantes em / obtemos uma equacao dife-

rencial linear a que chamamos equacdo diferencial linear de coeficientes constantes e que é da forma
n .
Y a7 =b(x),
Jj=0

onde, paratodoo j € {0,1,...,n},j€Re o9 #0.
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n
A equacio diferencial linear Z a j(x)y(”_f) = 0 chamamos equacdo diferencial linear homogénea
j=0
associada a equagao diferencial linear (2.17).

Exemplo 2.23. 1. As equagdes diferenciais

/

1
(Inx)y’ +y = cosx, Zy:;, 3y +y=0 e ey —(lnx)y=0

sao equacgdes diferenciais lineares de primeira ordem. Temos que:

(Inx)y' +y = cosx é uma equagdo linear de primeira ordem completa;

1 I o .
2y’ = — é uma equacdo linear de primeira ordem de coeficientes constantes completa;
X

3y’ 4y = 0 é uma equagdo linear de primeira ordem homogénea de coeficientes constantes ;

e*y’ — (Inx)y = 0 é uma equagio linear de primeira ordem homogénea;

a equacdo diferencial linear (Inx)y’ +y = 0 é a equagdo diferencial linear homogénea asso-

ciada & equacg@o diferencial linear (Inx)y’ +y = cosx.

2. A equagdo diferencial yy’ — cosx = Inx ndo é uma equagdo diferencial linear, uma vez que o

coeficiente de y’ € uma fungéo de y.

3. A equagdo diferencial (Inx)y” — 3y’ = 0 é uma equag@o diferencial linear de segunda ordem ho-

mogénea.

4. A equagdo diferencial y(*) 4 3y” — 2y = 0 é a equacio diferencial linear de ordem 4 homogénea

associada A equacio diferencial linear completa y(*) + 3y — 2y = cosh..

No caso das equagdes diferenciais lineares, um problema de valores iniciais pode ter a seguinte

formulacgdo:

Determinar uma fungio y = y(x) com x € I tal que

Y. a(n ) = by
=0

y(x0) = Bo

V() = B (2.18)

YD (x0) = Bt
onde xo € I e Bj, com j € {0,1,2,...,n— 1}, sdo n nimeros reais dados.

Relativamente a este problema de valores iniciais apresentamos, sem demonstragdo, o seguinte teorema

que garante a existéncia e unicidade de solucio.

Teorema 2.24. Se todas as fungdes aj, com j € {0,1,2,...,n}, forem continuas em I e ap(x) # 0, para

todo o x € I, entdo existe uma e uma so solucdo em I para o problema de valor inicial (2.18).
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O teorema seguinte, cuja demonstracdo € omitida, serve de base para estabelecer algumas metodo-
logias de construgdo da solugdo geral de equagdes diferenciais lineares completas de qualquer ordem.
No ambito deste curso vamos apresentar metodologias de constru¢@o da solug@o geral de uma equagdo
diferencial linear de primeira ordem com coeficientes quaisquer e da solucdo geral das equacdes lineares

de ordem n > 1 de coeficientes constantes.

Teorema 2.25. A solucdo geral da equacdo diferencial linear completa (2.17) é igual a soma da solucdo
geral da equacdo diferencial linear homogénea que lhe estd associada com uma solucdo particular ® da

equagdo completa.

Observacao 2.26. Com base no Teorema 2.25, pode obter-se a solugdo geral da equagdo diferencial
linear (2.17) a partir da solucdo geral da equacdo diferencial linear homogénea que lhe estd associada,

desde que seja possivel obter uma solugdo particular da equagdo completa.

Exemplo 2.27. Consideremos a equagdo diferencial linear de primeira ordem
Y+ay=b, xeR (2.19)

onde a,b sdo constantes reais dadas e a # 0. )
Nao ¢é dificil verificar que a funcdo y, definida por y. = — €é uma solucdo da equagdo dada.
a

A equagdo diferencial linear homogénea associada a (2.19) € a equagao diferencial
Y +ay=0
que € uma equacio de varidveis separdveis cuja solucdo geral é
y=Ce ™,

onde C € uma constante arbitraria.

Pelo Teorema 2.25, a funcio definida por
—dax b
y=Ce ™ +-xelR
a

é a solugdo geral da equacio diferencial linear completa considerada.

Resulta do Teorema 2.25 que, no contexto das equagdes diferenciais lineares, ha dois problemas a

resolver:
e determinar a solugdo geral de uma equacio diferencial linear homogénea;

e determinar uma solugdo particular de uma equagao diferencial linear completa.

8Esta designacdo, frequentemente utilizada na literatura, ndo é muito feliz j4 que no enunciado deste teorema ndo utilizamos
a designacdo solucdo particular para designar uma solucdo que se obtém da solucdo geral por concretizacdo das constantes,
mas sim para designar uma solugdo (qualquer) da equacdo diferencial linear. No entanto, em cada caso, o contexto permitird
distinguir se nos referimos a solugdo particular no sentido da definicio ou a solug@o particular no sentido mais lato de solugdo
da equacao diferencial.
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Nas duas sub-sec¢des que se seguem apresentamos metodologias para a resolucdo destes dois pro-

blemas.

24.1 Determinacao da Solucao Geral de uma Equacao Diferencial Linear Homogénea

O teorema que a seguir se enuncia e cuja demonstracao é omitida, estabelece que € possivel determinar
qualquer solu¢do de uma equacéo diferencial linear homogénea de ordem 7 a partir de um conjunto de n

solucdes linearmente independentes °.

Teorema 2.28. Uma equagdo diferencial linear homogénea de ordem n admite um conjunto {y,ya,...,yn}

de n solugées linearmente independentes e, qualquer outra solugcdo é combinagdo linear destas.

Resulta deste teorema que se {y1,y2, -+ ,y,} € um conjunto de solu¢des linearmente independentes

duma equacio diferencial linear homogénea de ordem n, entdo a funcdo definida por
y(x) = Ciy1(x) + Coya(x) + -+ + Cayn(x)

com C1,Cy, - - - ,C, constantes reais arbitrarias, é a sua solucdo geral.

Definicao 2.29. A todo o conjunto de n solugdes linearmente independentes de uma equacao diferencial

linear homogénea de ordem n chamamos sistema fundamental de solugoes.

Atendendo ao Teorema 2.28, para obter a solucio geral de uma equacao diferencial linear homogénea

basta determinar um sistema fundamental de solugdes.

Exemplo 2.30. Vamos verificar que o conjunto
1(x) = e 3(x) = ¥, y3(x) = e}
é um sistema fundamental de solugdes da equacgao diferencial linear homogénea
V' =y 4y +4y=0.

A verificacdo de que cada uma das fungdes indicadas € solugdo da equacgdo diferencial considerada é

deixada como exercicio. Vamos apenas provar que aquelas fungdes sao linearmente independentes.

9Definicio 1: Chama-se combinagdo linear das n fungdes ¢y, 9y, . .., ¢, definidas em I a toda a funcdo ¢ definida em I por

O(x) =A101(x) +A202(x) + -+ + A Pu(x),

comAj,Ar,..., A, €R.

Definicao 2: Dizemos que as n fungdes @1, ¢,..., ¢, definidas em [ sdo linearmente independentes se nenhuma delas se
puder escrever como combinagdo linear das restantes.

O teorema que enunciamos a seguir estabelece uma condigdo necessdria e suficiente para que as func¢des @1,¢,..., ¢,
definidas em / sejam linearmente independentes.

Teorema: As funcdes ¢1,9;,...,0, definidas em [ s@o linearmente independentes se e sO se se, para todos os
Ap,A, .. A ER, se
A1y (x) +A202(x) + -+ +Ann(x) =0,
para todo x € I, entdo
Al =Ay=---=4,=0.
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Sejam A1,A;,As € R tais que
Are* +Are™ +A3e > =0,

para todo o x € R.

Tomando entdo x =0, x = 1 e x = —1 obtemos o sistema

A1 +Ar+A;3 =
eA| + 62A2 + 672A3 =
e_lAl + 6_2A2 + 62A3 =0

que admite apenas a solugdo A} = A, = A3 =0.

Estd entdo provado que, para todos os Aj,A;,A3 € R, se

Ary1(x) +A2y2(x) +Asy3(x) =0,

para todo o x € R, entdo
Al =A,=A3=0.

0 que garante que as fungdes consideradas sdo linearmente independentes.
Do que foi dito, podemos entdo concluir que o conjunto dado € um sistema fundamental de solucdes
da equacao diferencial considerada.

m__

Consequentemente, a solugio geral da equagio diferencial y”' —y” — 4y’ 44y = 0 é a fungdo definida
por

y(x)=Cie"+C, X 4+ Cye %,
com Cy, C; e C3 constantes reais arbitrarias.

Apresentamos em primeiro lugar uma metodologia para determinar a solugao geral de uma equagao
diferencial linear de primeira ordem com coeficientes quaisquer e, em seguida, uma metodologia para

determinar a solugdo geral de uma equacdo diferencial linear de ordem n com coeficientes constantes.

Solu¢iao Geral de uma Equacio Diferencial Linear Homogénea de Primeira Ordem

A equagao diferencial linear homogénea
ap(x)y' +ai(x)y =0, (2.20)

onde ag e a; sdo fungdes definidas num intervalo [ tais que ap é ndo nula em / € uma equacgdo de varidveis
separaveis.
Uma vez que, por hipétese, ap(x) # 0, para todo o x € I, obtemos, se y # 0, a equagdo de varidveis

separadas
1 ap (x)

/
-y +
Yy ao(x)

=0
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cuja solucdo geral é dada por

v 1 X
*dy—F/ al(x)dxzcl,
y ao(x)

com C; constante real arbitraria, ou seja,

X
Inly| +/ 4 =,
ao(x)

donde resulta
y| = G et = (y =G etVvy=—C eA(x)>

“aj(x)

dx.
ao(x)
Uma vez que y = 0 é também solucio da equacdo diferencial linear homogénea (2.20) que pode ser

onde C, = €' é uma constante positivae A(x) = — /

escrita na forma y = 0e*™ tem-se que a solugdo geral desta equacio é

y=CeW
onde C é uma constante real arbitréria.
Exemplo 2.31. 1. A solugdo geral da equacdo diferencial linear homogénea de primeira ordem
oy +By=0
com o, € Re a # 0 ¢é dada por
y=Ce (B/o)x

onde C € uma constante real arbitraria.

2. Consideremos a equacdo diferencial linear homogénea de primeira ordem

1,1
xy x2+1

y=0, x#0 (2.21)

e vamos determinar a sua solugdo geral.

Uma vez que x # 0, obtemos, se y # 0, a equagdo de varidveis separadas

cuja solucdo geral é dada por

Y1 Y oox
—dy— dx=C
/yy 21T

ou seja,
In|y| —In(x*+1) = C,
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com C] constante real arbitréria, a qual pode tomar a forma
_ (2
y=C(x"+1),
com C constante real arbitréria.

Soluciao Geral de uma Equacio Diferencial Linear Homogénea de Coeficientes Constantes

Como vimos no Exemplo 2.31, sendo oy’ + By =0, com a, f € R e o # 0 uma equagio diferencial linear
homogénea de primeira ordem de coeficientes constantes, a sua solucdo geral é da forma y = Ce(~B/®)x,
com C constante real arbitréria.

Isto sugere que, no caso geral de uma equagdo diferencial linear de coeficientes constantes de ordem

n>1,
Y oy (x)=0 (2.22)
=0

se procurem solucdes do tipo y = e**, com s constante.

Uma vez que, para todo n € N, temos y) (x) = s e*, substituindo na equagdo (2.22) obtemos
oos" e +ays" e o rse e =0 <= (s +ous" T 4 o5+ @) e =0
Atendendo a que ™ # 0, para todo o x € R, obtemos
s +ous" 4oy s+ o, =0 (2.23)

e, portanto, a determina¢do de um sistema fundamental de solu¢des da equacdo diferencial (2.22) passa
pela resolugdo da equacgdo (2.23) que é habitualmente designada equagdo caracteristica da equagdo
diferencial (2.22). Ao polinémio ps" + oys" '+ + a5+ o, chamamos polinémio caracteristico
da equacdo diferencial (2.22).

Pelo Teorema Fundamental da Algebra '© o polinémio caracteristico da equacdo diferencial linear
(2.22) tem n raizes em C.

Veremos em seguida que o sistema fundamental de solugdes de uma equacdo diferencial linear ho-
mogénea de coeficientes constantes € determinado pelas raizes do seu polindmio caracteristico.

Temos entdo quatro casos a considerar:

Primeiro caso: o polinomio caracteristico tem 7 raizes reais simples

Sejam ry,72,...,r,, com r; # rj, para todos os i,j € {1,2,...,n} tais que i # j as n raizes reais

simples do polindmio caracteristico da equagdo diferencial (2.22).

10Teorema: Todo o polinémio de grau n de coeficientes reais tem exactamente 7 raizes em C.
Observe-se que sendo p(x) um polinémio de grau n de coeficientes reais verificam-se as condigdes seguintes:

1. asnraizes de p(x), cuja existéncia estd garantida pelo Teorema Fundamental da Algebra, podem ser reais ou complexas
e ter multiplicidade igual a 1 ou maior do que 1;

2. se a+ibéraiz de p(x), entdo a — ib é também raiz de p(x), tendo as duas raizes, que se designam habitualmente raizes
conjugadas, a mesma multiplicidade.
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A estas n raizes correspondem as n solugdes

que sdo linearmente independentes e que, portanto, constituem um sistema fundamental de solucdes da
equacao diferencial (2.22).

Consequentemente, a solucdo geral da equagdo diferencial (2.22) é a familia de fungdes definidas por
y(x)=Cie" + e+ +Cpe™

com C1,C,,...,C, constantes reais arbitrarias.

Exemplo 2.32. 1. Consideremos a equacdo diferencial linear homogénea de coeficientes constantes

2y" —9y" +10y -3y =0.

A equacdo caracteristica desta equacgao diferencial € a equagao
25° =952 +10s—3=0<= (s—1)(2s—1)(s—3) =0

pelo que admite as raizes

1
r1:1, I"2:3, 7'325.

Consequentemente, a solucio geral da equagao diferencial considerada é
y(x) =Cre*+ Cre™ + Czell/2)x ,

com Cj,C,,C5 constantes reais arbitrarias.

2. Consideremos a equacdo diferencial linear homogénea de coeficientes constantes

y(4) _ 2y/// _y// +2y/ —0.

A equacdo caracteristica desta equagdo diferencial é a equagdo
st—283 -2 425 =0<=s(s—1)(s—2)(s+1)=0

pelo que admite as raizes

rn=1, n=2 rn=0r=-1.
Consequentemente, a solugdo geral da equacgdo diferencial considerada é

y(x) = C1e* 4+ Cre™ + Cze ™ +Cy,
com Cy,C,,C3,C4 constantes reais arbitrarias.
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Segundo caso: o polinomio caracteristico tem »n raizes reais e uma das raizes, pelo

menos, tem multiplicidade £ > 1

Sejam ry,rp,- -, 1, as nraizes reais do polindmio caracteristico da equacao diferencial (2.22) e admi-
tamos, sem perda de generalidade, que se tem r; = r, = ... = r;y = r. Prova-se que as k funcgdes
er)c7 xerx, x2 er)c7 e xk72 erx’ )ck71 el

sdo solucdes da equacdo (2.22) e sdo linearmente independentes.
O sistema fundamental de solu¢des da equacio diferencial (2.22) € constituido pelas func¢des do tipo
e para cada raiz real simples s e pelas funcdes construidas do modo referido para cada raiz real r de

multiplicidade k > 1.

Exemplo 2.33. 1. Consideremos a equagdo diferencial linear homogénea de coeficientes constantes
y///+3y/’ _4y — O.
A equacdo caracteristica desta equagdo diferencial é a equagdo
3 2 _ 2 _
5743s"—4=0<=(s—1)(s+2)"=0

pelo que admite as raizes

rn=1, n=-2, rn=-2.
Entdo r = —2 é uma raiz de multiplicidade 2 a qual correspondem as solugdes linearmente inde-
pendentes
e—2x’ xe—Zx )

Uma vez que a raiz real simples r; = 1 corresponde a solugdo e*, a solucdo geral da equagdo
diferencial considerada é
y(x) =Cie*+ Cre > + Cyxe >,

ou seja,
y(x) =Cie*+ (C2 + C3x) e X ,

com C1,C,,C3 constantes reais arbitrarias.

2. Consideremos a equacdo diferencial linear homogénea de coeficientes constantes

Y0 — ) gy 4 12y03) = 0.

A equacdo caracteristica desta equagdo diferencial € a equagdo

O =5 =8 128 =0 <= 5*(s+3)(s—2)>=0
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pelo que admite uma raiz simples, r; = —3, uma raiz de multiplicidade 2, r, = 2 e uma raiz de
multiplicidade 3, r3 = 0.

A raiz real simples r; = —3 corresponde a solucio e ¥,

A raiz r, = 2 de multiplicidade 2 correspondem as solugdes linearmente independentes
er’ X er

e araiz r3 = 0 de multiplicidade 3 correspondem as solucdes linearmente independentes

1, X, X

Consequentemente, a solucdo geral da equagao diferencial considerada é
y(x) = Cre > + Cre* + C3xe™ + Cyx> + Csx +Cg,

ou seja,
y(x) = Cre™ ¥ + (Cy + Cax) €% 4 Cux® + Csx+ Ce,

com C1,(Cy,...,Cq constantes reais arbitrérias.

3. Consideremos a equacdo diferencial linear homogénea de coeficientes constantes
y® =2y +y=0.
A equacio caracteristica desta equacgao diferencial € a equagao
sto28 41 =0 (s+1)*(s—1)*=0

pelo que admite duas raizes de multiplicidade 2, rj =1e rnp = —1.

A raiz r| = 1 de multiplicidade 2 correspondem as solugdes linearmente independentes

e, xe”
e araiz r3 = —1 também de multiplicidade 2 correspondem as solugdes linearmente independentes
e, xe

Consequentemente, a solucio geral da equagao diferencial considerada é
y(x) =Cie* +Coxe™ + Cse ™ 4+ Cyxe ™™,

ou seja,
y(x) = (Cy+Cax)e* + (C3+Cax)e ™™,
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com Cy,(C,,C3,C4 constantes reais arbitrarias.
Terceiro caso: o polinomio caracteristico tem pelo menos uma raiz complexa simples

Suponhamos que r = o + if3 é raiz simples do polindmio caracteristico. Entdo 7 = @ — i3 também é
raiz simples do polinémio caracteristico.

A raiz r estd associada uma funcio da forma e(®+)¥ ¢ 3 raiz 7 estd associada uma funcio da forma
el@=iB)x ambas fun¢des complexas.

O que procuramos sdo fungdes reais que sejam elementos do sistema fundamental de solucdes da
equacao diferencial (2.22) e, portanto, estas duas fungdes ndo podem ser consideradas para esse efeito.
No entanto, podemos construir as solucdes que procuramos a custa destas.

Qualquer func¢éo da forma
AelotiBx | pola—ip)x

com A, B constantes reais arbitrarias € solucdo da equacio (2.22).

Uma vez que
elOHPIY — ¥ (cos(Bx) +isen (Bx))

el@=B)x — % (cos(Bx) —isen (Bx))

temos

AelotiB)x  pela—iBlx  —  Ae®(cos(Bx)+isen (Bx)) +Be* (cos(Bx) —isen (Bx))
= e*((A+B)cos(Bx)+ (A—B)isen(Bx))
= (A+B)e* cos(fx)+ (A—B)ie*sen(fx)

que € uma combinacdo linear complexa das funcdes reais
e* cos(Bx) e e%sen(Bx).

Uma vez que estas duas funcdes sdo solugdes da equacdo (2.22) e sdo linearmente independentes,

temos que toda a funcdo da forma
e®(Cy cos(Bx) +Cyrsen(Bx))

com C1,C; constantes reais arbitrarias € solu¢ido daquela equacio diferencial.

Exemplo 2.34. 1. Consideremos a equagio diferencial linear homogénea
/! /
y +2y +5y=0.
A sua equagdo caracteristica é
P2 4+5=0= (s=—1+2iVs=—1-2i
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e, portanto, o polindmio caracteristico desta equacdo diferencial tem duas raizes complexas sim-

plesr=—-1+4+2ier=—1-2i.

Consequentemente, a solucio geral da equacgao diferencial linear homogénea considerada é
y(x) = e7*(C) cos(2x) + Casen (2x))

com Cy,C, constantes reais arbitrarias.

2. Consideremos a equagdo diferencial linear homogénea

y/// _4y//+6y/_4y — 0.

A sua equagdo caracteristica é
§—4s> +65—4 =0 (s°—25+2)(s—2) =0

e, portanto o polindémio caracteristico desta equacdo diferencial tem duas raizes complexas simples

ri =1-+ier; =1—ie umaraiz real simples r, = 2.

Consequentemente, a solucdo geral da equagao diferencial linear homogénea considerada é
y(x) = " (Cj cosx + Casenx) + Cze™,
com Cy,C,,C5 constantes reais arbitrarias.

Quarto caso: o polindmio caracteristico tem pelo menos uma raiz complexa de multi-

plicidade k > 1

Suponhamos que r = & + if3 é raiz de multiplicidade k > 1 do polinémio caracteristico da equagio
diferencial (2.22). Entdo 7 = o — i3 também € raiz de multiplicidade k > 1 do polinémio caracteristico
daquela equacdo diferencial.

Neste caso prova-se que a funcdo da forma
e ((A1+Apx+ - + A" cos(Bx) + (B + Bax+ - - - + Bix* 1) sen (Bx)),

comAjeBj,para j € {1,2,...,k} constantes reais arbitrdrias, € um elemento do sistema fundamental de

solugdes da equacdo diferencial (2.22).

Exemplo 2.35. Consideremos a equacgao diferencial linear homogénea
Y +2y" +y=0.
A sua equagdo caracteristica é
P28 41 =0= (s> +1)>=0<= (s—i)*(s+i)* =0
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e, portanto o polinémio caracteristico tem as raizes complexas conjugadas r = i e ¥ = —i de multiplici-
dade k= 2.

Consequentemente, a solucdo geral da equagdo diferencial linear homogénea considerada é
y(x) = ((A| +Azx) cosx+ (B + Bax) senx) ,

com Aj,A,, B, B; constantes reais arbitrarias.

Exercicios 2.4: 1. Em cada uma das alineas seguintes escreva a equagao diferencial linear homogénea
de coeficientes constantes correspondente a equagdo caracteristica considerada e determine
a sua solucdo geral.
(@) 9s*—6s+1=0
(b) s(s+1)(s+2)=0
() =0
@ (s*+25+2)*(s+1)>=0
) (s*+9)(s*+2s+5)=0
2. Em cada uma das alineas que se seguem determine a solucio geral da equacio diferencial
linear homogénea considerada.
@ y'+4y+3y=0
(b) Y +)y"=0
(©) yW =3y" =y +3y =0
(d) 2y — 8y +8y" =0
(@ y¥ —8y" =0
) y'=2y+y=0
(@ y'+2/+5y=0
(h) y"—2y'+26y=0
(i y'+y-2y=0

2.4.2 Determinacao da Solucao Geral de uma Equacao Diferencial Linear Completa

O Teorema 2.25 estabelece que a solucdo geral de uma equacdo diferencial linear completa de ordem
n > 1 se obtém somando uma solugdo particular da equagdo completa a solucdo geral da equagdo dife-
rencial linear homogénea.

No pardgrafo anterior vimos como obter a solucdo geral de uma equacdo diferencial linear ho-
mogénea de primeira ordem com coeficientes quaisquer e de uma equagao diferencial linear homogénea
de ordem n > 1 de coeficientes constantes.

Nesta seccdio vamos apresentar dois métodos, o Método da Variaciio das Constantes ! e o Método
dos Coeficientes Indeterminados, que permitem determinar uma solugdo particular da equagdo com-

pleta.

"No caso das equagdes diferenciais lineares de primeira ordem a designacio mais correcta para este método é Método da
Variacao da Constante.
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Método da Variacio das Constantes

Consideremos a equagdo diferencial linear completa de ordem n > 1

n

Z aj(x)y(”_j) =b(x), (2.24)
J=0
onde aj, com j € {0,1,...,n} e b sdo fungdes definidas num intervalo / C R e ag(x) # 0, para todo o

xel

Uma vez que, para todo o x € I, ap(x) # 0, a equagdo (2.24) pode ser escrita na forma

Y @)+ p1 (") - Pt (0 (x) + pa(x)y(6) = g(), (2.25)
b
onde p;j, com j € {1,2,...,n} e g sdo fungdes definidas em I por p;j(x) = @ (x) e q(x) (x) , respec-
ap(x) ap(x)
tivamente.
Admitamos que
y(x) = Ciy1(x) + Coy(x) + -+ + Cuyn(x)

com C1,Cs,...,C, constantes reais arbitrarias € a solucdo geral da equacao diferencial linear homogénea

associada a equacdo diferencial (2.25).
Prova-se que existem fungdes F;, i € {1,2,...,n}, definidas em [ tais que a fungao yp definida em /
por
yp(x) = Fi(x)y1 (x) + F2(x)y2 (x) + - - 4 Fo (x)yn (x) (2.26)

€ uma solugao particular da equacgao diferencial (2.24).
Observe-se que, no caso em que n = 1, vimos que a solugdo geral da equacdo diferencial linear

homogénea associada a (2.24) é a fungéo definida por y(x) =C e*™), com C constante real arbitrria e

X
Alx) =— / anx; e, portanto, temos yp(x) = ¢(x)e*® com ¢ funcio a determinar por forma que esta
aplXx
funcdo seja solucdo da equagdo completa.
Temos entdo que, sendo

ao(x)y’ +ai(x)y = b(x) (2.27)

uma equacdo diferencial linear de primeira ordem, o Método da Variacdo da Constante permite obter a

solugdo geral desta equagao diferencial utilizando o procedimento seguinte:

1. determinamos a solugdo geral da equagdo diferencial linear homogénea associada a equagdo dife-
rencial (2.27);

2. substituimos a constante que figura na solugdo geral da equagc@o homogénea associada a (2.27) por
uma func¢ao desconhecida ¢;
3. determinamos a fun¢do ¢ por forma que a funcio obtida em 2. seja solug¢ao da equacio (2.27).

A(x)

Tendo em atengdo o processo descrito, para a determinagdo de ¢ substituimos yp = ¢ (x) e e y}, na
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equacao (2.27) e, atendendo a que

vem

donde obtemos

o(x) :/ b(x) e A0 gy

ap(x)

A solugdo geral da equagdo (2.27) serd entdo da forma

y:eA(x)/ blx) e AW gx.

ao(x)
Exemplo 2.36. 1. Consideremos a equagdo diferencial linear
xy —y=x—1, x>0 (2.28)

e vamos determinar a sua solugdo geral utilizando o Método da Variacdo da Constante.

A equacdo diferencial linear homogénea associada a equacao diferencial linear (2.28) € a equacdo
de varidveis separaveis

xy —y=0.

Uma vez que x > 0, logo x # 0, obtemos, se y # 0, a equagdo de varidveis separadas

1 1
,y/_,:()
y X

v 1 * 1
/ fdy—/ —-dx=C
y X

com Cj constante real arbitraria, a qual pode tomar a forma

cuja solucdo geral é dada por

y=~Cx,

com C constante real arbitraria.

Para a equacao diferencial linear completa procurar-se agora uma solucao do tipo

y=¢(x)x, (2.29)

onde ¢ é uma funcdo a determinar de modo que a equagdo (2.29) seja solucio da equacao diferen-

cial linear completa (2.28).

Substituindo (2.29) na equacdo diferencial linear completa (2.28) e, atendendo a que
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Yy = ¢'(x)x+ ¢(x) obtemos,
X0/ (x4 0(0) — 9 ()x = x— 1 4= 20 (x) = x— 1

donde obtemos, uma vez que x > 0,

ry Xx—1 a1 1
(P(X)— XZ ¢()_X X2
Desta ultima igualdade obtemos, uma vez que x > 0,
1
¢(x) =Inx+-+C, (2.30)
X

onde C é uma constante real arbitraria.

Substituindo (2.30) em (2.29) temos
y=Cx+1+xInx

que € a solucdo geral da equacdo diferencial dada.

Observe-se que a solucdo obtida € igual a soma da solucdo geral da equacdo diferencial linear
homogénea associada a (2.28) com uma fun¢@o y, definida por y.(x) = 1+ xInx que, como facil-
mente se verifica, ¢ uma solugdo particular da equacdo diferencial linear completa, o que confirma

o Teorema 2.25.

2. Consideremos a equacdo diferencial linear de primeira ordem
ay +By=>b(x), xel (2.31)

onde a e B sdo constantes reais niao nulas.

Para obter uma solucgdo geral desta equagdo diferencial podemos utilizar o0 método da variagao da

constante ¢ obtemos

y= CelBlaw L o(=p/a / ") e Bl gy
o

com C constante real arbitraria.

Para n > 1 prova-se que as funcdes F, F,, ..., F, da igualdade (2.26) se obtém por integragao directa

a partir das solucdes do sistema

¢

F{(x)y1(x) + F5 (x)y2(x) 4+ - + F, (x)ya (x) =0
F ()Y} (%) 4+ Fy (x)y5 (x) + - 4 F (x)yy, (%) =0
(2.32)
X)+F(x0)y; () +-+Fj(x)yr2(x) = 0
)+ F@y; @)+ +Fy(x) = bx)

|
—
=
<
N
[\8)
—

=
—
=
~—
<
—_—
|
—
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Neste caso, 0 Método da Variacdo das Constantes permite obter a solugc@o geral da equacgao diferen-

cial (2.24) utilizando o procedimento seguinte:

1. determinamos a solucdo geral, yy, da equagdo diferencial linear homogénea associada a equacao
diferencial (2.24);

2. determinamos uma solugao particular, yp, da forma (2.26) utilizando as solu¢des do sistema (2.32);
3. asolucdo geral da equacido diferencial (2.24) € entdo dada por y = yg + yp.

No que se segue vamos deduzir o sistema (2.32) para os casos particulares de n = 2, 3.

Consideremos a equagao diferencial linear completa de ordem 2
Y a1 (x)y +ax(x)y = b(x), (2.33)

onde aj,a, e b sdo fungdes definidas e continuas num intervalo/ C R .

Admitamos que {y;,y>} é um sistema fundamental de solu¢des da equacdo diferencial linear ho-
mogénea associada a equacdo diferencial (2.33). Entdo, uma solucdo particular da equacdo diferencial
(2.33) € definida em I por

yp(x) = Fi(x)y1(x) + F2(x)y2(x) (2.34)

com Fi] e F, funcdes a determinar pelo Método da Variacdo das Constantes.

Temos
Yp(x) = F{(x)y1 (x) + F (x)y2(x) + F1 (x)y] (x) + F2 (x)y5 (x)

€, Se assumirmos
F{ (x)y1(x) + F(x)y2(x) = 0,

obtemos
Yp(x) = Fi(x)y) (x) + Fa(x)y5(x).

Consequentemente,
Yp(x) = F{(x)y1 (x) + Fi (0)y] (x) + F5 (x)y5 (x) + F2 (x)y5 (x)
e, substituindo na equagao (2.33), obtemos

(FY ()1 () + F1 ()] (x) 4+ F5 (x)y5 () + F2(x)y5 () 4 a1 (x) (F1 (x)} (%) + Fa(x) 5 (x)) +
+az(x) (F1 (x)y1 (x) + Fa(x)y2(x)) = b(x) ,

ou seja,

F1(x) ) (x) + a1 (x)y) (%) + a2 (x)y1 (x)) + F2(x) (5 (x) + a1 (x)y5 (x) + a2 (x)y2 (x) )+
+F (), (%) + B (x)yy (x) = b(x).

Uma vez que y; e y» sdo solugdes da equacdo diferencial linear homogénea associada a equagdo

diferencial (2.33) temos y/(x) + a1 (x)y} (x) + az2(x)y1(x) = 0 e y5(x) + a1 (x)y5(x) + az(x)y2(x) =0 e,
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portanto, obtemos
Fi (x)y1(x) + F (x)y5 (x) = b(x).

Consequentemente, as fungdes F| e F; sdo as solugdes do sistema
F oy (x)+Fx)y2(x) = 0
F @Y, () +F@yy(x) = b(x)

As fungdes F e F> determinam-se por integracdo directa das solugdes obtidas. Substituindo em

(2.34) obtemos uma solucdo particular da equacao diferencial (2.33).

Exemplo 2.37. Consideremos a equagdo diferencial linear de coeficientes constantes

Y'+y=tgx,
T T [
272 L
A equacdo diferencial linear homogénea associada a esta equacgao diferencial € a equagao

comxe}—

Y'+y=0

cuja equagdo caracteristica é
s +1=0.

Uma vez que o polindmio caracteristico associado a esta equagao diferencial linear homogénea tem

as raizes complexas simples r =i e ¥ = —i, a solucdo geral desta equacdo diferencial linear homogénea é
y(x) = Cjicosx+Cysenx,

com Cp,C, constantes reais arbitrarias.
Vamos determinar uma solucdo particular da equacdo diferencial considerada utilizando o Método
da Variagdo das Constantes.

Uma solucdo particular da equacao diferencial considerada é dada por
yp(x) = Fi(x) cosx + F(x) senx,

onde F| e F; sdo obtidas a partir das solucdes do sistema

F/(x)cosx+F;(x)senx = 0 F/(x)cosxsenx+F;(x)sen’x = 0
<~ <~
—F](x)senx+Fj(x)cosx = tgx —F](x)cosxsenx+ Fy(x)cos’x = senx
F/(x)cosx+Fj(x)senx = 0 F/(x) = —tgxsenx
1(x) 2 (x) 1(%) g
(sen’x+cos?x)F;(x) = senx Fj(x) = senx
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Por integracdo directa obtemos entdo

Fi(x) = —In|secx+ tgx|+ senx
F(x) = —cosx
e, portanto,
yp(x) = —cosxIn|secx+ tgx| + senxcosx — cosxsenx = —cosx In|secx+ tgx|.

Consequentemente, a solucdo geral da equacgao diferencial linear considerada é
y(x) =Cicosx+Cysenx —cosxln|secx+ tgx|,
com Cj,C, constantes reais arbitrarias.

Consideremos a equagao diferencial linear completa de ordem 3

"

Y +a1(x)y" +ax(x)y' +az(x)y = b(x), (2.35)

onde aj,ay,as e b sdo funcdes definidas e continuas num intervalo / C R .

Admitamos que {y1,y2,y3} € um sistema fundamental de solugdes da equacdo diferencial linear
homogénea associada a equagao diferencial (2.35). Entdo uma solugao particular da equagao diferencial
(2.35) é definida em I por

yp(x) = Fi(x)y1 (x) + F2(x)y2(x) + F3(x)y3(x) (2.36)

com Fi, F, e F3 fungdes a determinar pelo Método da Variacdo das Constantes.

Temos

Yp(x) = F{ (x)y1 (x) + F (x)y2(x) + F1 (x)' (x) + P2 (x)y5 (x) + F5 (x)y3 (x) + F3(x)y3 (x)

€, S€ assumirmos
F{(x)y1(x) + F3 (x)y2(x) + F3 (x)y3(x) = 0,

obtemos
Yp(x) = Fi(x)y (x) + Fa (x)y3 (x) + F3 (x)y3(x).

Consequentemente,

Yp(x) = F{ ()Y (x) + Fy ()Y (x) + Fy (x)y5 (x) + F2(x)y (x) + F3 (%) (x) + F3 (x)y3 (x)

€, Se assumirmos
F ()Y} (x) + F5 (x)y5 () + F5 (x)y3(x) = 0
obtemos

yp(x) = Fi(x)y] (x) + Fa(x)y5 (x) + F3(x0)y5 (x)
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donde resulta

Y (%) = F{ (0¥ (x) + F1 ()3 (x) + F2 (x)y (x) + F2(x)y5” (%) + F3 (0)y5 () + F3(x)5' (x)

e, substituindo na equagdo (2.35), obtemos

(F{ (0)y (x) + F1 (x)y" (x) + F3 ()35 (x) + Fa (x)y5 (x) + F5 (x)y5 (x) + F3(x)y5' (x)) +
+a1 (x) (Fy (x)y] (x) + F2 (x)y5 (x) + F3(x)y5 (%)) + a2 (x) (F1 (x)y] (x) + F2 (x)5 (x) + F3 (x)y5(x) )+
+a3 (x) (F1 (x)y1(x) + F(x)y2(x) + F(x)y3(x)) = b(x),

ou seja,

Fy(x) (3" () + a1 (0)y7 (x) + a2 (x)y) (x) + a3 (x)y1 (x)) + F2 () (5 (%) + a1 (x)y3 (%) + a2 (x)y5 (x) + a3 (x) 2 (x))+
+HF3(x) (5" (%) + a1 (x)y5(x) + a2 (0)y3 (x) + a3 (x)y3 (x)) + F{ (0] (x) + F5 (x)y3 (x) + F5'(x) = b(x).

Uma vez que y1,ys € y3 sdo solucdes da equagdo diferencial linear homogénea associada a equagdo

diferencial (2.35) temos

W' (%) + a1 (0)y7 (x) + a2 (x)y (x) + a3 (x)y1 (x) = 0

Y2 (%) + a1 (x)ys (x) + a2 (x)y5 (x) + a3 (x)y2(x) = 0

Y5 (x) + a1 (x)y5(x) + a2 (x)y3 (x) + a3 (x)y3 (x) = 0

e, portanto, obtemos
F{ (x)y7 (x) + Fy (x)y5 (x) + F5(x)y5 (x) = b(x).

Consequentemente, as fungdes F|, F; e F; sdo as solugdes do sistema

F{ (x)y) () + Fy (x)y5 (%) + F5 (x)y5(x)
F{(x)y{(x) + F3(x)yy (x) + F5(x)y5(x) = b(x)

As fungdes F1, F> e F3 determinam-se por integragdo directa das solugdes obtidas. Substituindo em

(2.36) obtemos uma solucdo particular da equacao diferencial (2.35).

Exemplo 2.38. Consideremos a equacdo diferencial linear de coeficientes constantes
"o 6y" + 11)7/ —6y = e4x
A equacdo diferencial linear homogénea associada a esta equagao diferencial é a equagdo

///_6yll+11yl_6y:0

65



Equacgdes Diferenciais 2.4. Equagdes Diferenciais Lineares de ordemn > 1.

cuja equagdo caracteristica é
5'—6s°+11s—6=0.

Uma vez que o polindmio caracteristico associado a esta equacdo diferencial linear homogénea tem
as raizes reais simples r| = 1, r» =2 e r3 = 3, a solugdo geral desta equacao diferencial linear homogénea
é

y(x)=Cie"+C e 4+ C3e*,

com Cy,C,,C3 constantes reais arbitrarias.

Vamos determinar uma solucdo particular da equagdo diferencial considerada utilizando o Método
da Variacdo das Constantes.

Uma solugdo particular da equagao diferencial considerada € dada por
yp(x) = Fi(x) e* + F(x) e® + F3(x) e**,

onde F,F; e F3 s@o obtidas a partir das solugdes do sistema

/ 1 3x
Fl(x)e* + Fj(x)e* +Fj(x)e* = 0 Fi(x) = e
Fl(x)e" +2F(x) e +3F(x)e¥ = 0 <= F(x) = —e*
1
F{(x)e" +4F)(x)e® +9Fj(x)e’* = ¥ Fjx) = 3 e*

Por integracdo directa obtemos entio

1
Fl ()C) = 863)(
1
Fz(x) = —5 er
1
Fx) = Eex
e, portanto,
yp(x) = le3xe _ leheh_{_lexe&c _ le4x
6 2 2 6

Consequentemente, a solugdo geral da equagdo diferencial linear considerada é

1
y(x) =G ex+C262x+C363x+ge4x,

com Cy,C,,C3 constantes reais arbitrarias.

No caso geral da equacio diferencial linear completa de ordem n, (2.25), uma solucdo particular € da

forma
yp(x) = Fi(x)y1(x) + F2(x)y2(x) + -+ + Fa(x)yn (%) ,

onde {y,y2,...,y,} € um sistema fundamental de solu¢des da equagdo diferencial linear homogénea que
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lhe estd associada e Fi, F3, ..., F, se obtém por integracao directa a partir das solu¢des do sistema

F{(x)y1(x) + 5 (x)y2(x) + -+ 4 F (x)yn(x) =

F{ () () + Fy (x)y5 (%) + -+ + F(x)y5, (x) =
F )y 2 (0) + B (x)y; 2 () + -+ El(x)yp 2(x) = 0

F )y () + B )3 (x)+ -+ Fl(x)yp ' (x) = b(x)
Método dos Coeficientes Indeterminados

Vimos que, para determinar uma solucfo particular de uma equacao diferencial linear, podemos utilizar
0 Método da Variag@o das Constantes. Este método pode ser aplicado sempre que se conheca a solugao
geral da equacdo diferencial linear homogénea associada mas revela-se, em muitos casos, de dificil
aplicacdo.

O método mais simples, quando aplicavel, para determinar uma solucdo particular duma equacgao
diferencial linear é o Método dos Coeficientes Indeterminados. Este método consiste em admitir que
a solucdo particular procurada é de uma certa forma que, em geral, envolve coeficientes desconhecidos a
determinar de modo que aquela funcio satisfaca a equacao diferencial considerada e, para que o método
funcione, devemos ser capazes de determinar os coeficientes desconhecidos.

Para que este método seja aplicdvel as duas condi¢Oes seguintes devem ser verificadas:

e a equacdo diferencial a resolver é uma equacao diferencial linear de coeficientes constantes;

e 0 segundo membro da equacdo completa tem de ser solugc@o de alguma equacdo diferencial linear

homogénea de coeficientes constantes, ou seja, tem de ser combinagdo linear de funcdes do tipo
¥ ou  xe®™ ou  x'e®cos(Bx) ou  x/e*sen(fx).

com j ndo negativo e o, € R.

Antes de indicarmos o procedimento a adoptar no caso geral, vamos comegar por apresentar alguns
exemplos em que tentaremos, de uma forma intuitiva, determinar uma solugao particular de uma equagao
diferencial linear com coeficientes constantes. Como veremos em alguns destes exemplos, a forma da

solugdo particular procurada ndo depende apenas do segundo membro da equacao.

Exemplo 2.39. 1. Consideremos a equacao diferencial linear
y" —3y —4y=2senx.

Pretendemos determinar uma funcéo yp que verifique a equacdo diferencial considerada. Nao faz
sentido considerar fungdes como, por exemplo, e, Inx ou x2, ja que, independentemente da forma
como estas funcgdes e as suas duas primeiras derivadas sejam combinadas, nunca obteremos senx.

As fungdes Obvias a considerar sdo senx e cosx. Entdo admitamos que yp é da forma

yp(x) = Asenx+ Bcosx
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com A e B constantes a determinar por forma que esta funcio seja uma solucio da equagdo consi-
derada. Uma vez que

yp(x) = Acosx — Bsenx

yp(x) = —Asenx — Bcosx
obtemos

(—Asenx — Bcosx) —3(Acosx — Bsenx) —4(Asenx+ Bcosx) = 2senx <
<= (—A+3B—4A)senx+ (—B—3A —4B)cosx = 2senx <=
<= (—5A+3B)senx+ (—3A —5B)cosx = 2senx

donde resulta o sistema

5
—5A+3B = A =1
<~ 3
—-3A-5B = 0 B =
17
Entdo a fungdo yp definida por
(x) > senx + ) cos
X) = ——senx+ — Ccosx
P 17 17

€ uma solugdo particular da equacgdo diferencial considerada.

2. Vamos determinar uma solu¢do particular da equagdo diferencial linear

y' =3y —dy =42,

Pretendemos determinar uma funcdo yp que verifique a equacao diferencial considerada. Uma vez
que o segundo membro da equacdo é um polindmio do segundo grau, uma possibilidade 6bvia é
considerar a funcao yp da forma

yp(x) = Ax* + Bx+C

com A, B e C constantes a determinar por forma que esta funcdo seja uma solucdo da equacao
considerada. Uma vez que
Vp(x) =2Ax+B

Yp(x) =24

obtemos

2A — 6Ax — 3B — 4Ax* — 4Bx — 4C = 4x* <= —4Ax* + (—6A —4B)x +2A — 3B —4C = 4x*
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donde resulta o sistema

—4A = 4 A = -1
—6A—4B = 0 <{ B = 3/2
2A-3B—-4C = 0 Cc = —?
Entdo a funcdo yp definida por ; 3
1
— 24 -
yp(x) = —x —I—2x 2

€ uma solugdo particular da equagdo diferencial considerada.
3. Vamos determinar uma solu¢do particular da equagdo diferencial linear

//

y /_y// — 6x.

Pretendemos determinar uma funcdo yp que verifique a equagdo diferencial considerada. Uma vez
que o segundo membro da equagdo € um polindmio do primeiro grau, uma possibilidade ébvia a
considerar € a fun¢do yp da forma

yp(x) =Ax+B

com A e B constantes a determinar por forma que esta funcio seja uma solugdo da equacdo consi-

derada. Uma vez que

obtemos a igualdade

Entdo a fun¢do yp que procuramos nio pode ser um polindmio do primeiro grau.

Vamos entdo supor que yp € da forma
yp(x) = Ax* + Bx+C

com A, B e C constantes a determinar.

Calculando y}' e y} e substituindo na equag@o diferencial considerada obtemos

2A = 6x°

donde resulta o sistema

que € um sistema impossivel.

Entdo a solucgdo particular procurada ndo pode ser um polinémio de grau 2.
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Suponhamos entio que yp é da forma
yp(x) = Ax® + Bx* + Cx + Dx,

com A, B, C e D constantes a determinar.

Calculando y}' e y} e substituindo na equagdo diferencial considerada obtemos

—6Ax+6A — 2B = 6x

donde resulta o sistema
—6A = 6 A = —1
<~
6A—-2B = 0 B = -3
Consequentemente, a fung¢éo yp definida por

yp(x) = —x° — 357

¢ uma solugdo particular da equagdo diferencial considerada.

Observe-se que, neste caso, o segundo membro da equacao diferencial considerada é um polinémio
do primeiro grau, r = 0 é uma raiz de multiplicidade k = 2 do polinémio caracteristico da equacao
diferencial linear homogénea que estd associada a equacdo diferencial considerada e a solucdo

particular obtida é um polinémio de grau 3 = 2 + 1 da forma x*(—x — 3).
4. Consideremos a equacgao diferencial linear de coeficientes constantes

y —y=xe*.

Pretendemos determinar uma funcdo yp que verifique a equacgado diferencial considerada. Uma
possibilidade 6bvia a considerar € a fun¢do yp da forma

yp(x) = (aox +ar)e™.

com ag € a; constantes reais a determinar por forma que esta fungao seja uma solucio da equacao

considerada. Uma vez que
Yp(x) = age® 4 (3apx + 3a;) e** = (3apx+ 3a; +ag) >,

obtemos a igualdade

(3apx+3a; +ap) e — (apx+ay) e¥ = xe¥,

ou seja,
((2ap — 1)x+2a; +ap)e¥ =0.
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Desta igualdade resulta o sistema

2a0—1 = 0 a = 1/2
<~
2a1+ay = O a = —1/4
pelo que a fungdo yp definida por

yp(x) = (; - i) e

€ uma solugdo particular da equacgao diferencial considerada.

5. Consideremos a equacdo diferencial

y —3y=e¥.

Pretendemos determinar uma funcio yp que verifique a equagédo diferencial considerada. Uma

possibilidade 6bvia a considerar € a funcio yp da forma
yp(x) =Ae*.

com A constante a determinar por forma que esta fun¢@o seja uma solucio da equagdo considerada.
Uma vez que

Yp(x) =34e™,
obtemos a igualdade

0= e3x

Entdo a fungio yp que procuramos nio pode ser da forma yp(x) = Ae**.

Observe-se que, neste caso, temos que o = 3 € raiz de multiplicidade kK = 1 do polinémio carac-

teristico da equacdo diferencial linear homogénea associada a equacio diferencial considerada.

Tomemos

yp(x) = xAe*.

com A constante a determinar por forma que esta funcao seja uma solucio da equagao considerada.
Uma vez que
Vp(x) = Ae® +3xAe™ = (3Ax +A) e,

obtemos a igualdade
(BAx+A)e¥ —3x4e¥ = ¥ <= (A—1)e* =0,

donde resulta que A = 1.

Consequentemente, a fungdo yp definida por

yp(x) = xeXx
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€ uma solucgao particular da equacgao diferencial considerada.

Vamos entdo indicar, para efeitos de aplicacdo do Método dos Coeficientes Indeterminados, a forma
adequada da solucdo particular a ser procurada em trés dos casos em que este método € aplicavel. Sempre
que o Método dos Coeficientes Indeterminados seja aplicdvel, a determinag¢do de uma solugdo particular
de uma equacao diferencial linear de coeficientes constantes é feita utilizando um ou mais destes trés
casos.

Consideremos a equagdo diferencial linear de coeficientes constantes
n .
Y ) =b(x). (2.37)
j=0

Primeiro Caso: Suponhamos que o segundo membro da equagio (2.37) é um polinémio de grau m, isto
€,

b(x) = box" + b1 X" ' 4 by 1 x+ by,

com by, by,...,b, € Re by #0.
Neste caso a solugdo particular adequada € da forma
yp(x) = apx™ +ayxX™ ' -+ ap1x+ap

se r = 0 ndo € raiz do polindmio caracteristico da equacgao diferencial linear homogénea associada a

equagdo diferencial (2.37) e € da forma
yp(x) = X (apX™ + a x4+ @ 1x+ap)

se r = 0 € raiz de multiplicidade £ do polinémio caracteristico da equacdo diferencial linear homogénea

associada a equacdo diferencial (2.37).

Exemplo 2.40. 1. Consideremos a equagdo diferencial

y4+2y=x>+3x+1.

O polinémio caracteristico da equacdo diferencial linear homogénea que lhe estd associada é o

polinémio p(s) = s+ 2, pelo que r = 0 ndo é raiz deste polindmio.

Consequentemente, uma solucao particular desta equagao é a funcio yp definida por
_ 3 2
yp(x) = apx’ + a1x” +axx +as,

com agp,ap,az,as € R a determinar por forma que esta funcao seja solucio da equagao considerada.

Uma vez que yp(x) = 3apx? + 2a;x + az, obtemos

3a0x2 +2a1x+a; + 2a0x3 + 2a]x2 +2arx+2a3 = X +3x+1 ,
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ou seja,

2a0x° + (2a; + 3a0)x2 + (2az +2a;)x+2a3+a; = X +3x+1.

Desta igualdade resulta o sistema

2a9 = 1 apg = 1/2
2a1+3a9 = 0 a = —3/4
<~

2a0+2a; = 3 a = 9/4
2a3+a, = 1 az = *5/8

Entdo yp definida por

€ uma solugdo particular da equagdo diferencial considerada.

. Consideremos a equacdo diferencial

y(4) —2y" =x*+1.

O polinémio caracteristico da equacdo diferencial linear homogénea que lhe estd associada é o

polinémio p(s) = s* — 2s? pelo que r = 0 é raiz de multiplicidade k = 2 deste polinémio.

Consequentemente, uma solucao particular desta equagao é a funcdo yp definida por

yp(x) = xz(aox2 +ax+ap) = apx* +a1xX> + arx*,

com ag,aj,ay € R adeterminar por forma que esta funcao seja solu¢io da equagao considerada.

Uma vez que

Yp(x) = 12a0x* + 6a1x + 2a;

v (x) = 24a

obtemos, substituindo na equacdo diferencial considerada,
24ag — 2(12apx* + 6a1x+2a2) = x* 41,

ou seja,
—24a0x2 —12a1x+24a¢g —4ap = 241,

Desta igualdade resulta o sistema

~24ay 1 a = —1/24
—12a, = 0 <= 4¢ a = 0
24a0 —4ar, = 1 a = —1/2
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Consequentemente, uma solucdo particular da equagao diferencial dada é a funcdo yp definida por

Segundo Caso: Suponhamos que o segundo membro da equacio (2.37) tem a forma
b(x) = (box™ +b1x™ '+ + by 1x+by) €™,

com by, by,...,b,, x € R.

Neste caso a solugdo particular adequada é da forma
yp(x) = (doxm+alxm_1 + -t a1 x+ap) e

se r = o ndo € raiz do polindmio caracteristico da equacdo diferencial linear homogénea associada a

equacao diferencial (2.37) e é da forma
yp(x) = X (apr™ +a x4t ay1xFay)e®

se r = & é raiz de multiplicidade k do polindmio caracteristico da equagdo diferencial linear homogénea

associada a equacdo diferencial (2.37).

Exemplo 2.41. 1. Consideremos a equagdo diferencial
Y —y= (2 + e

O polinémio caracteristico da equacgdo diferencial linear homogénea que lhe estd associada é o

polinémio p(s) = s— 1 pelo que @ = 3 nio € raiz deste polinémio.

Consequentemente, uma solugdo particular desta equagdo € a funcdo yp definida por

yp(x) = (apx® +arx+ap) e,

com ag,aj,ay € R a determinar por forma que esta funcao seja solucio da equagao considerada.

Uma vez que

yp(x) = (2apx+ar)e¥ + (3apx® +3a1x+3ax)e*
= (3a0x2 + (2ao+3a1)x+a; +3a) e

obtemos
(3a0x2 + (2ap+3aj)x+a; + 3a2) et — (a0x2 +ax+ap) e = ()c2 +1) e’x,

ou seja,
(2a0x2 + (2a9 +2a1)x+ a1 +2a,) e¥ = (x*+1)e*.
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Uma vez que e>* # 0, para todo o x € R, esta igualdade é equivalente a

2a0x” + (2ap+2a1)x+a; +2a; =x>+1.

Desta igualdade resulta o sistema

2ay = 1 apg = 1/2
2a0+2a; = 0 <=4 a = —1/2
ar+2a = 1 a = 1/4

Entao yp definida por

a

L T S A ¥
yp(x) = <2x 2x+4>

€ uma solugdo particular da equacgdo diferencial considerada.

2. Consideremos a equacdo diferencial
y—y=(x*+1)¢e".

O polinémio caracteristico da equagao diferencial linear homogénea que lhe estd associada é o

polinémio p(s) =s— 1 pelo que @ = 1 é raiz de multiplicidade k = 1 deste polinémio.

Consequentemente, uma solucao particular desta equagao é a funcdo yp definida por
yp(x) = x(aox2 +ax+az)e* = (a0x3 +ax*+ axx)e*,

com ag,a;,a; € R a determinar por forma que esta funcio seja solu¢do da equagdo considerada.

Uma vez que

Vp(x) = (3apx® 4 2a1x+az)e" + (apx® + a;x® + arx) e

= (a0x3 + (3ap+ al)x2 + (2a; +a2)x + az) e*
obtemos
(aox3 + (3ag+a1)x* + (2a; + a)x+az) e’ — (apx® + a1x* + arx)e" = (x* +1)e",

ou seja,
(3a0x2 +2a1x+ay) e = (x*+1)e".

Uma vez que e* # 0, para todo o x € R, esta igualdade é equivalente a

3a0x2+2a1x+a2 =x>+1.
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Desta igualdade resulta o sistema

3a9 = 1 a = 1/3
29 = 0 <= a = 0
ar = 1 a) = 1

Consequentemente, uma solucdo particular da equagao diferencial dada é a fungdo yp definida por

yp(x) = <x; +x> e,

3. Consideremos a equacio diferencial
y/// _2y// +y/ _ (x+ l)ex.

O polinémio caracteristico da equacdo diferencial linear homogénea que lhe estd associada é o

polinémio p(s) = s> — 25 +s pelo que & = 1 é raiz de multiplicidade k = 2 deste polinémio.

Consequentemente, uma solucdo particular desta equagao é a funcio yp definida por

yp(x) = x*(apx +ay) e = (apx® + arx?)e*,

com ap,a; € R a determinar por forma que esta fungao seja solugao da equacao considerada.

Uma vez que

Yp(x) = (3apx* +2a1x)e* + (apx’ +arx?) e’

= (aox3 + (3ap+a; )x2 + 2a1x) e’

e
Ve(x) = (Baox*+ (6ag+2a1)x+2a1)e" + (apx’ + (3ag + a1 )x* + 2a;x) &*
= (aox® + (6ap +a1)x* + (6ap +4a; )x +2ay) e
e
YH(x) = (Bapx®+ (12ag +2a1)x + (6ag +4ay)) e* + (apx’ + (6ag + 2a; )x* + (6ag + 4a; ) x + 2a; ) &*

= (a0x3 + (9ag +ay)x* + (18ag + 6a; )x + 6ag + 6a1) e’
obtemos, substituindo na equacio diferencial considerada,

(—2a1x2+6a0x—|—6a0—|—2a1) e"=(x+1)e".
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Uma vez que e* # 0, para todo o x € R, esta igualdade é equivalente a

—26!1)62 + 6agx+6ap+2a; =x+1.

Desta igualdade resulta o sistema

—2a1 = 0 a = 1/6
6ag = 1 < a = 0
6a0+2a1 = 1 140 = 1

Consequentemente, uma solucdo particular da equagao diferencial dada é a funcdo yp definida por
yp(x) =

Terceiro Caso: Suponhamos que o segundo membro da equagdo (2.37) tem a forma
b(x) = (box’" +b X" by x+ bm) e* cos(Bx),

ou tem a forma
b(x) = (boxX™ +b1x™ '+ + by_1x+byy) € sen (Bx),
com by, by,...,by, 0, B €R.

Em cada um destes casos a solucdo particular adequada é da forma

yp(x) = (P(x)cos(Bx) + Q(x)sen(PBx)) e

com P e Q polinémios de grau m a determinar, se r = o + i ndo é raiz do polinémio caracteristico da

equacdo diferencial linear homogénea associada a equagao diferencial (2.37) e € da forma

yp(x) = & (P(x) cos(Bx) + Q(x) sen (Bx)) e

com P e Q polinémios de grau m a determinar, se r = & + i3 é raiz de multiplicidade k do polinémio

caracteristico da equacdo diferencial linear homogénea associada a equagao diferencial (2.37).

Exemplo 2.42. 1. Consideremos a equagao diferencial

2y +y = 3cos(2x).

O polinémio caracteristico da equacdo diferencial linear homogénea que lhe estd associada é o
polinémio p(s) = 2s+ 1 pelo que o + i} = 2i ndo é raiz deste polindmio.
Consequentemente, uma solucdo particular desta equacdo diferencial é a funcdo yp definida por

uma expressio da forma
yp(x) = Csen(2x) + Dcos(2x),
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onde C e D sdo constantes reais a determinar. (Note-se que, uma vez que o coeficiente de cos(2x)

¢ um polinémio de grau zero, C e D sdo polindmios de grau zero.)

Substituindo na equagéo diferencial dada e, atendendo a que yp(x) = 2Ccos(2x) — 2Dsen (2x),
obtemos
4Ccos(2x) —4Dsen (2x) 4+ Csen (2x) + Dcos(2x) = 3cos(2x),

ou seja,
(4C+D —3)cos(2x) + (—4D+C)sen(2x) = 0.

Desta igualdade resulta o sistema

12
4C+D = 3 ¢ =17
<~ 3

C—4D = 0 D = >
17

Consequentemente, a funcio yp definida por

12 3
yp(x) = 17 5en (2x) + 7 cos(2x)

€ uma solucgdo particular da equacgao diferencial considerada.

2. Consideremos a equacdo diferencial

vy +y=xsenx.

O polinémio caracteristico da equacgao diferencial linear homogénea que lhe estd associada é o

polinémio p(s) = s*> + 1 pelo que o + i = i é raiz de multiplicidade k = 1 deste polinémio.

Consequentemente, uma solucéo particular desta equagdo diferencial € a funcdo yp definida por

uma expressao da forma

ye(x) = x((pox+ p1)senx+ (gox+qi)cosx)
= (pox2 + p1x)senx + (qox2 +q1x)cosx,

onde pg, p1, qo € g1 sdo constantes reais a determinar. (Note-se que, uma vez que o coeficiente de
senx é um polinémio de grau um, P(x) e Q(x) sdo polinémios de grau um.)
Substituindo na equagdo diferencial dada e, atendendo a que

yh(x) = (p0x2 + (—4q0 — p1)x+2po — qu) senx-+

+(— gox* + (4po — q1)x +2q0 +2p1 ) cosx,

obtemos

(2p0x2 —4gox+2pg — 2q1) senx + (4p0x+ 2q0 + 2p1) COSX = xsenx,
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ou seja

(2p0x2 + (—4g0 — 1)x+2po — 2¢1) senx + (4pox +2g0 +2p; ) cosx =0,

o que implica
2pox® + (—4qo — 1)x+2po—2q, =0
4pox+2q0+2p1 =0.

Destas duas dltimas igualdades resulta o sistema

,

4pg = 0 po = 0
—4q0—1 0 q = —1/4
2po—2q1 = 0 <= g = 0

4pg = 0 0 =0
2g0+2p; = O p1 = 1/4

Consequentemente, a fung¢do yp definida por
( ) o X x2
yp(x) =  senx— - cosx

€ uma solugao particular da equacgao diferencial considerada.
Observacao 2.43. Observe-se que na discuss@o que acabamos de apresentar:

e 0 primeiro caso pode obter-se do segundo tomando o = 0 e pode obter-se do terceiro tomando
a=0efB=0;

e 0 segundo caso pode obter-se do terceiro tomando § = 0.

Consequentemente, nos casos em que o Método dos Coeficientes Indeterminados € aplicavel, a determinacio
de uma solucido particular de uma equagdo diferencial linear homogénea de coeficientes constantes pode

sempre fazer-se recorrendo apenas ao terceiro caso apresentado na discussdo anterior.

Na determinacdo de uma solucdo particular de uma equacao diferencial linear de coeficientes cons-
tantes utilizando o Método dos Coeficientes Indeterminados torna-se ttil o resultado seguinte que é

habitualmente designado Principio da Sobreposi¢ao dos Efeitos.

Teorema 2.44. Consideremos a equacdo diferencial linear ordem n
Y a;(x)y" ) = by (x) + ba(x) + ...+ bu(x), x€T
Jj=0

onde, para cada i € {1,2,...,m}, b; é uma fungdo continua em I, para cada j € {0,1,2,...,n}, aj é uma

fungdo continua em I e ap(x) é ndo nula em I.
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n

Se, para cada i € {1,2,...,m}, y; for uma solugdo particular da equagdo Z aj(x)y("—j) = b;i(x),

j=0
entdo yp definida por
yp(x) = y1(x) +y2(x) + ... +ym(x)
é uma solugdo particular da equagdo dada.
Demonstracdo: Sejaic {1,2,---,m}, arbitrario. Como, por hipétese, y; € solugdo particular da equacdo
n

diferencial linear ) a; (x)y""~7) = b;(x) temos, para todo o x € I,
j=0

Y a7 = byi(),
j=0

ou seja,
ap ()" +ar ()" e an(x)yi = bix) .

Somando membro a membro as m igualdades obtidas temos, para todo o x € I,

ap(x)

(ngE

a0+t B = 3
= - i=1 i=1

™=
[

m
0 que permite concluir que yp = Z y; € uma solugao particular da equagao
i=1

m

i‘z)aj(x)ygnj) = Z bi(x)

i=1
como pretendiamos. [ |

Exemplo 2.45. Consideremos a equacio diferencial
y—y=+De*+(x*+1)e".
Uma soluc@o particular desta equagao diferencial € a fungao yp definida por
yp(x) = y1(x) +y2(x)
onde y; é uma solucdo particular da equacao diferencial
y—y=(2+1)e¥
e yp é uma solugdo particular da equagao diferencial

Y —y=(*+1)e"
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Tendo em atengdo o Exemplo 2.41 temos

pelo que a fungdo yp definida por

1, 1 1 3
yp(x) = <2x2+ §x+ 4> e + <x3 +x> e

€ uma solugdo particular da equacgdo diferencial considerada.

Exercicios 2.5: 1. Determine a solucgio geral das seguintes equagdes lineares de primeira ordem:

2 1
() y — Zy="
X X 5

(b) y' senx+ ycosx = sen“x

©) xy+y—e"'=0,x>0
d ¥+ %y =e'x?
2. Calcule a solugdo particular que satisfaz as condi¢des
(@) YxInx+y—Inx=0ey(e) =0;
(b) Yy —y=senxey(0)=0.

3. Determine a fungao f que satisfaz a seguinte equacao diferencial
(xf(x)) =e™" = f(x), x#0

sabendo que f(1) =0.

4. Em cada uma das alineas seguintes determine, utilizando o Método da Variacdo das Cons-

tantes, a solucdo geral da equacao diferencial linear considerada.
X

e
@ " =2 +y=—
(b) ¥y +y= cosecx

© Y =3"+4/ -2y=
2x

X

COsSx

(d ' =3y +2y= e
(e) y +ycosx = senxcosx
5. Em cada uma das alineas que se seguem determine a solucdo geral da equacdo diferencial
linear de coeficientes constantes considerada.
(a) Yy +y = senx
(b) x+y+y' =0
(©) y+y =e*
(d) 2y"—4y' —6y =3e™
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(e) ¥ +2y =4sen(2x)

() ¥ +y=(x+1)e*

@ Y +2y=xe?

(h) ¥y +y=senx

(i) y +y = —3cos(2x)

(G) ¥ +y = cos(3x) + sen (3x)
(k) y"—y' —2y=cosh(2x)

() y"+y +4y=2senhx
(m) Yy +4y =x

() ¥ =y =y +y=2e

() Y"+y"+y +y=e"+4x
(p) " —y=2senx

(@ YW =y =24 ¢*

(r) y¥ —y=3x+cosx

(s) Y/ =y—2cosx

2.4.3 Resolucao de Problemas de Cauchy Usando Transformadas de Laplace

Consideremos o problema de Cauchy

{Ocy/+ﬁy = b(t)
y(0) = o,

onde yp,a,f € Re a0 # 0.
Admitamos que conhecemos a transformada de Laplace da funcdo b (que existe para s > s) € que y

e y admitem transformada de Laplace para s > a. Temos entdo

ZL{ay' + By} = Z{b(1)}

donde resulta, pela linearidade da transformada de Laplace,

aZ{y'}+BL{yt =2{b(1)},

para s > max{a,sp}.
Sendo Z{y} = Y (s) temos, pela propriedade da transformada da derivada, £{y'} = s¥ (s) —y(0) e,

portanto, obtemos
o(sY (s) =¥(0)) + BY (s) = L{b(x)} <= (as + B)Y (s) = ayo + L{b(x) }

donde se obtém, para as + 8 # 0,
ayo+ Z{b)}

Yis) oas+ B

Y
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para s > max{a,sp}.

A determinagéo de y reduz-se agora a determinagdo da transformada de Laplace inversa de Y (s).

Exemplo 2.46. 1. Consideremos o problema de Cauchy

—y 4+2y=te'
y(0) =1

e vamos determinar a sua soluc@o usando a transformada de Laplace, supondo que -Z{y} =Y (s)

e Z{y'} existem para s > a, sendo o valor de a determinado posteriormente.

Desta igualdade resulta, atendendo a que .£{y’'} = sY(s) + 1 e a linearidade da transformada de
Laplace,
—sY(s) —142Y(s) = L{te'}

donde resulta, atendendo a que Z{re'} = 5 paras > 1,

L
(s—=1)

1 —s2 4252
(—s+2)Y(s)— 1= W —Y(s)= m

para s # 2.

Temos entao

§2—25+2 }

y<t>:$_1{(—s+2)(s—l)2

Uma vez que
-2 +2s—2 -2 Lot
(s—2)(s—1)2 s—2 s—1 (s—1)2

temos
2

o {<—s+2><s—1>2} -7 {s—z+s—1+<s—1>2}

B 1

= 2 e e

= —2e¥ e +ré

= —2e¥+(1+1)¢
Consequentemente, a solucio do problema de Cauchy considerado é a funcdo y definida por
y(t) = 2"+ (1+1)e'.

Observe-se que podemos agora afirmar que Y (s) estd definida para s > 2.

2. Consideremos o problema de Cauchy

y —2y=tée
y(1)=0
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Para determinar a solugdo deste problema de Cauchy nao podemos utilizar directamente a trans-

formada de Laplace, uma vez que ndo nos ¢ dado o valor de y na origem.

No entanto se efectuarmos a substitui¢do de varidvel definida por z(r) = y(¢ 4+ 1) obtemos o pro-

blema de Cauchy
7 —2z=(t+1)e"!
z(0)=0

cuja solucéo pode ser obtida usando a transformada de Laplace, supondo que Z{z} = Z(s) e

Z{Z'} existem para s > a.

Atendendo a que £{7'} = sZ(s) —z(0) = sZ(s) e a linearidade da transformada de Laplace, temos

L7 -2zy = ZL{}-22{z}
= sZ(s)—2Z(s)
= (s—2)Z(s)

e, atendendo a que {7’ — 2z} = L{(t+1)e'" '} e

LLi+1) et —e L (1+1)e'} = — ©
(D) ez (@4} = g+ 5
para s > 1, vem, para s # 2,
e e es
—2DZ(s) = — 5+ —— = = .
(s=2)20) = T+ 5= A P TP
Uma vez que
es 2e 2e e

(s—=2)(s—1)2 s-2 s—1 (s—1)2

w0 = 20 b orer e ()

= 2ee¥ —2ee —ete.

temos entao

Consequentemente, a solu¢do do problema de Cauchy considerado € a fungdo y definida por
y(t) =2ee? 2 —2ee ' —e(r—1)e ' =2e7 1 — (14 1)¢".

Utilizando um raciocinio anidlogo, podemos utilizar a transformada de Laplace e as suas propriedades
para determinar a solu¢do de um problema de Cauchy que envolva equagdes diferenciais lineares de
coeficientes constantes de qualquer ordem, desde que se conhega a transformada de Laplace da fungdo

que figura no segundo membro da equacio.
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Exemplo 2.47. 1. Consideremos o problema de Cauchy

y'—2y' —8y=0
y(0)=3
Y(0)=6
e vamos determinar a sua solugdo usando a transformada de Laplace supondo que .Z{y} =Y (s),
ZL{y'} e £{y"} existem para s > a. O valor de a serd determinado em fun¢do da solugéo obtida.
Atendendo a que

o Z{y}=5Y(s)—y(0)=sY(s)—3,

o L} =5 (s) ~3(0) ~y(0) = ¥ (s) ~ 35— 6

e a linearidade da transformada de Laplace, temos
2" =2 =8} = 2{'t-22{} -82{y}
= §°Y(s)—35—6—2sY(s)+6—8Y(s)
= (s*—25—8)Y(s)—3s
e, atendendo a que .Z{y" — 2y’ — 8y} = .Z{0} e £{0} = 0 vem, para s> — 25 — 8 # 0,

3s

(S2—2S—8>Y(S)—3S:0<:,>Y(S):m

Temos entdo

Uma vez que

temos

3s 1 2 1 2
-1 _ o1 _ ol -1 L a2 o
< {s2—2s—8} < {s+2+s—4} < {s+2}+2‘$ {s—4} e haen

Consequentemente, a solu¢do do problema de Cauchy considerado é a fungdo y definida por

y(t) =e 2 +2e*.

Podemos agora afirmar que a transformada Y () esta definida para s > 4.

2. Consideremos o problema de Cauchy

Y +4y = 5cos(31)
(0) =2
Y(0) =2
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e vamos determinar a sua soluc@o usando a transformada de Laplace supondo que Z{y} = Y (s),

L'} e £{y'} existem para s > a. O valor de a serd determinado em fungéo da solugdo obtida.

Atendendo a que .Z{y"} = 5?Y (s) —sy(0) —y'(0) = s?Y (s) —2s — 2 e & linearidade da transformada

de Laplace, temos

2"+t = 2P +42{y}
= 2V (s)—25—2+4Y(s)
= (s*+4)Y(s)—25—2

e, atendendo a que .£{y" —2y' —8y} = £ {5co0s(3t)} e L{5co0s(3t)} = 257s’ para s > 0, vem
s

+9
55 S5s 2s+2
2 Qs =_""_ =
(s"+4)Y(s)—25—2 S2+9<:>Y(S) (s2+9)(sz+4)+s2+4‘

Temos entao

_ Ss 2542
=" :
¥t) {(s2+9)(sz+4)+s2+4}
Uma vez que
Ss +2s—|—2_ 2 n 3s 1
(s24+9)(s>+4)  s2+4  $2+4 244 249

temos

2 3s 1
1 = 27! ~
¥(t) {s2+4+s2+4 s2—|—9}

=7 {s2+4 3z s2+4 Z s2+9

1
= sen(2t)+3cos(2f) — g Sen (31).

Consequentemente, a solu¢do do problema de Cauchy considerado € a funcdo y definida por
1
y(t) = sen(2t) +3cos(2t) — g sen (3¢).

Podemos agora afirmar que a transformada Y () estd definida para s > 0.

Exercicios 2.6 Em cada um dos exercicios que se seguem resolva, utilizando transformadas de Laplace,

o problema de Cauchy considerado.
L LY r=e
| y(0)=2

5 { 3y —y =cost
¥(0) =1

3 { —y' +y = senh(2t)
y(0)=0
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4. { 2/ +3y= e
y(0) =5

s { 3y —4y = sent
y(0)=1/3

6. { y +3y=te*
y(0)=0

{ X —x=1
7.
x(0) =—1

y" —y=>5¢'sent
8. { y(0)=0
Y(0)=1
Y 4y +5y=e"
9 y(0)=1
Y(0)=0
y' —y = €' cost
10. { y(0)=0
Y(0)=0

2.5 Equacoes Diferenciais nao Lineares de Ordem n > 1.

Nesta sec¢do consideramos equagdes diferenciais de ordem n > 1 da forma
G('x7y7y/7"‘7y(n)):0‘ (2.38)

Em certos casos, efectuando uma adequada mudanca de varidvel, é possivel baixar a ordem desta
equagdo reduzindo o problema da integra¢do da equacdo diferencial original ao da integracdo de uma
equagdo diferencial de ordem mais baixa. Apresentam-se seguidamente alguns exemplos deste tipo de

equagdes, bem como as correspondentes mudangas de varidvel aconselhdveis em cada caso.

1. Equacées da forma G(x,y®,...,y(")) = 0 (onde ndo aparece a varidvel dependente, y,

nem as suas primeiras k — 1 derivadas).

Efectuando a substitui¢io de varidvel definida por y¥) = z obtém-se a seguinte equacio diferencial de
ordemn—kemzex
G(x,z,... ,z("fk)) =0.

Supondo conhecido o integral geral desta equagdo z = z(x,Cy,...,Cy—¢), onde Cy,...,C,_j sd0 cons-
tantes reais arbitrdrias, determina-se o integral geral da equagdo original efectuando k primitivagcdes
sucessivas na equagao

y® = 2(x,Cp,y. .., Cyy) -
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Exemplo 2.48. Vamos determinar o integral geral da equacio diferencial de ordem 5

1
YO — —y® =0,
X
Efectuando a mudanca de varigvel definida por y*) = z, com z funcdo de x, vem

1
7——-z=0
X

que € uma equagdo de primeira ordem de varidveis separaveis e cuja solucdo geral é
z=0Cx,

com C constante real arbitraria.
Temos entdao
y¥ =cCx

e, integrando sucessivamente quatro vezes, obtemos
y= C1x5 +C2x3 —|—C3x2 + Cyx+Cs,

C N . e
onde C; = —,(,,C3,C4 e Cs sdo constantes reais arbitrarias.
5!

Observacao 2.49. 1. Em particular, consideremos a equagdo de segunda ordem

y' = f(x,y) (2.39)

onde ndo aparece a varidvel dependente y.

Efectuando a substitui¢do definida por y’ = z obtemos a equagio

7= f(x2)

que € uma equacio diferencial de primeira ordem em z e x.

Suponhamos que € possivel determinar o integral geral desta equagdo e escrevé-lo na forma

z=F(x,C}), onde C; é uma constante real arbitréria.

Obtemos entdo
y = F (X ) Cl) 5

e, portanto,
X
y= / F(x,Cl)dx—i-Cz,

com C; constante real arbitraria, € a solu¢do geral da equacdo (2.39).

Exemplo 2.50. Consideremos a equacdo diferencial de segunda ordem
1
y// +- y/ —0.
X
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Efectuando a substitui¢do y’ = z obtemos a equagdo diferencial de primeira ordem

1
7+-2=0
X
cujo integral geral é da forma

com Cj constante real arbitraria.

Substituindo agora z por y' obtemos a equagéo diferencial de primeira ordem

y=9,
X
cuja solucdo geral
y=Cilnlx|+C,

com Cj e C; constantes reais arbitrarias se obtém por integracao directa.

2. Suponha-se que na equagao diferencial (2.39) a funcio f ndo depende da varidvel independente.

Neste caso aquela equacdo diferencial toma a forma

cujo integral geral se pode sempre determinar pelo método j4 atrds exposto.

Exemplo 2.51. Consideremos a equacao diferencial de segunda ordem
Y'+(/)?=0.
Efectuando a substitui¢do definida por y’ = z obtemos a equagdo diferencial de varidveis separaveis
74722 =0.

Supondo z # 0 obtemos a equacéo diferencial de varidveis separadas

1,
-2 +1=0
2
cujo integral geral é da forma
1
——+x= Cl 5
Z

com Cj constante real arbitraria.
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Substituindo z por y’ obtemos
1
- +x=0Cy,

/

ou seja
, 1

- x—C;

y

cuja solucdo geral é dada por

y=Ilx—C||+C

com Cj e C, constantes reais arbitrarias.

2. Equacoes da forma G(y,y', ... ,y(”)) = 0 (onde ndo aparece, explicitamente, a varidvel indepen-
dente x).

Neste caso a ordem da equacdo pode ser reduzida de uma unidade mediante a substitui¢ao definida
por y' = z sendo z considerado como fungdo de y, z = z(y). Consequentemente z é fungéo (composta) de
X.

Pelo Teorema da Derivada da Fun¢do Composta temos

donde resulta, atendendo a que z(y) =y (x),

Y'=2"0)y (0)2(0) +2Z ()7 )y (x) = 2" 3) (z(3))* + (£ () 2()

e, assim sucessivamente, para as derivadas de ordem superior.

A substitui¢do indicada conduz a uma equacdo da forma

H (y,z,z'(y), . ,z(”’l)(y)> =0

de ordem inferior uma unidade relativamente a primeira.

Consideremos, em particular, o caso da equacdo diferencial de segunda ordem

Y =rmy).

Efectuando a substitui¢do definida por y' = z, com z fung¢io de y, vem

2= f(»z).

que € uma equacao diferencial de primeira ordem em z e y, com z funcdo de y.
Suponhamos que é possivel determinar a solugao geral desta equacdo z = F(y,C;), com C; constante

real arbitraria. Temos entdo
y = F (y ) Cl)
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ou, analogamente,
dx 1
dy F(y7 Cl)

sempre que F(y,C)) seja diferente de zero.

Consequentemente

Y 1
x= | ———dy+GC,
/F<y,c1> YT

com C; constante real arbitraria, serd a solucio geral da equacio diferencial dada.
Exemplo 2.52. Integrar a equacao diferencial de segunda ordem

1
;y” =2(y')*, y#0.

Efectuando a substitui¢io de varidvel definida por y' = z, com z fung@o de y, temos y” = zZ/, pelo que
a equacdo dada toma a forma

1

3
-7 =22°, (2.40)
Yy
que € uma equacio em z e y de varidveis separaveis.

Supondo z # 0 obtemos a equagdo de varidveis separadas

1,
—7 —2y=0
22 Y

cujo integral geral é dado por

ou seja,

z ] y
/—zdz—/Zydyzcl,
z
1

1
2 2
Z <
onde C; é uma constante real arbitrria.

Temos entao

1
Soya
ou seja,
, 1
Y=
Por integracdo imediata, supondo C; > 0, temos
y= _\/ICTarCth)j]—i_Cz’

com C) constante real arbitraria.

Obtemos entdo a equacio

1 y
4+ —arctg —+C, =0,
y C; gC1 2

com C) constante real positiva e C, constante real arbitrdria, que é o integral geral, na forma implicita,
da equacdo diferencial considerada.
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Se a fun¢do f ndo depender de ¥’ a equacdo a considerar é da forma

e, portanto, apés a substitui¢do z = y’, vem

que é uma equacio em z e y de varidveis separéveis.

3. Equacdes da forma G(x,y,..., y(")) =0 (onde G € a derivada de uma expressao diferen-
cial dada ®(x,y,...,y" V) de ordem n — 1).

Neste caso facilmente se determina o que se designa por primeiro integral da equacdo diferencial
dada que é uma equagiio de ordem n — 1 contendo uma constante arbitraria e que é equivalente !> a

equagao original. De facto, a equacgdo diferencial dada pode tomar a forma

dd

0
dx ’

o que significa que terd de ser
¢@JJU~JWM):CH

onde C| é uma constante de integracio.

Exemplo 2.53. Integrar a equacio diferencial

2
w'+ ()" =0.
Esta equagdo pode tomar a forma
(') =0
e, portanto, vird
w=0C

que € uma equacio diferencial de primeira ordem de varidveis separadas cujo integral geral é dado por

2

y
E - Cl-x = CZ )
onde C, é uma constante real arbitraria.
Consequentemente
y2 =Cx+C,

com C = 2C; e C' = 2C, constantes reais arbitrarias é o integral geral da equacéo dada.

1210 sentido de que as solugdes da primeira sdo solucdes da segunda e vice versa
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Exercicios 2.7: 1. Determine o integral geral das seguintes equacdes diferenciais.

@ y' -4y =0

() y'—yy =0

© y'=9=0
11\2

() y///+(y ) —0

(e) xylll+y// — 1 +x
(®) ¥ 4+ = cos(4x)

2. A equacio diferencial de segunda ordem
P(x)y"+0(x)y' +R(x)y =0 (2.41)
diz-se exacta se puder ser escrita na seguinte forma
+(f(x)y) =0 (2.42)

onde f é uma fungdo determinada pelos coeficientes P(x), Q(x) e R(x) que supomos serem

“suficientemente diferencidveis”.

A equagdo (2.42) pode entdo ser imediatamente integrada obtendo-se a equagdo diferencial

linear de primeira ordem P(x)y’ + f(x)y = C, com C constante real arbitraria.

(a) Determine as condigdes a que devem obedecer os coeficientes P(x), Q(x) e R(x) por
forma que a equacdo (2.41) seja exacta.

(b) Verifique que € exacta a equagdo

x2y//+xy/ —y=0
e integre-a pelo método atrds proposto.
3. Em cada uma das alineas que se seguem, verifique se a funcdo apresentada € solucao da
equacdo diferencial dada.
(a) xy' —4y =0 tem soluciio y = Cx*, com C € R arbitrario;

1
() (v)>—yy + e =0 tem solugio y = Ce* + c com C € R\ {0} arbitrdrio;

2 2
() y= (y’)2 —xy' + % tem solugdo y = Cx+C> + %, com C € R arbitrario;

(d) y?+(y')?y* = 1 tem solucio definida implicitamente por (x —C)?+y*> = 1,com C € R
arbitrario.

4. Resolva os problemas de Cauchy seguintes:

y +2ty> =0
(a) {

y(0)=1
b) { y —ytgx = secx
¥(0)=1
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/

xy — =X
() YT +1
y(1)=0
. <2y+ 13) 3
y =
(d) x—1
@)=-2
N=T5
/L x et
(e) Y 1 +xy X
y(1)=0
5. Em cada uma das alineas que se seguem determine a solucdo geral da equacdo diferencial
considerada.

(a) y = e

(b) y'=9y=0

©) Y"+2y"+2y =0

@ (xy*+x)dx+ (y+x2y)dy =0

@ Yy +x* =1

) Y'+y=x

(@ YW+ =2 +x

(h) x> +xy =3x+y

() xy =xe*+y

() xy" 42y +xy =0, efectuando a substitui¢cio definida por z = xy;

(k) Y=y —2y=4e¥

(1) y" —y= senx
(m) x(x*>+1)y +2y=0

(n) (x*41)y” —2xy 42y = 2, efectuando a substitui¢io definida por y = xz;
(0) 2xyy =% +3y?

(p) (x+y+1)dx = (2x+2y— 1)dy, efectuando a substitui¢do definida por y = z —x;
(@ Y'+y=x*senx

(r) y' —ky =0, com k parAmetro real;

(s) Y +xy=x+Inx

2 2
—X“+1x

)X =—5—-
© x xt? 412
/ x+y_2

u =

Wy —x+y—4
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2.6

Solucoes dos exercicios propostos

Exercicios 2.1

1.

(@)

(a) forma implicita; segunda ordem;
(b) forma implicita; primeira ordem;
(c) forma implicita; segunda ordem;
(d) forma implicita; segunda ordem:;
(e) forma implicita; terceira ordem;

(f) forma implicita; primeira ordem;
(g) forma implicita; primeira ordem;
(h) forma implicita; segunda ordem:;
(i) forma implicita; segunda ordem;

(j) forma implicita; primeira ordem.
@1 € ¢, sdo solugdes.
Nenhuma das funcdes € solucio da equagdo considerada.

(a) Basta substituir @, @’ definida por ¢'(x) = (2C; +2 +4x)e* —4Cre * e ¢” definida por
¢"(x) = (4Cy + 8+ 8x) e* + 16C, e ~** na equagdo dada.

(b) Basta substituir ¢ e ¢” definida por ¢”(x) = —C) cosx — C; senx na equacéo dada.

(a) s=3o0us=-3.

(b) s=0ous=—1.

. solugdo geral: y = —senx+Cix+C,, com C1,C, € R.

Uma vez que y(0) = 0 implica C; = 0 e y'(0) = 1 implica C; = 2 obtemos a solugio
y=2x— senx.
3
(a) y= 3 +arctgx+C, C € R;
(b) y=xarctgx—InV1+x2+C,CeR,;
x? 2x

2
(c) y:fe“x——ze“x+—3e“x+C, com C € R;
a a a

(d) y=In(arctgx)+C, C € R.

Zedx
a

1 1 1
(b) y= va 1—x%+ 3 arcsenx -+ 5

(@ y=

B

-1
(a) Basta substituir y e y' definida por y’ = m na equagdo considerada.
X

(b) Uma vez que y(1) = —1 implica C = —2 temos a solugdo y =

1
7 comx € R\ {2}.
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1
(c) Uma vez que y(1) =0 implica 5c
particular satisfazendo a condicao indicada. Observe-se, no entanto, que y = 0 € uma solugao

=0 e esta equagdo ¢ impossivel, ndo existe uma solucao

singular que satisfaz a condi¢@o indicada

Exercicios 2.2

1. (@) y=Ce**, comCeR;

(b) cosecy+ cotgy =Ce %", com C € R;

—1
(© ot ,com C € R;
y+1 X
1 3
(d) yzi( —;x) +C,comC €R;

(e) y=Ccosecx, com C € R;
(f) y=tg(—arctgx+C),com C € R;
(2) y=tg(In|x|+C),com C € R;

c
(h) 1+y* ==, com CER;
X

D y=i—% "~ CeRy
@y n2_1]-C comC €

G y=In ,comC € R;

1
1-Ce*

1
k) (y— l)ey+e‘x+§e—3x =C,com C € R;
1
(1) y+aln(y*+a*) —x+ - =C,com C €R;
x

1 1
(m) 3 cos(20) + 5 cos(2¢) = C, com C € R que se pode escrever na forma
cos(20)+cos(2¢) =K, com K € R;

() Iny/]v2—1]+1In+/|1 —u2| =C, com C € R que pode ser escrita na forma 1 —v? = C(1 —u?),
comC € R.

2. (a) y:2—3ﬂcosx;
(b) y= —
©) V1-y+V1I-x2=1.

3. @ i -

. —

) 2-2z
b i 7= .
(®) z+1

ii. 3x+y+2Injx+y—1/=C,comC € R.

Exercicios 2.3

2
1. (a) ;—yZ—ln|y| =C,comC e R;

(b) y=xIn(C+1In|x|),com C € R;
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(c) % In

3
2))3—1‘—1—1n|x| =, comC €R;
X

2 2
VYV 6 comCER:

(d) arctg Y _ In
x x|x|

IR
X X

\ﬁ 2y+x
+ —arct
28 8 V7x

1 3
@) 71n‘X—1’+71n +lnlx| = C, com C € R;
4 lx 8

1+
) cosX—l—ln\x\ =C,comCeR.
x

3y? —x?

¥2

x\  2(I+sen(1/2)) x
d) y <1+seny> = cos(1/2) cos;.

1 In4
2. (a) 3ln‘ —l—ln\x\—i—%zo;

x2+2y?
3. In{
(@) In )

CeR;

+1In|x| = C, com C € R que pode ser escrita na forma In /x> +2y* = C, com

(b) 5y—5x—In((15x+10y—1)?) =C,com C € R;

8 2 y2> <4y4+3x4>
¢c) —arctg | —= | +In{ ——— | +In|x| =C, com C € R;
© Jeares (20 225 o

d ln‘lnX’ “Infx| =C, com C € R.
X

7 —
(e) 1n\/\—4(y—1)2—|—3(y—1)(x+1)—(x+1)2\+£arctg7 =C, com
CeR;
2 5
() ?ln\y—x+1\+7ln]y+x—1\ =C,comC e R;

(2) arctg%—ln\/(y—FS)z—k(x— 1)2=C,comC € R.
Y

Exercicios 2.4
1. (a) equacdo diferencial: 9y" — 6y’ +y = 0;

solucdo geral: y = C; e*/3 +C2xex/3, com C1,C € R;

(b) equagdo diferencial: y"” + 3y” +2y = 0;
solugdo geral: y=C;+Cre* +C5 e 2, com C,(;,C3 €R;

(c) equacdo diferencial: y”' = 0;
solugdo geral: y =C; 4+ Cox+ Csx2, com C1,C,C3 €R;

(d) equacdo diferencial: y(© 4 6y() + 17y(*) 428y +28y" 4+ 16y’ +4y = 0;
solucdo geral: y = e *((Cj + Cax)cosx + (C3 + Cax) senx + Cs + Cgx), com C; € R para
i€{l,2,...,6};

(e) equacio diferencial: y*) 4 2y" + 14y" + 18y +45y = 0;
solugdo geral: y = e *(Cj cos(2x) 4+ Casen (2x)) + C3 cos(3x) + Cyasen (3x), com C; € R para
i€{1,2,3,4};

2. (@ y=Ce*+GCe ¥ comC,C, €R;
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(b) y=Cjcosx+Cysenx+ C3 + Cyx,com C; € R, para i € {1,2,3,4};

(©) y=Cre ¥ +Cre* +C3e* +Cy,com C; € R, parai € {1,2,3,4};

(d) y=C)+Cox+C3x> +Cpe* +Csxe*, com C; € R, para i € {1,2,...,5}
(e) y=C)+Cox+C3x* +C4e, com C; € R, parai € {1,2,3,4};

(f) y=Cie*+Coxe*, com C1,Cr € R;

(2) y= e *(Cicos(2x) +Cysen(2x)), com C;,C; € R;

(h) y = e*(C;cos(5x) + Cysen (5x)), com C1,C; € R;

1) y=Ce"+C e % com C;,C; € R.

Exercicios 2.5

1
1. (a) y= —x+§+Cx2, comC € R;

C
(b) y= a _cosx+ ,comC € R;
2senx 2 senx

X

C
(©) y:e—+—,comC€R;
x  x

X

(d) y:e —;C,comCGR.
X

1
2. (a) yzilnx_ﬂnx;

1 1
(b) y= —5 CosX — S senx — Eex.
e’ e * 2
3. = —+—.
) x X2 + ex?

4. (a) y=e"(C1+Cox—x+xIn|x|),com C;,C; € R;
(b) y=(C) —x)cosx+ (C>+In|senx|)senx, com C;,C; € R;

(c) y=¢* (C1 +Cycosx+Cysenx+In | secx+tgx| —xcosx+senxln | cosx|), com Cy,Cr,C5 €R;

(d) y=-¢e" <C1 +1n o 1> +(Co4+x—In(e*+1)) e*, com C1,C; € R.

() y=senx—1+Ce™>"* com C € R;

1
5. (a) y:C1+Czcosx+C3senx—§xsenx, com C1,(,,C3 € R;
®b) y=Cie*—x+1,comC| € R;
1
() y=Cre ™+ 1 e*, com C; € R;

1
d) y=Ce¥+Cre ™ — Eez", com C1,C; € R;

1 1
(e) y=C +Ce ¥ — 3 sen (2x) — Ecos(2x), com C,C € R;

1 2
) y=Cie "+ <3x—|— 9) e, com C; € R;

1
(g y= <C1 + 3x3> e >, com Cy €R;
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1 1
(h) y=Cre "+ 3 senx — 3 cosx, com C; € R;
6 3
(i) y=Cie ™" — 3 sen (2x) — 3 cos(2x), com C; € R;

2 1
() y=Cie "+ s sen (3x) — gcos(3x), com C; € R;

6

1 1
k) y= <C1 +x) e2x+Cze_x+§e_2x, com C,C € R;

oM y= e /2 (Cl cos (\/21»5)6) +Cysen (?x)) +

1 1
ge"— Ze’x, com C;,C; € R;

1
(m) y=Cj+Cycos(2x) +Cssen (2x) + gxz, com C1,C,,C3 € R;

1
(n) y= <C1 +Cox+ 2x2> e'+Ce ", com Cp, G, G €R;

1
(o) y= <C1 + x) e *+Crcosx+Cysenx+4x—4, com C,Cr,C5 € R;

2

3 3
) y= e /2 (Cl cos ({x) + Cy sen <\2[x>> +C3e* — senx+cosx, com C;,C,,C3 € R;

1 1
@ y=C+Cx+ <C3—|—2x> e'+Cse " — EX4_X

2, com C1,C2,C3,C4 €R;

1
) y=Cie"+Cre " +Cssenx+Cycosx — 3x — szenx, com C;,C,,C3,C4 € R.

Exercicios 2.6

5 1
l.y=Z-e 24 -¢;

3 3
2.y= —%Ct/3 - Tl()cost—i— l%sent;
3. y=—%e”—ée‘”+§e’
4. y= %e“’_,_%e—&/z;
5.y= %G_MB — ;—Ssent— gcost;
6. yz—%&%%r&%%e*“.
7. x(t)=—-1

8. y(t) =3¢ — e —2¢€'cost — €'sent

2

1 5
9. y(t) = ~e '+ e Hcost+ 3¢ ‘sent

2 2

1 1 1
10. y(1) = 3 Ee’cost—i— Ee’sent
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Exercicios 2.7

1. (a) substituicdo: y' = z;
solucdo geral: y = C; e* +Cy, com C1,C; € R;
(b) substitui¢do: y' = z, com z fungdo de y;
solugdo geral: C1y+ éy3 +C,=0,comC;,C; € R;
(c) substituicdo: y = z;
solucgdo geral: y = Ce* + C,, com Cy,C; € R;
(d) substitui¢do: y” = z, com z fungio de y;
solugdo geral: Ciylny+Coy+C3 =0, com C1,C,,C3 € R;
(e) substituicdo: ¥’ = z;

1 1
solugdo geral: y = §x2 + EX3 + Cixlnx+ Cox+ C3, com C;,C,C3 € R;

(f) substituigdo: y(3) =7

cos(4x)—Cre ™ +Cox? +C3x+Cy, com G € R,

1 1
solugdo geral: y = RVERT] sen (4x) + e

paratodooi € {1,2,3,4}.

2. (a) P deve ser uma funcdo duas vezes diferencidvel, Q deve ser uma funcdo diferencidvel e deve
verificar-se a igualdade R(x) = Q'(x) — P"(x).

C
b) y= —2—1 +xC,, com C1,C; € R que pode ser escrita na forma y = le_l + x K>, com
X
K, K, € R.
3. -
4, = —
@y s
1+x
(b) y= ;
CcoSX
~ x(x—1+Inx)
(C) y_ x+1 b
13
d y=——;
(d y >
2x
= e ™1 .
e y=(x+1)e n<x+1)

1
5. (a) y:—iln(C—Zex),comCER;
(b) y=C1e¥*+Cre*, comC;,C, € R
(c) y=C1+ e *(Cycosx+Cssenx), com Cy,C,,C; € R;
C
d) y* =
@ 1+x2
(e) y=+v3x—x3+C,comC €R;

3 3
® y= e'/2 <C1 cos <\2fx> + Cysen ({x)) +Cs3e *+x,com Cy,Cp,C3 € R;

—1,com C € R;
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3 4

(g) y=Cicosx+Cysenx+Cs +C4x—x2+x—+x—

R.
6 12,ComC1,C2,C3,C4€ )

1
(h) y= —§x2+2x+ln(x— 1)2+C,comCeR;

(i) y=—xIn (ln

Cicosx+ Crsenx

C
D, comC € R;
X
0y
k) y=Cie* +Cre ™+ e*, com C;,C; € R;

3 3 -
1) y=e/? (Cl cos ({x) +Casen ({x)) +C3e' + et et senx’ com C1,(,C3 €R;

,comCy,C, € R;

2
1
(m) y—C<1+2>,comC6R;
X
() y=1+Cix+Cy(x*—1),com C,C> € R;

(0) y* = —x*>+Cx?,com C € R;

(p) 2y—x—In|x+y|=C, com C € R;
x X x?
@ y= <C1—|——> cosx+ <C2—|—4> senx, com Ci,C, € R;

4 6
C cos(Vkx) +Cysen (vkx), comC,Co €R sek <0
r) y=1< Cix+GC, comC;,C, €R sek=0
Cle‘/zﬂ—Cze*ﬂ", com C;,C; € R sek>0

1
(s) y= x>+ Exlnzx—i—Cx, comC € R;

11
® lnlf‘—f—f:C,comCGR;
t X t

(u) ln\/(y—3)2+(x+1)2— arctgy_? =C,comC€R.
x
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Capitulo 3

Séries Numeéricas

3.1 Definicoes e propriedades

Seja (a,) uma sucessdo de nimeros reais.

Definicao 3.1. Chama-se série numérica de termo geral a, ao par ((a,), (s,)) constituido pela sucessao

(an) e pela sucessdo (sy), onde, para cadan € N,

S, = ar+ay+---+ay,
n
= Zak.
k=1

Aos niimeros reais aj,as, - - ,d,, - -- chamamos fermos da série de termo geral a,, € a0os ndmeros reais
S1,82,+* ,8,,- -+ chamamos somas parciais da série de termo geral a,,.

A sucessao de termo geral s, chamamos sucessdo das somas parciais da série de termo geral a,,.

Para representar a série de termo geral a, € habitual utilizar uma das simbologias
a1+a2++an+

ou
oo
Y @
n=1
ou

Y an.

neN

Se a sucessdo das somas parciais (s,) for convergente, isto &, se o limite

lim s,
n—r—oo

existir e for finito dizemos que a série de termo geral a, é convergente e que o valor do limite é a sua

soma. Neste caso escrevemos



Séries Numéricas 3.1. Defini¢coes e propriedades

onde s = lim s,,.
n—y—+oo

Se a sucessdo das somas parciais € divergente, isto €, se o limite

lim s,
n—y+-oo

nao existir ou for infinito dizemos que a série de termo geral a,, é divergente.

Observacao 3.2. 1. Em muitos dos exemplos que apresentaremos vamos considerar o caso em que a
sucessao dos termos da série € a sucessao (dp,dp+1,dp12, ** ,dpin, - - ), para algum p € Ny. Neste

caso a série é representada por
—+oo
Y an
n=p
e a sucessdo das somas parciais € a sucessao (s,,)nzp = (sp,sp+1 ,++), onde, para cada n > p,

n
Sp = Z Ay
k=p

¢ a soma dos termos até a ordem n.

2. No que se segue, para exprimir que vamos averiguar se uma série ¢ convergente ou divergente

utilizaremos a expressao estudar a natureza da série.
—+oo
Exemplo 3.3. 1. Consideremos a série de termo geral a, = (—1)", ) (—1)". A sucessdo das somas
n=1
parciais desta série € a sucessdo (s,) onde, para cada n € N, se tem

—1 senéimpar
Sy =
0 senépar

Uma vez que ndo existe o limite lim s, a série dada é divergente.
n—

+oo
&1 1
Z <n_n+1>

n=1

2. Consideremos a série

O termo geral da sucessdo das suas somas parciais é

Y T Y R
Sn = 2 273

1 1
n n+l1

Consequentemente

. . 1
lim s,= lim (1— =1
n—r—+oo n—+oo n+1
e, portanto, a série considerada é convergente e tem soma 1. Podemos entdo escrever

fl 1 _q
= \n n+1)

n
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Séries Numéricas 3.1. Defini¢coes e propriedades

3. Consideremos a série de termo geral a, =n—+1

~+oo

Z(n—l—l).

n=1

A sucessdo das somas parciais desta série € a sucessao (s, ), onde, para cadan € N,

N Zak

ja que s, é a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética de primeiro termo 2 e

razao 1.
Como 5
. . 3n+n
lim s, = lim ——— = +o0
n—+oo n—r+o0
concluimos que a série dada é divergente.
4. Estudar, em fungdo de o € R, a natureza da série
—+oo
Y o
n=1

Seja (s,,) a sucessdo das somas parciais desta série, onde

n
o= Yo
=1

= noa.

Se o > 0, entdo

(1) = e

e a série considerada é, neste caso, divergente.

Se o < 0, entdo

) =

e a série considerada é, neste caso, divergente.
Se ax = 0, entdo

e =0

e a série considerada é, neste caso, convergente.
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Séries Numéricas 3.1. Defini¢coes e propriedades

Consideremos as séries

o0
Y a 3.1)
n=1

e
+o0
Y an (3.2)
n=p

com p > 1.

Vamos ver que as duas séries t€ém a mesma natureza, isto €, ou sdo ambas convergentes, ou sao ambas
divergentes.

ja (s, u a iai érie (3. ja (80 ) > u a 1ai
Seja a sucessdo das somas parciais da série (3.1) e seja (s,),>p a sucessdo das somas parciais da

série (3.2). Temos, para cadan € N,
n
Sp = Z 223
k=1
e,paracadan € {p,p+1,--- ,n,---},
n
S; = Z ay .
k=p

Entdo, paracadan € {p,p+1,---,n,---},

/ /
Sy =8p —8Sp—1 <= Sp = S, + Sp—1

donde resulta que

lim s/, = lim (s, —s,_
n——+oo n n%Jroo( " P 1)

ou seja,

lim (s, +s,_1) = lim s
n%+°°( n P 1) n—+-oo "

e, portanto, as sucessoes (s,) € (s),)n>p Ou sdo ambas convergentes ou sdo ambas divergentes.
Acabamos de provar que a natureza de uma série ndo depende dos seus p — 1 primeiros termos, isto
é, que a natureza de uma série ndo se altera se suprimirmos os seus p — 1 primeiros termos.

Consequentemente, a maioria dos resultados que se estabelecem para uma série

oo
) an
n=1

podem ser estabelecidos para a série
~+oo
)
n=p

que da primeira se obtém suprimindo os p — 1 primeiros termos.

Note-se que no caso em que as séries (3.1) e (3.2) sdo ambas convergentes € possivel concluir, pelas

propriedades dos limites, que

lim s, = lim (s, +s,_1)=s5,_1+ lim s .
n— oo " n—>+°°( n P 1) p=1 n—stoo !
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Podemos entdo escrever, em caso de convergéncia,

foo foo
Zan:sp_1+ Zan.
n=1 n=p

A série apresentada no Exemplo 3.3-2 € um exemplo de um certo tipo de séries que sdo usualmente
designadas por séries telescopicas ou séries de Mengoli.

De um modo geral uma série de Mengoli ¢ uma série cujo termo geral se pode escrever como
diferenca de dois termos de uma sucessao distinta da sucessao das suas somas parciais.

Seja
—+oo
L @
n=1
uma série de Mengoli. Entdo existem uma sucessao (u,) € um nimero natural p tais que ou
Qp = Uy — Up1p

ou

Ap = Upyp — Uy .

Suponhamos, sem perda de generalidade, que se tem a,, = u,, — u,,. O termo geral da sucessao das

somas parciais desta série é

n
Sy, = Zak

k=1
n
= ) (e — i)
k=1
n n
i 2 M
n+p
= Yu- Y w
k=1 k=p+1
n—+p
- Yur Y u-Yu-Yow
k=p+1 k=p+1 k=n+1
p n+p
= Yuw— ) w
k=1 k=n+1
pelo que (s,,) converge se e so se a sucessdo de termo geral
Vn =Upt1+ -+ Unyp
é convergente. Neste caso, temos
lim s, = wi+--+u,— lim v,.
n—r—+oo n—r—+oo
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Se a sucessdo (u,) for convergente temos que lil_ll_l Vp=p lirf u, e podemos escrever
n——+oo Nn— oo

lim s, = w+-+u,—p lim u,.
n——+oo n—r+-oo

Observacao 3.4. 1. No caso em que a, = U4, — U, temos

n+p P
Sn = Z Up — Z U
k=n+1 k=1

2. No caso em que p = 1, isto é, no caso em que para cada n € N, a, é a diferenca de dois termos

consecutivos de uma sucessao temos

Uy —Upy1 S€ Ap = Uy — Up4]
Sp =

Upy1 — UL S dp =Upt] — Up

Exemplo 3.5. 1. Consideremos a série

+oo n
Z In .
= n+l
Atendendo a que, para cadan € N,
In =Inn—In(n+1)
n+1

tem-se que a série considerada € uma série de Mengoli.

Consequentemente
sp, = Inl—In(n+1)
= —In(n+1)
e, portanto,
ngl—li-lwsn - ngl—lklw(_ 1H(I’l+ 1))

o que permite concluir que a série considerada é divergente.

2. Consideremos a série

*i 4

= n—1)(n+3)
Como ¢€ sabido podemos escrever

4 A B

(n—l)(n+3):n—1+n+3 (3.3)
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onde A e B sdo constantes reais a determinar.

Para determinar estas constantes atenda-se a que de (3.3) resulta 4 = A(n+3) + B(n— 1), donde

resulta o sistema,

A+B = 0 A = -B B = —1
- =
3A—B = 4 44 = 4 A =1
Entao
G4 g
= nm-1)n+3) =\n—-1 n+3

donde se conclui que a série considerada é uma série de Mengoli. Note-se que o termo geral desta

série é da forma u,, — u, 4 com u, = 1 Consequentemente
" 1 1
e
o \k—1 k+3
Sy
o k-1 = k+3
i 1 n+4 1
o k-1 k-1
5 n n n+4
I e I R M =
okl k- =6k k=
25: 1 n+4 1
imk—1 S k-1
= H—l—i-l—i—l 1 ! + ! + !
- 2 3 4 n n+l n+2 n+3

B +25 1+ 1 . 1 L 1
- 12 n n+l1 n+2 n+3

e, portanto,

S0

: : . . 25
0 que permite concluir que a série considerada é convergente e tem soma Tk Podemos entdo

escrever
¥4 »
= n-1)(n+3) 12°

A proposicao que apresentamos a seguir dd-nos uma condi¢ao necessaria para que uma série numérica
seja convergente.

oo
Proposicao 3.6. Se a série Z ay € convergente, entdo
n=1

lim a,=0.
n—y+-oo
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3.1. Defini¢coes e propriedades

Demonstracdo: Seja (s,) a sucessdo das somas parciais da série considerada.

Por hipdtese existe s € R tal que

lim s, =s
n—y—+oo

Consideremos a sucessdo de termo geral s, que é uma subsucessdo da sucessdo (s,). Entdo a

sucessdo (s,1) € também convergente e

lim s,,1=s.
n—r+-oo

Consequentemente

(ot = 0n) =0

e, uma vez que S,4| — Sy = dp+1, obtemos

lim anp+1 = 0
n—-+oo

0 que equivale a afirmar que

lim a,=0
n——+-oo

como pretendiamos.

E consequéncia imediata da Proposicdo 3.6 que se ndo existe o limite

lim a,
n—r—+oo

ou se este limite existe mas € diferente de zero, entdo a série de termo geral a, € divergente.

Como ja foi referido, a Proposi¢do 3.6 é apenas uma condicio necessdria para que a série de termo

geral a, seja convergente. Assim, no caso em que

lim a,=0
n—y—+oo

nada se pode concluir sobre a natureza da série, podendo esta ser convergente ou divergente.

Exemplo 3.7. 1. Consideremos a série
o0 2
Y (1=
= n—2
Como
2n
se
) n—2
(1) =5 =
n- 2n
35—, S¢
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Séries Numéricas 3.1. Defini¢coes e propriedades

temos que nao existe o limite

. 2n
lim ( (—1)"
n—r—~oo n—2
j& que a subsucessdo dos termos pares converge para 2 e a subsucessdo dos termos impares con-
verge para —2.
Concluimos entdo, pela condi¢do necessdria de convergéncia de uma série, que a série dada é

divergente.

2. Consideremos a série de termo geral
ap =nsen—.
n

Esta série é divergente porque

1 sen —
lim <nsen>: lim T”:l;éo.

n——+oo n n—y—+oo
n
3. Atendendo a que, para todo o p <0,
lim — = 4o
n—s—+oo pP
concluimos que, para todo o p < 0, a série
f 1
n=1 nb
¢ divergente.
4. Consideremos a série
f 1
o Vvn+1 '
Temos
lim =0

n—+e \/n+1

pelo que nao podemos usar a condicao necessaria de convergéncia para determinar a natureza desta
série.
Vamos entdo estudar a sucessdo (s,) das suas somas parciais cujo termo geral é

“ 1

Sn:Zﬁ

k=0

Uma vez que, para todo o k € {0,1,--- ,n}, se tem vk+ 1 < v/n+ 1 concluimos que, para todo o

ke{oala"'an}’
1 1

> .
vk+1— /n+1
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Consequentemente
1 1
"t vn+1
n+1vezes
donde se conclui que
1
Sp 2 ol =vn+1

vn+1

e, portanto, o limite

lim s,
n—y+oo
Se existir € +oo.
Entio a série dada é divergente.
5. Consideremos a série
+oo 1
2n
n=0 3
Como
Iim — =0
n—s—oo 31

a andlise do termo geral desta série nada nos permite concluir sobre a sua natureza. Vamos entao

fazer o estudo da sucessao (s,) das suas somas parciais.

O termo geral da sucessdo das somas parciais desta série é

1 1
=1t gt gy

que € a soma dos n+ 1 primeiros termos de uma progressdo geométrica de primeiro termo 1 e

n+1
- (5)
_ 3

razdo 1/3. Entdo

1

1—=

3
donde resulta que ;
L

Concluimos entdo que a série dada é convergente e tem soma 3 /2 podendo escrever-se

=103

S 20

A série que acabamos de estudar € um exemplo de um certo tipo de séries que se designam habitual-
mente por séries geométricas.

Uma série geométrica de razdo r € R\ {0} é uma série do tipo
oo
Y
n=0
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Uma vez que

0 se |r] <1
+oo se r>1
lim 7" =
n—r+oo 1 se r=1

ndo existe se r<-—1

concluimos, pela condi¢do necesséria de convergéncia de uma série que, no caso em que |r| > 1, a série
geométrica de razdo r é divergente.
Vamos ver que nos outros casos a série geométrica de razdo r € convergente.

Seja r € R\ {0} tal que |r| < 1. O termo geral da sucessdo das somas parciais da série em estudo é

que € a soma dos n+ 1 primeiros termos de uma progressao geométrica de primeiro termo 1 e razdo r.

Consequentemente

1— rn+1

Sy, = ——
" 1—r
€, portanto,
1— ! 1
lim s, = lim =
n—y—+oo n—+e | —7r 1—r

. . 1
pelo que, se |r| < 1, a série geométrica de razdo r converge e tem soma 1

Observacao 3.8. Poder-se-ia também ter definido uma série geométrica como uma série do tipo
oo
Y
n=1
comr € R.
O estudo deste tipo de séries € feito de modo andlogo ao apresentado concluindo-se também que se

|r| > 1 a série é divergente e se |r| < 1 a série é convergente. Convém no entanto notar que, no caso em

que |r| < 1, a soma da série é dada por

uma vez que a sucessdo das somas parciais desta série tem

termo geral
n 1—"

§ n
S, = ’=r
1_’

k=1

A proposicao que apresentamos a seguir inclui algumas propriedades das séries que s@o consequéncia
imediata das propriedades algébricas dos limites de sucessdes. Vamos demonstrar que € convergente a
série cujo termo geral € uma combinacdo linear (com coeficientes reais quaisquer) dos termos gerais de
duas séries convergentes. Demonstramos também que, sempre que o termo geral de uma série é uma
combinacdo linear dos termos gerais de uma série convergente (com coeficiente real qualquer) e de uma

série divergente (com coeficiente real ndo nulo), a série é divergente.

+o0 ~+oo
Proposicao 3.9. Sejam Z ape Z by, duas séries numéricas. Verificam-se as condicoes seguintes:
n=1 n=1
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~+oo +o0
(i) Se as séries Z a, e Z b, sdo ambas convergentes, entdo, para todos os o, € R, a série
n=1 n=1

o0

Z (Olan + an)

n=1
é convergente e podemos escrever

o0

oo oo
Y (aa,+Bby)=a) ay+BY by.
n=1 n=1

n=1

Foo oo
(ii) Se a série Z ay € convergente e a série Z by, é divergente, entdo, para todo o o € R e, para todo
n=1 n=1
o B € R\ {0}, a série
o0
Z (aan + an)

n=1

é divergente.

Demonstracio: (i) Sejam o, 8 € R, arbitrarios.

Por hipétese existem sy, s, € R tais que

s1 = lim
n—r+-oo

-
2

n
s2=lim | Y by
k=1

n——+oo

Seja (s,,) a sucessdo das somas parciais da série

~+oo

Z ((xan +ﬁbn) .

n=1

Utilizando as propriedades dos somatodrios temos, para todo o n € N,
n
Sy = Z (OCClk + Bbk)
k=1
n n
= o Z ai + ﬁ Z by .
k=1 k=1

Pelas propriedades algébricas dos limites de sucessdes concluimos que

n

n
lim s, = lim | o) a+BY b | =os +Bs
k=1

n—y—+oo n—r—+oo =1
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0 que prova que a série considerada é convergente e tem soma asq + 352. Podemos entdo escrever

~+oo

Z ((Xan —I—ﬁbn) = s +ﬁ52

n=1
—+oo —+oo

= « Z a,+ B Z b, .
n=1 n=1
(i) Sejam @ € Re B € R\ {0}, arbitrarios.
Por hipétese existe s € R tal que
g L) =+

k=1

A hipétese garante também que o limite

n
lim () b
note \ =

ou ndo existe ou € +o0 ou € —oo,
o0

Atendendo a que o termo geral da sucessdo das somas parciais da série Z (aan,+ Bby) é
n=1

n n
Sn:azak+ﬁ Zbk
k=1 k=1

concluimos, pelas propriedades dos limites de sucessoes, que o limite

n n
lim s, = lim (o) a+BY b
k=1 k=1

n— oo n—r+-oo0

ou ndo existe ou € 40 ou é —oo, 0 que permite concluir que a série em estudo é divergente, como

pretendiamos.
[ ]
Observacao 3.10. Utilizando a Proposic¢do 3.9 podemos obter as propriedades seguintes:
oo oo
1. Se a série Z a, € convergente e tem soma s, entdo, para todo o @ € R, a série Z (aay) é também
convergente e tem soma o.s;
(Basta, em (i), tomar = 0.)
~+oo ~+oo
2. Se as séries Z a, e Z b, sdo ambas convergentes e t&€m soma s; € s, respectivamente, entao a
n=1 n=1
~+oo
série ) (a,+b,) é convergente e tem soma s + s5.
n=1

(Basta, em (i) tomar ¢ = 1 = 3.)

oo +oo
3. Se a série Z by é divergente, entdo para todo f € R\ {0}, a série Z (Bby) é também divergente;

n=1 n=1
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Séries Numéricas

(Basta, em (ii), tomar & = 0.)
~+oo

oo oo
4. Se a série Z ay € convergente e a série Z b, € divergente, entdo a série Z (an +by) é divergente.
— n=1 n=1

n=1
(Basta, em (ii) tomar ¢ = 1 = f3.)
1. Para cada @ € R e para cada r € R consideremos a série

Exemplo 3.11.
+o0

Z(ar") .
n=0

Se a = 0, entdo para todos os n e r temos o = 0 pelo que a série dada €, neste caso, convergente

e tem soma igual a 0.

Suponhamos « # 0. Entéo, pela Proposicdo 3.9, concluimos que

convergente se |r| < 1

=0 divergente se |r| > 1

No caso em que |r| < 1 e @ # 0 podemos escrever

+oo a
Z (ar") =
n=0 -r
2. Consideremos a série .
g 1
(=)
= nn+1)
Atendendo a que a série
~+oo
Y1
n=1
€ divergente e a série
Ji" 1 B f (1 1 )
Zonn+l) =\n n+l

é convergente concluimos, pela Proposicdo 3.9, que a série considerada é divergente.

Note-se que o estudo da natureza da série considerada neste exemplo pode também ser feito usando

a condi¢@o necessdria de convergéncia de uma série ja que

1
Im (1-—— ] =1.
n—s—+oo nn+1)

fo0 oo +oo
3. Sejam Z a, e Z b, duas séries de nimeros reais tais que a série Z (an+5b,) é divergente ¢ a
n=1 n=1 n=1
~+oo
série ay é convergente.
n=1
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~+oo
Utilizando as propriedades das séries concluimos entdo que a série Z (5b,) é divergente e, por-
n=1
~+oo
tanto, a série Z b, é também divergente.
n=1

o0
Observacao 3.12. Note-se que a Proposi¢do 3.9 nada afirma sobre a natureza da série Z (an+by) no
n=1

~+oo o0
caso em que as séries Z ape Z b, sdo ambas divergentes.
n=1 n=1

Neste caso, como veremos nos exemplos que se seguem, a série que se obtém tanto pode ser conver-

gente como divergente.
foo +oo
Exemplo 3.13. 1. As séries Z (—n)e Z (n+5) sdo ambas divergentes.
n=l1 n=1
o0
A série cujo termo geral € a soma dos termos gerais das duas séries consideradas é Z 5 que é uma
n=1
série divergente.

~+oo ~+o0
2. As séries Z (—1)"e Z (—1)""! sdo ambas divergentes. No entanto, a série cujo termo geral ¢ a
n=1 n=1
soma dos termos gerais das duas séries que estamos a considerar € a série cujo termo geral é igual
a zero que é uma série convergente.

Exercicios 3.1: 1. Em cada uma das alineas que se seguem averigue se a série considerada é conver-

gente ou divergente e, caso seja convergente, calcule a sua soma:
o0
(@) Y ¥/n
n=1
< 99"
® 1 (i)
o0 3 n
(© Y} (=1)" (e)
@ Y =
Ry 7\" 10\"
o £((7) < (5))
® Y
(®
+oo n 1
) Y (2 —2,,)

®

S
|
—_
p—
+
—~
=
~—
=

o0 ~+oo
2. Sejam Z a, e Z b,, duas séries numéricas.
n=1 n=1

Suponha que existe p € N tal que a, = b,, paratodo o n > p.

Prove que as duas séries consideradas t&€m a mesma natureza.
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3.2 Critérios de convergéncia

Até agora temos considerado séries cuja natureza é simples de determinar analisando a sucessdo das suas
somas parciais.

No entanto, em muitos casos a natureza de uma série pode ser determinada sem fazer o estudo
daquela sucessdo. Nesta seccdo incluimos alguns critérios que permitem determinar a natureza de uma
série numérica. Apresentamos, em primeiro lugar, o Critério do Integral, o Critério de Comparagdo
e o Critério de Comparacdo por Passagem ao Limite que se aplicam a uma classe particular de séries
que sdo as séries de termos ndo negativos. Em seguida apresentamos o Critério de Cauchy e o Critério
de D’Alembert que podem ser aplicados a séries cujos termos ndo tém sinal constante. Finalmente
apresentamos o Critério de Leibnitz que s6 pode ser aplicado a um certo tipo de séries designadas séries

alternadas.

3.2.1 Critérios de convergéncia para séries de termos nao negativos
Definicao 3.14. Dizemos que a série

—+oo

L an

n=1
€ uma série de termos ndo negativos se, para todo o n € N, se tem a,, > 0.

—+oo
Seja Z a, uma série de termos nao negativos. Observe-se que, neste caso, a sucessao das somas
n=1
parciais (s,) € mondtona crescente. De facto, uma vez que para todo o n € N, @, > 0, tem-se

Spl = Sptaui1 = 8y

para todoon € N.

Uma vez que uma sucessdo mondtona crescente € convergente se e s se ¢ limitada superiormente,
concluimos que uma série de termos nao negativos é convergente se € sO se a sucessao das suas somas
parciais for limitada superiormente.

Acabamos de demonstrar a seguinte proposicao

+o0
Proposicao 3.15. Seja Z a, uma série de termos ndo negativos.
n=1
Entdo a série é convergente se e so se a sua sucessdo das somas parciais é limitada superiormente.

Exemplo 3.16. Consideremos a série
+oo 1

*' .
n—1 n.

Atendendo a que, para todo k € {1,2,--- ,n}, se tem k! > 25~1, conclui-se que a sucessdo (s,) das

somas parciais desta série é limitada superiormente.
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De facto, para todo o n € N, temos

21
Sn — ZE

IN
(agE

< 2.

Concluimos entdo que a série considerada € convergente.

Um dos processos que pode ser utilizado para estudar a natureza de uma série de termos nao negativos
consiste em estudar a natureza de um conveniente integral impréprio. Este processo, habitualmente

designado Critério do Integral, esta descrito na proposi¢ao que apresentamos a seguir.

Proposicao 3.17. Seja (a,) uma sucessdo de termos ndo negativos e f uma fungdo definida no intervalo
[1,4o0[ e tal que, para todo o n € N, f(n) = ay,.

Se f € decrescente no intervalo [1,+oo[, entdo a série
~+oo
Y an
n=1
e o integral improprio

/foo f(x)dx

tém a mesma natureza.

oo o0

Demonstracao: Para demonstrar que a série Z a, e o integral impréprio f(x)dx ttm a mesma
n=1 1

natureza basta provar que a série considerada ¢ convergente se e s6 se o integral impréprio considerado

é também convergente.
+o0
Para estudar a natureza da série Z a, temos de estudar a sucessé@o das somas parciais (s,) onde, para
n=1

cadan € N,

k=1
n
= Y /(K
k=1
Para estudar a natureza do integral impréprio
o0
f(x)dx
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temos de estudar a sucessdo (I,;), onde, para cadan € N,

I, = /lnf(x)dx.

Para cada n > 2 a soma

dad-nos a soma das areas dos n — 1 rectangulos de base [k,k+ 1] e altura f(k), com k € {1,2,--- ,n—1}.

Consequentemente, para cadan > 2,

n n—1
I, = /1 f(x)dx < k; f(k) .

Por outro lado, para cadan > 2, a soma

k=2
déd-nos a soma das dreas dos n — 1 rectingulos de base [k — 1,k] e altura f(k), com k € {2,3,--- ,n}, e,
portanto,
n n
Y < [ fde=1,
k=2 1
Atendendo a que
n—1 n—1
Zf(k) = Zak—snfl
k=1 k=1
e
n n
Y F0) =Y a=s,—a
k=2 k=2

tem-se, para todoon > 2,

Se o integral impréprio
+o0
[ fwa
1

é convergente, entao o limite

lim I,
n—r+-oo

existe e € finito e, atendendo a que a sucesséo (I,,) ¢ monétona crescente, concluimos que esta sucessao
¢é limitada superiormente.

A desigualdade s, —a; < I, implica entdo que a sucessdo (s,) é limitada superiormente e a Proposi¢éo
—+oo
3.15 permite entdo concluir que a série Z a, é convergente.

n=1
+o0

Reciprocamente admitamos que a série Z a, é convergente. Entdo a sucessdo (s,) é limitada su-
n=1
periormente donde resulta, atendendo a desigualdade I, < 5,1, que a sucessdo () é limitada superior-
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mente, logo convergente. Consequentemente o integral imprdprio

[ s

é convergente, como pretendiamos.

Observacao 3.18. Utilizando um raciocinio anilogo ao que foi utilizado na demonstrag@o da proposi¢ado
anterior, pode demonstrar-se que sendo (a,),>4, com g > 1, uma sucessio de termos nao negativos e f
uma fungdo definida no intervalo [g,+oo[ tal que, para todo o n > g, f(n) = a,, se f é decrescente no

intervalo [g, +<|, entdo a série

~+oo

)

n=q
e o integral impréprio

+o0
[ fwa
q

tém a mesma natureza.

Ja vimos que, para todo o p <0, a série
+oo 1

p
n=1 n

é divergente.
Vamos usar o Critério do Integral para estudar a natureza desta série no caso em que p > 0.

Para cada p > 0 consideremos a fun¢do f definida por

fi [l,4e] — R
X —_ —
Atendendo a que, para todo o x € [1, oo,

—P
f’(x):)ﬁ<0

temos que f € estritamente decrescente em [, +-oo[, logo decrescente neste intervalo.

Estamos nas condig¢des do critério do integral e, portanto, para cada p > 0, a série

+°°1

P
n=1 n

tem a mesma natureza do integral impréprio

+eo ]
/ —dx
1 xP

Uma vez que, para os valores de p considerados, este integral impréprio converge se p > 1 e diverge
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se p €]0, 1], concluimos que a série

Z 1
PR

nzlnp

habitualmente designada série harmdnica de ordem p, converge se p > 1 e diverge se p < 1.

Exemplo 3.19. Estudar a natureza da série

i" 1
S nin’n

Consideremos a func¢do
fw [2’+4n[ — R

Temos, para todo o x € [2,4-oo],

—In*x—31n’x
x2 Indx
—Inx—3
x2In*x.
O denominador desta frac¢do é positivo pelo que o sinal de f” € o sinal de —Inx — 3.
Uma vez que Inx+3 > 0 se e s6 se x > e, concluimos que f'(x) < 0, para todo o x € [2,+o[, 0
que garante que f € estritamente decrescente, logo decrescente, no seu dominio.
Estamos nas condi¢des do critério do integral e podemos concluir que a série dada tem a mesma

natureza do integral impréprio

oo
/ 5—dx.
2 xIn"x
Uma vez que
t ! 1
lim —dx = lim [ —(Inx)’dx
1=+ J2 xIn’x 1=+t J2 X

. -1 1
= lim >+ =
t=+ \21n“t 21In“2

concluimos que o integral impréprio é convergente e, portanto, a série considerada é também conver-

gente.

Na proposi¢do que apresentamos a seguir estabelece-se um critério para a determinagdo da natureza
de uma série de termos ndo negativos que é habitualmente designado Critério de Comparacao.

—+oo o0
Proposicao 3.20. Sejam Z ap e Z by, duas séries de termos ndo negativos tais que
n=1 n=1

0<a,<b,

122



Séries Numéricas 3.2. Critérios de convergéncia

para todo on € N.
Entdo verificam-se as condicées seguintes:

oo Foo
(i) se Z by, é convergente, entdo Z ay é convergente;
n=1 n=1

oo oo
(ii) se Z ay € divergente, entdo Z by, é divergente.

n=1 n=1

~+oo
Demonstracdo: (i) Seja (s,) a sucessdo das somas parciais da série Z ay ¢ (s),) a sucessdo das somas

n=1
~+oo

parciais da série Z b,.
n=1

Da hipétese resulta que, para todoon € N,

0<s, < s;l . (3.4)

o0
Como Z b, é convergente, a Proposi¢do 3.15 garante que a sucessdo (s),) é limitada superior-

n=1
mente.

Da desigualdade (3.4) deduzimos que a sucessdo (s,) é também limitada superiormente e, pela
—+oo

Proposi¢ao 3.15, concluimos que a série Z a, é também convergente.
n=1

—+oo
(i) Seja (s,) a sucessdo das somas parciais da série Y a, e (s},) a sucessdo das somas parciais da série

n=1
o0
Y b,
n=1

Da hipétese resulta que a desigualdade (3.4) se verifica para todo o n € N.
oo
Uma vez que a série Z a, é divergente tem-se, pela Proposicéo 3.15, que a sucessdo (s,) ndo é

n=1
limitada superiormente.

Da desigualdade (3.4) concluimos que a sucessdo (s/,) também ndo € limitada superiormente e,
o0

portanto, a série Z b, é divergente, como pretendiamos.
n=1

Exemplo 3.21. 1. Consideremos a série
oo 1

,1;,3"+1'

Uma vez que, para todo o n € Ng, 3" + 1 > 0, a série considerada € uma série de termos positivos.

Uma vez que, para todo o n € Ny,
3'"+1>3">0

concluimos que

1 1
0< <
S 143" = 3

(3.5)
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para todo o n € Nj.

Como a série

€ uma série geométrica de razdo, em mddulo, inferior a um, logo convergente, a desigualdade (3.5)

e o Critério de Comparacdo permitem concluir que a série dada é convergente.

2. Consideremos a série de termos positivos

=
n;z\/ﬁ—l'

Para cada n € N temos

0<2vn—1<2vx,

donde resulta
1 1

0 <
Son S a1’

(3.6)

paratodoon € N.
+oo 1

Como a série Z —— é divergente, as propriedades das séries permitem concluir que a série

n=1 n

+°°1

L3

n=1

é também divergente. Utilizando a desigualdade (3.6) e o Critério de Comparagdo podemos con-

cluir que a série

=
n;z\/ﬁ—l

€ também divergente.

3. Consideremos a série
7" 4 cos’n
Z o

n=1

Atendendo a que, para todo o n € N, se tem cos?n > 0 concluimos que

0< 7" <cos’n+7".

Uma vez que, para todo o n € N, 2" > 0, obtem-se desta tltima desigualdade

7 costn+7"
0sm="2
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donde resulta que, para todo o n € N,

n 2 n
0< <7> L oo nt T 37)

£()

. . 7 .
¢ uma série geométrica de razao 5© portanto, € divergente.

A série

Da desigualdade (3.7) e do Critério de Comparagd@o concluimos que a série

f 7" +cos’n
n=1 2
¢ divergente.

4. Consideremos a série de termos positivos

+oo 3

= Inn

Para todo o n > 2 temos 0 < Inn < n donde resulta que

1 1
—>->0
Inn — n
e, portanto, para todo o n > 2,
3
2 >n2>0. (3.8)
Inn
~+oo
Como a série Z n? é divergente, a desigualdade (3.8) e o Critério de Comparagdo permitem con-
n=2

cluir que a série em estudo € divergente.

A proposicdo que apresentamos a seguir, € habitualmente designada Critério de Comparacao por
Passagem ao Limite ou, simplesmente, Critério do Limite, e utiliza na sua demonstragdo a defini¢ao

de limite de uma sucessao e a Proposi¢ao 3.20.

—+oco ~+oo
Observe-se que, sendo Z a, uma série de termos ndo negativos e Z b, uma série de termos positi-
n=1 n=1
vos, o limite
. n
lim —
n—r+-oo bn

quando existe, ou € 4o ou € um nimero real ndo negativo.

oo +oo
Proposicao 3.22. Sejam Z a, uma série de termos ndo negativos e Z b, uma série de termos positivos.
n=1 n=1
Seja
. a
L:= lim .
n—r+oo bn

Entdo verificam-se as condicbes seguintes:
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o0 ~+oo
(i) se L€ R™, entdo as séries Z a, e Z b, tém a mesma natureza;
n=1 n=1
oo o0
(ii) se L=0 e a série Z by, é convergente, entdo a série Z ay é também convergente;
n=1 n=1
oo oo
(iii) se L = o0 e a série Z b, € divergente, entdo a série Z a, é também divergente.
n=1 n=1
~+oo +o0
Demonstracdo: (i) Para demonstrar que as séries tém a mesma natureza Z ape Z b, ttm a mesma
n=1 n=1
oo oo
natureza basta demonstrar que a série Z a, é convergente se e s6 se a série Z b, é também
n=1 n=1

convergente.

Resulta da hipétese que, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todo o n > p,

An
——Li<e.
b, ’

L
Tome-se € = 5 > 0. Entdo existe p € N tal que, paratodoon > p,

L a,
Z<m 2L
25p, ©

n

[\SR OS]

ou seja, atendendo a que b, > 0, paratodoon € N,

L 3
<2> b, <a, < <2L> b, .

Desta dupla desigualdade resultam, utilizando a hipétese, as desigualdades

3
0<a, < <2L> b, paratodoon > p 3.9
© 2
0<b, < <L> ay, paratodoon > p. (3.10)
oo oo
Admitamos que a série Z b, é convergente. Entdo a série Z b, é também convergente e, portanto,
n=1 n=p
a série

E((34)e)

€ também convergente.

+o0
Utilizando a desigualdade (3.9) e o Critério de Comparacao concluimos entdo que a série Z a, é
n=p
o0
convergente e, portanto, a série Z a, € convergente.
n=1
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(ii)

(1i1)

oo oo
Admitamos que a série Z ap € convergente. Entdo a série Z a, € também convergente o que
n=1 n=p
permite concluir que a série
f <2 )
Za,
n=p L
€ também convergente.
—+oo
Utilizando a desigualdade (3.10) e o Critério de Comparacdo concluimos entdo que a série Z by
n=p
~+oo
¢é convergente e, portanto, a série Z b, € também convergente.
n=1
Esté entdo provado que as duas séries consideradas t€m a mesma natureza.
oo oo
Admitamos que a série Z b, é convergente e que L = 0. Vamos provar que a série Z a, é também
n=1 n=1
convergente.
Como
. a
lim = =0
n—+oo bn
tem-se que existe p € N tal que, para todo o n > p,
a
0< <1
by,
donde resulta, uma vez que b, > 0,
0<a, <by, (3.11)
paratodoon > p.
oo oo
Uma vez que a série Z b, é convergente, tem-se que a série Z b, é também convergente. Aten-
n=1 n=p
dendo a desigualdade (3.11) e ao Critério de Comparacdo podemos entdo concluir que a série
—+oo

T a, é també t tant Sri $ t
Zn:p a, € tambem convergente €, portanto, a serie ap € convergente.
n=1

Admitamos que

. a
Tome-se M = 1. Entdo existe p € N tal que, para todo o n > p, b—" > 1, donde resulta, atendendo
n

aque b, >0,
0<b,<ay. (3.12)
oo oo
Se supusermos que a série Z b, é divergente, concluimos que a série Z b, é também diver-
n=1 n=p
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+o0
gente. A desigualdade (3.12) e o Critério de Comparag@o permitem concluir que a série Z a, é
n=p
~+oo
divergente e, portanto, a série Z a, é também divergente, como pretendiamos.
n=1
|
Exemplo 3.23. 1. Consideremos a série de termos nio negativos
i" 5
= 1+/n

Nao ¢é dificil verificar que, para todo o n € N, se tem

0<_ > <2
T ltyn T i

—+oo
Uma vez que a série Z f é divergente, o Critério de Comparacao nada permite concluir a partir

da desigualdade estabelemda.

Para estudar a natureza da série considerada vamos utilizar o Critério de Comparagdo por Passagem
ao Limite tomando como referéncia a série harménica de ordem o, com ¢ convenientemente

escolhido.

Vamos determinar, se possivel, & € R por forma que o limite

5
5 (04
fim 2TV g
n——+oo 1 n—+oo | + \/ﬁ
no
seja finito e ndo nulo.
Uma vez que para & = 1/2 se tem !
5
lim vn =5
n—to 1 4 f

7 €m a mesma natureza.

+
tem-se que a série dada e a série Z
n=1
1
— ¢ divergente, concluimos que a série dada ¢ divergente.

Como a série harmonica de ordem >

2. Consideremos a série

= ovn
Z\f

“n2+37

Trata-se de uma série de termos nao negativos ja que, para todo on € N, € o quociente de

. . ., . 2 + 3
dois nimeros reais positivos.

Note que o limite considerado ¢ igual a zero se o < 1/2 e éiguala+oose o > 1/2.
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Para estudar a natureza desta série vamos usar o Critério de Comparagao por Passagem ao Limite

utilizando como referéncia a série
~+oo

o
n=1 n

Vamos entdo estudar o limite i
n
n?+3

n—r o0 1

nOC

em funcdo de a € R escolhendo, se possivel, o por forma que o limite considerado seja uma

N

2
lim n+3 _ im —
n——+oo L n—+e p2 +3

ne

constante nao nula. Temos

n(x+1/2

1 3
€, se o + 3 =2, 0useja, se o = 3 temos

n(x+1/2
ngl-lﬁ-loo n?+3 =1

e, portanto, a série dada tem a mesma natureza da série

=
pprE

Como esta ultima é uma série convergente, concluimos que a série dada é convergente.

3. Consideremos a série
Ji" —2 arctgn
nw4+1

n=1

Temos, para todoon € N,
—2 arctgn
"<
n+1
pelo que, para estudar a natureza desta série, ndo podemos aplicar os critérios apresentados. No

entanto, atendendo a que a série
2 arctgn

)y

 n3+1

—+oo
n=
¢ uma série de termos ndo negativos que tem a mesma natureza da série dada, j4 que o seu termo

geral se obtém multiplicando por —1 o termo geral da série dada, vamos estudar a natureza da série

& 2 arctgn
Y V.

m+1

n=1
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Atendendo a que

2 arctgn
— 3
. 3 . n
im 2L — iy 2 arctgn
n—r—+oo 1 nsteo \ 03 41
n3
= T
e a série
i" 1
3
n=1"

€ convergente concluimos, pelo Critério de Comparagdo por Passagem ao Limite, que a série

Ji" 2 arctgn
3
=+l
é convergente. Do que foi dito anteriormente podemos entdo concluir que a série dada é conver-

gente.

4. Consideremos a série

Como, para todo o n € N se tem % €]0,1] C ]0, %}, e a fung@o seno é positiva neste intervalo,

temos que a série considerada € uma série de termos positivos.
Atendendo a que

sen —

n—+-oo

S|

+oo 1

e a que a série Z — € divergente concluimos, pelo Critério de Comparagdo por Passagem ao
n=1

Limite, que a série dada € divergente.

Os critérios apresentados nesta seccdo destinam-se a estudar a natureza de séries de termos nao
negativos. No entanto, tal como vimos num dos exemplos anteriores, se os termos da série sdo ndo
positivos, podemos estudar a série de termos ndo negativos cujo termo geral se obtém multiplicando por
—1 o termo geral da série dada.

Os critérios que apresentdmos nesta seccao podem entdo ser aplicados a séries cujos termos tém sinal
constante ou a séries cujos termos tém sinal constante a partir de certa ordem.

Na seccao seguinte vamos apresentar critérios que permitem estudar a natureza de séries cujos termos

ndo tém necessariamente sinal constante.

Exercicios 3.2 1. Utilize o Critério do Integral para estudar a natureza das séries seguintes:

=on
(a) Z?

n=1

= n+1
(b) nX:lln< p >
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(©) Z

= nVInn
o0 1
d -
@ n; 17n—13
2. Utilize o Critério de Comparagdo ou o Critério de Comparacio por Passagem ao Limite para
estudar a natureza de cada uma das séries seguintes:
o0
n=1 ;
Sugestao: Atenda a que, para todo on € N, se tem n! > on—1
f 1
®) ) ——=
a1 n+vn

Eo10n?

()Z 6+1
()Z 37n3
()Zsen l/n
o ¥

@ Z 2—|— senn

+°° n?+1
(h) ng‘le”(n—i-l)2

et 1
0 ZW

(k)

n=1
~+oo

3. Seja Z a, uma série de termos positivos.
n=1

(a) Prove que se a série considerada é convergente, entdo a série

+ n
o

¢ também convergente.

(b) Prove que se a série considerada é convergente e (¢,) é uma sucessdo de nimeros reais

positivos tal que

lim ¢, =0,
n—+-oo
entdo a série
—+oo
2 (ancn)
n=1
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€ também convergente.

3.2.2 Convergéncia simples e absoluta

~+oo
Definicao 3.24. Seja Z a, uma série de nimeros reais. Chama-se série dos modulos associada a série
n=1
~+oo
Z ay a série cujo termo geral € |a,|.
n=1
Exemplo 3.25. 1. Consideremos a série
Ji" cosn
7 -
n=1 "
A série dos modulos associada a esta série é
f )cosn‘
= -
n=1' N
Uma vez que, paratodoon € N,
cosn 1
0< 3|S5
n n

Rl |

e a série Z — € convergente, concluimos pelo Critério de Comparagdo, que a série dos modulos
n=1 n

€ convergente.

2. Consideremos a série

+
8
|
f—
~—
N

3
il
B

A série dos modulos associada a esta série é
R |
Z _
n=1 \/ﬁ
que, como vimos anteriormente, ¢ uma série divergente.

Como vimos nos exemplos considerados a série dos médulos associada a uma série pode ser conver-
gente ou divergente. A proposicao que apresentamos a seguir estabelece que a convergéncia da série dos
mddulos estabelece uma condi¢do suficiente para que uma série seja convergente.

oo oo

Proposicao 3.26. Seja Z a, uma série de niimeros reais. Se a série dos modulos Z |a,| é convergente,
n=1 n=1

entdo a série dada é também convergente.

Demonstracao: Atendendo a que, paratodo on € N, se tem
_‘an‘ <a, < ‘an‘

conclui-se que
0 <ay+lay| <2a,|,
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paratodoon € N.

Como a série
~+oo
2 2l
n=1
¢é convergente concluimos, pelo Critério de Comparacdo, que a série
o0
Z (an+an])

n=1

é convergente.

Atendendo a Proposi¢do 3.9 concluimos que a série

o0 o0
an = ((an+|an|) ‘an‘)
n=1 n=1
é convergente, como pretendiamos.
|
- i Ry
E consequéncia imediata da Proposi¢do 3.26 que se a série Z an é divergente, entdo a série Z |an|
n=1 n=1

é também divergente.

Definicao 3.27. Dizemos que uma série numérica é absolutamente convergente se a série dos médulos
que lhe estd associada é convergente e dizemos que uma série numérica € simplesmente convergente se é

convergente e a série dos médulos que lhe estd associada € divergente.

A Proposicao 3.26 garante que toda a sé€rie absolutamente convergente € convergente.

O Critério de Comparagdo e o Critério de Comparacdo por Passagem ao Limite apenas permitem
estudar a natureza das séries de termos ndo negativos. A proposicao que apresentamos a seguir estabelece
um critério, habitualmente designado Critério de Cauchy ou Critério da Raiz, que permite estudar a
natureza de algumas séries numéricas, independentemente do sinal dos seus termos.

+o0
Proposicao 3.28. Sejam Z a, uma série de niimeros reais e
n=1

L:= lim /|ay|.
n——+oo

Se o limite L existir %, verificam-se as condicées seguintes:

o0
(i) se 0 < L <1, entdo a série Z a, é absolutamente convergente, logo convergente;
n=1
—+oo
(ii) se L > 1 ou L = oo, entdo a série Z ay € divergente.
n=1

2Uma vez que, para todo o n € N, se tem {/|ay,| > 0, temos que, se o limite L existir, entdo L € ]Rar ou L = oo,
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Demonstracio: (i) Admitamos que

(i)

L:= lim /|a,|
n—y+oo

eLe[0,1]

Entao, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todo o n > p,

[Vlan| L] < ¢,
ou seja,
—e+L<+/|la,] <e+L,
paratodoon > p.
Como L € [0, 1[, existe r €]0, 1 [ tal que r—L > 0.

Considere-se € := r — L. Entdo existe p € N tal que, paratodoon > p

0<+/|a,| <r.

Desta desigualdade resulta que, para todo o n > p, se tem

0< |an| <" (3.13)

Como r €]0, 1[ tem-se que a série geométrica de razdo r é uma série convergente. Consequente-
~+oo

mente, a série Z " é também convergente.
n=p

A desigualdade (3.13) e o Critério de Comparag@o permitem entdo concluir que a série

~+oo
Z |anl
n=p

—+oco
é convergente, o que implica que a série Z |a,| é convergente.
n=1

+o0
Entdo a série ) a, é absolutamente convergente, logo convergente, pela Proposi¢ao 3.26.
n=1
Seja
L:= lim /|a,| .
n—r+oo

Suponhamos que L > 1.

Por um raciocinio anédlogo ao anterior e, atendendo a que L — 1 > 0, temos que existe p € N tal

que, para todo o n > p se tem
1 —L+L < +/|ay|

donde resulta que

lan| > 1,
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paratodoon > p.

Esta desigualdade permite concluir que o limite

lim a,
n—y—+oo

caso exista, € ndo nulo. A condi¢do necessdria de convergéncia de uma série permite entdo concluir
—+oco

que a série Z a, é divergente.
n=1

Suponhamos que L = +oo. Entdo existe p € N tal que, para todo n > p se tem 1/|a,| > 1, o
o0

que implica, como acabdmos de demonstrar, que a série Z a, é divergente, o que completa a
n=1

demonstracdo da proposicao.

Vamos agora apresentar alguns exemplos de aplicacdo do Critério de Cauchy.

Exemplo 3.29. 1. Consideremos a série
oo 1
n;z (Inn)"
Temos
1' n 1 _ 1 n 1
g\ nnyr | = a5t \/ (Inn)e
= lim —
n—+eo Inn
=0

o que permite concluir, pelo Critério de Cauchy, que a série dada € absolutamente convergente,

logo convergente.

2. Consideremos a série de termo geral

Como

concluimos, pelo Critério de Cauchy, que a série considerada ¢ divergente.
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3. Consideremos a série

+o0 3k
gm+f

Para todo o k € N temos
3k 3k
iz =n G149

0<

Vamos estudar a natureza da série de termos positivos

+oo 31{
= k! '
Temos
mnkﬁ—lm 3
koo V k! koo WED
Como .
1)!
lim u = 400
k—too k!

, . k,
concluimos 3 que khm Vk! = +oo e, portanto,
—oo

Pelo Critério de Cauchy, a série

é convergente.

Utilizando a desigualdade (3.14) e o Critério de Comparagao podemos entdo concluir que a série

dada € convergente.

Observacao 3.30. Note-se que no caso em que lirJrrl \/|ay| = 1 a Proposi¢do 3.28 nada afirma sobre a
n—y—+oo

natureza da série de termo geral a,,.

Temos
. 1
lim {/-=1
n——+oo n
oo
€, como sabemos, a série Z — é divergente.
n=1 n
Por outro lado, temos também
n—+e | n

. 1
e a série de termo geral — € convergente.
n

. - .. .U .
3SeJa (1) uma sucessdo de termos positivos. Se lim Il _ [ (podendo [ ser +o0), entdo 111£ Vu, =1.
n—y—+oo

n—+o Uy
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A proposi¢do que apresentamos a seguir estabelece um critério que permite estudar a natureza de
algumas séries numéricas de termos nao nulos, independentemente do sinal dos seus termos. Este critério
¢ habitualmente designado Critério de D’Alembert ou Critério do Quociente.

—+oo
Proposicao 3.31. Sejam Z a, uma série de niimeros reais ndo nulos e
n=1

1' ’ai’l+1 |
1m .
n—r—+oo |an|

L:=

Se o limite L existir *, verificam-se as condicées seguintes:

o0
(i) se 0 < L < 1, entdo a série Z ay é absolutamente convergente, logo convergente;
n=1
~+oo
(ii) se L > 1 ou L = oo, entdo a série Z a, ¢ divergente.
n=1

+o0
~ . . . an+1 £ 2
Demonstracio: (i) Admitamos que L = 111}3 | ’"J” | € [0,1[ e vamos provar que a série Z ap €
n—y—+o0 ay n—1

absolutamente convergente.

Seja € :=r—Lcomr €]L,1[. Entdo € > 0 e, por defini¢do de limite de uma sucessdo, existe p € N

tal que, para todo o n > p,

anitl gl
|an|
ou seja,
L—r< | ZH| —L<r—L,
n
donde resulta
2L—r< 1] <r
|| 7
paratodoon > p.
Uma vez que, para todo o n, ‘7“’1 | > 0 temos
an
a
o< ol (3.15)
||

paratodo o n > p.

Por outro lado, uma vez que, por hipétese, a, # 0, para todo o n € N, resulta da desigualdade (3.15)
0 <|ans1| < rlan|, (3.16)

paratodoon > p.

an i1

4Uma vez que, paratodoon € N, > 0, temos que, se o limite L existir, entdo L € RJ ou L = +oo,

|an]
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Utilizando a desigualdade (3.16) e o Principio da Inducdo Matematica vamos provar que
0< |an+p| < ’ﬂ|ap| ) (3.17)

paratodoon € N.

A desigualdade (3.17) verifica-se para n = 1 ja que coincide com a desigualdade (3.16) quando

tomamos n = p.

Admitamos que a desigualdade (3.17) se verifica para n = k, ou seja, que

0 < |agsp| < lay| . (3.18)
Da desigualdade (3.16) resulta, paran = p+k,

|apirt| < rlapl
donde resulta, atendendo a (3.18),

lapyir1| < "(”k‘apD = ’”k+l|ap’ .

Acabdmos de provar que a desigualdade (3.17) se verifica paran =1 e que se verificaparan =k+1
sempre que se verifica para n = k. Pelo Principio da Indu¢do Matemédtica podemos entdo concluir

que a desigualdade (3.17) se verifica para todo o n € N, como pretendiamos.
A série
~+o0
y
n=1
¢ uma série geométrica de razdo r €]0, 1], logo convergente.
Pela Proposicdo 3.9 a série

~+oo

Y ("))

n=1

€ também convergente.

Atendendo a desigualdade (3.17) podemos concluir, pelo Critério de Comparagio, que a série

~+oo
Z |a@pn]
n=1

é convergente.

Uma vez que

oo Foo
Z lapnl = Z |an|
n=1 n=p+1
concluimos que a série
~+oo
Z |an|
n=p+1
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(i)

€ convergente.

Uma vez que a natureza de uma série ndo depende dos seus p primeiros termos podemos concluir

que a série
~+oco
Z |an|
n=1

é convergente, como pretendiamos.

oo
. . an+1 L P
Admitamos que L = lim | ] | > 1 e vamos provar que a série Z an € divergente.
n—+eo |dy,
n=1

Seja € := L— 1. Entdo € > 0 e, por definicdo de limite de uma sucessao, existe p € N tal que, para

todoon > p,
|1 —L' <L-1,
|an|
ou seja,
jop< ol oy ,
|an|
donde resulta, para todo o n > p,
Pl oy
|an|
Temos entdo, para todo o n > p,
|an+l| > |an| )

o0 que significa que, a partir da ordem p a sucessao de termos positivos (|a,|) € mondtona crescente,

logo ndo é um infinitésimo. Consequentemente, a sucessao (a,) também ndo é um infinitésimo.
o0
Pela condi¢do necessdria de convergéncia de uma série, concluimos que a série Z a, € divergente,
n=1
como pretendiamos.
~+oco
= 400 € vamos provar que a série Z ay é divergente.
n=1

Admitamos que L = lim 1]
n—r—+oo |an|

Seja € := 1. Entao € > 0 e, por definicdo de limite de uma sucessao, existe p € N tal que, para

todoon > p,
|an+l|
||

>1.

Utilizando um raciocinio andlogo ao utilizado na demonstracao do caso em que L > 1, concluimos

—+oco
que a série Z a, é divergente, como pretendiamos.
n=1
[
Exemplo 3.32. 1. Consideremos a série
& on!
—
n=1"

n! D ol
Temos — # 0, para todo o n € N,. Vamos estudar a natureza desta série utilizando o Critério de
n
D’ Alembert.
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Temos de estudar o limite

(n+1)!
n+1 | pht
I — lim (n+1) _ (n+1)n
n—o0 n! n—+eop! (n+4 1)1
n"

(n+1)n!n"
im
n—+eon! (n4+1)(n+1)"

n (1)
= lim
n—+eo \ n+1
n ()
= lim
n—y—+oo n
lfn
= lim <1—|—>
n—y—+oo n
_ 1
o e

Como L € [0,1], o Critério de D’ Alembert permite concluir que a série considerada é absoluta-

mente convergente, logo convergente.

2. Consideremos a série

Temos (—2)"

(2n)!

n!(2n)"

(2"t

n=1

= 0, para todo o n € N, e vamos estudar a natureza desta série utilizando o

Critério de D’ Alembert.
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Temos de estudar o limite

n (2n+2)!
lim ‘(_2) " (n+1)!(2n+2)+!
n—+oo (271)!

'(_2)nn! (2n)"
|(—=2)"|(2n+-2)!n! (2n)"

n b (227 (20) ! (n+ 1)1 (20 4 2)m+1
lim 2(2n+2)(2n+1)(2n)!n! (2n)"
n—+ee (2n)! (n+1)n! (2n+2)(2n+2)"

2(2n+1)(2n)"
nte (n+1)(2n + 2)"

dn+2 2n "
n+1 \2n+2

Como L > 1 o Critério de D’ Alembert permite concluir que a série considerada € divergente.

3. Consideremos a série

n!
(=3)"
de D’ Alembert.

Temos

Temos de estudar o limite

L:

= 0, para todo o n € N, pelo que vamos estudar a sua natureza utilizando o Critério

(n+1)!
N (e Tl R (RS T[4
n—s oo n! n—+teo  pl|(=3)n+1]

—
|
98]
~—
=

1
= lim nt

n——+oo

Como L = o0 0 Critério de D’ Alembert permite concluir que a série considerada é divergente.

4. Consideremos a série

Temos, para todoo n € N,

Jf’ 1+7"n!
" .
n=1 n

1+7"n! _ 7"n!

>0, (3.19)



Séries Numéricas 3.2. Critérios de convergéncia

pelo que vamos estudar a natureza da série dada utilizando o Critério de Comparagao.

Consideremos entao a série

Jiﬁjir”n!
Pt
n=1 n

n'n! PO g
Temos —— # 0, para todo 0 n € N, e vamos estudar a natureza desta série utilizando o Critério
n

de D’ Alembert.

Temos de estudar o limite

7" (n+1)!
n+1
L lim LD |
n—yoo n'n!
nn

ot (n+1)n"
n—+eo Tl (n+ 1)1

w(n+1)n!n"
= lim
n—teonl(n+1)(n+1)"
mn"

= 1. B —
n%uilklw (I’l -+ 1)"

= lm (=&
n—s4-o0 n+1

T

e

o an )
Como L > 1 o Critério de D’ Alembert permite concluir que a série Z
n=1

— ¢ divergente.
n

Atendendo a desigualdade (3.19) podemos concluir, pelo Critério de Comparagao, que a série dada

é divergente.

~ . a
Observacao 3.33. Note-se que no caso em que lim @ s1]

=1, a Proposi¢do 3.31 nada permite con-
n——+oo ‘an‘

~+oo
cluir sobre a natureza da série a,.
n=1
Por exemplo temos
1
. n+1
lim = lim =
n—+teo |1 n—too 41
n
—+oo
easérie ) — édivergente e temos
n=1 n
1
.| (n+1)? . n?
lim = lim 5 = 1
n—toco 1 n—+e (n+1)
n2
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e a série Z convergente

Exercicios 3.3: 1. Utilize o Critério de Cauchy para estudar a natureza da série considerada em cada

uma das alineas seguintes:

(@ Z <n+1>n
o)

n=1

©) Z
@ D()”

(C) Z n+li

2. Utlhze 0 Crlterlo de D’ Alembert para estudar a natureza de cada uma das séries seguintes:

o0 —1)"
n=1

n23n

n!2n
+o0 I’l'l’lz

® L Gy
()ngn,

&0 2mp)
@ Y =

n
n=1 1
3. Estude a natureza de cada uma das séries seguintes:

to
a
@ Y5
03 41

® Y

n=1

nn

3.3 Séries alternadas

Nesta sec¢do vamos estudar as séries cujos termos sdo alternadamente positivos € negativos.

~+oo
Definicao 3.34. A série Z an diz-se uma série alternada se os seus termos se podem escrever na forma
n=1

ap = (_l)nzn 5

com z, de sinal constante, isto é, ou z,, > 0, para todoon € N ou z, < 0, paratodoon € N.

Bk 1 1
Exemplo 3.35. 1. A série Z (—1)"— é uma série alternada ja que, paratodoon € N, — > 0.
n n

n=1

2. A série Z (—1)""1e" ¢ uma série alternada ja que, para todo o n € N,
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com —e”" < 0, paratodoon € N.

3. A série Z (—1)"cosn ndo é uma série alternada ja que, por exemplo, cos1 > 0 e cos4 < 0.
n=1

Observacao 3.36. Toda a série do tipo

o0

Z (_1)n+lbn

com b, de sinal constante € uma série alternada ja que pode ser escrita na forma

onde —b, tem sinal constante.

A proposi¢@o que apresentamos a seguir € uma condicao suficiente para a convergéncia de uma série

alternada e € habitualmente designada Critério de Leibniz.

Proposicao 3.37. Seja (a,) uma sucessdo de niimeros reais positivos, mondtona decrescente e tal que

lim a, =0.
n—y—+oo
o0
Entdo a série alternada Z (—1)"ay, é convergente.
n=1

~+oo
Demonstracio: As séries Z ”“a e Z )'a, tém a mesma natureza ja que o termo geral da

primeira se obtém muluphcando por —1 o termo geral da segunda.

Vamos ver que, nas condi¢des do enunciado da proposicao a série

~+oo
Y ()" a, (3.20)
n=1
~+oo
é convergente. Podemos entdo concluir que a série Z (—1)"a, é convergente e a proposi¢do fica de-
n=1

monstrada.
Sejam (s,,) a sucessdo das somas parciais da série (3.20) e (s2,) a sua subsucessao dos termos de
ordem par.

Para todo o n € N, temos

_ ) 43
Sami2 =S = S+ (—=1)"Pagug1 + (= 1) Paguy0 — 52,

= A+l —A2p42 -

Uma vez que, por hipdtese, a sucessdo (a,) ¢ mondtona decrescente, tem-se que ag, 1 — dzp2 > 0
e, portanto, a sucesso (s,) ¢ monétona crescente.

Por outro lado, para cadan € N,

Sop = a1 —ay + (a3 —az) + (as —as) + -+ -+ (azn—1 — azm-2) -
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Uma vez que a sucessdo (a,) é mondtona decrescente, as parcelas
(a3 —a2),(as —as), -, (@21 — azn-2)
sdo todas ndo positivas e, portanto,
son — (a1 —az,) <0 <= s, < ay —ag, .

Uma vez que, por hipGtese, a sucessdo (a,) é uma sucessdo de termos positivos, temos que
a; —az, < ap o que implica que

sop < ay .

Consequentemente, a sucessao (s2,) ¢ mondtona crescente e limitada superiormente pelo que é con-
vergente.
Consideremos a subsucessdo (s2,—;) dos termos impares.

Para todo o n € N, temos

_ 2n+1 2042
Sontl —Sm—1 = Son—1+ (=) ay, + (—=1)""az, 1 —s2u—1

= A2p+1 —A2n -

Uma vez que, por hipétese, a sucessdo (a,) é mondtona decrescente, tem-se que daz,+1 —dz, < 0 e,
portanto, a sucessdo (s2,—1) € monétona decrescente.

Por outro lado, paratodoon € N,
Sop—1 = a1 —ax+ (a3 —aa) + (as —ae) + -+ + (a2n—3 — azp—2) +azn-1 -
Atendendo a que a sucessdo (a,) é monétona decrescente, as parcelas
(a3 —aa),(as —ag), -, (a2n—3 — azn—2)

sdo todas ndo negativas e, atendendo a que a sucessdo (a,) € uma sucessio de termos positivos, temos
ar,—1 > 0.
Consequentemente,

Sop—1 = dp—ay.

Concluimos entdo que a sucessdo (s2,—1) ¢ mondtona decrescente e limitada inferiormente, logo

convergente.
Vamos provar que as sucessoes (s2,) € (s2,—1) tém o mesmo limite, o que permite concluir que a
—+oo
sucessdo (s,) é convergente e, portanto, a série Z (—1)""a, é convergente.
n=1
Uma vez que, por hipétese, lirB a, = 0, temos
n—s—-o0
lim ay, =0.

n—r—+oo
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Atendendo a que

S§2n —82n—1 = —d2n

temos

lim (Szn — SZn—l) =0
n— o0

0 que permite concluir que

lim Son = lim $o2n—1
n—s—+oo n—r+oo

como pretendiamos.

Observacao 3.38. 1. Vale, com uma demonstragdo andloga, uma proposi¢do do mesmo tipo para

uma série que seja alternada a partir de uma ordem p > 1.

2. Muitas vezes, quando se pretende estudar a natureza de uma série alternada, ha toda a vantagem
em estudar em primeiro lugar a natureza da série dos médulos que lhe estd associada j4 que, se esta
for convergente, entdo a série alternada é absolutamente convergente, logo convergente. Se a série
dos mdédulos que estd associada for divergente, entdo nada podemos concluir sobre a natureza da

série alternada e teremos de averiguar se podemos aplicar o Critério de Leibniz.

No entanto, ndo podemos utilizar este procedimento como regra porque, como veremos num dos
exemplos que apresentamos a seguir, a condi¢do necessdria de convergéncia de uma série permite

em alguns casos concluir imediatamente que a série alternada em estudo ¢ divergente.

No caso em que a série dos mddulos é divergente e a série alternada nao satisfaz as condi¢cdes do

Critério de Leibniz, o estudo da natureza da série alternada devera ser feito recorrendo a definicao.

Exemplo 3.39. 1. Consideremos a série numérica

+oo 1

Z(_l)nan‘

n=1

Uma vez que, paratodoon € N,
1

— >0
2n+1>

a série considerada € uma série alternada.

A série dos modulos que lhe estd associada € a série

g a1 =1
)= _
n;l( )2n+1' n;lZn—i—]

Utilizando o Critério de Comparagao por Passagem ao Limite e utilizando como referéncia a série
o0 1
Z —, podemos concluir que a série dos mddulos € divergente.
n
n=1

Consequentemente, nada podemos concluir sobre a natureza da série alternada dada.

Vamos entdo averiguar se estamos nas condi¢des do Critério de Leibniz.
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Temos
~+oo
Y (=D)"a,
n=1
onde, paracadan € N,
1
" 2n+1

Uma vez que

1
i. paratodoon € N, ——
2n

1 > € uma sucessao de nimeros

>0 e, portanto, a sucessao
P <2n+1

reais positivos;

ii. paratodoon €N,
1 1

2n+3 2n+1

dpy1 —an =

2n+1—-2n—-3
(2n+1)(2n+3)

)
(2n+1)(2n+3) <

1
2n+1

0

0 que permite concluir que a sucessao < > € mondtona decrescente;

1

ii. lim =
n—+o 20+ 1

B

a série alternada considerada satisfaz as condi¢cdes do Critério de Leibniz e, portanto, é conver-

gente.

2. Consideremos a série numérica

Uma vez que, paratodoon € N,
3n+1

Sn+2

a série considerada € uma série alternada.

Atendendo a que

Snt 1 se n é par

n

(_1)n3”+1 B Sn+2

e Snt 1 se n é impar

— n
Sn+2 P

temos que nao existe o limite
a3n+1

lim (—1 .
Jm (D502

Pela condi¢do necessaria de convergéncia de uma série concluimos que a série alternada dada é

divergente.
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3. Consideremos a série numérica

Uma vez que, para todo o n > 2,

a série considerada € uma série alternada.

A série dos médulos que lhe estd associada € a série

Lnn| & Inn

n=2 n

Utilizando o Critério de Comparagdo por Passagem ao Limite e utilizando como referéncia a série
o0 1

Z — podemos concluir que a série dos médulos € divergente uma vez que

n=1

Inn
lim 2 = lim Inn= 4
n——4oo n—r+oo

n

oo
e a série Z — € divergente.
n=1

Consequentemente, utilizando a natureza da série dos médulos, nada podemos concluir sobre a

natureza da série alternada dada.

Vamos entdo averiguar se estamos nas condi¢des do Critério de Leibniz.

Temos
o0
Y (=D)"a,
n=2
onde, paratodoon > 2,
Inn
a, = —
n

. Inn ) Inn
i. Uma vez que, para todo o n > 2, temos — > 0 podemos concluir que a sucessao ()
n n
n>2

€ uma sucessao de nimeros reais positivos.

. . Inn . ~
ii. Para averiguar se a sucessdo () ¢ mondtona decrescente consideremos a funcao
n
n>2
auxiliar
fi 2,4 — R
Inx
X
X
Temos, para todo o x € [2, 4o,
1 —Inx
/
X)) = ———
="

pelo que f/(x) <0sex € [e,+oo[ e f'(x) >0sex € [2,e
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Consequentemente a func¢o f é decrescente no intervalo [e, +oo[ 0 que permite concluir que

<lnn>
n n>3

a sucessao

€ monotona decrescente.
.. .. Innm
ii. lim — =0.

n——+~ n

Atendendo a i., ii. e iii. podemos concluir que a série alternada

o0 1
Z(_l)nﬂ
n=3 h

satisfaz as condic¢des do Critério de Leibniz e, portanto, € convergente.

Uma vez que a natureza de uma série nao depende dos seus primeiros termos, podemos concluir
que a série alternada dada é convergente e, uma vez que a série dos médulos que lhe estd associada

€ divergente, podemos concluir que ela é simplesmente convergente.

4. Consideremos a série numérica

onde p é um parametro real.
Vamos estudar, em funcdo de p € R, a natureza desta série.

Uma vez que, paratodoon € N,

— >0
npP

a série considerada é uma série alternada que habitualmente se designa série harménica alternada

de ordem p.

A série dos médulos que lhe estd associada € a série

que, como vimos, converge se p > 1 e diverge se p < 1.

Podemos entdo concluir que se p > 1 a série alternada considerada é absolutamente convergente,

logo convergente.

Se p = 0 obtemos a série

que, como vimos anteriormente, ¢ uma série divergente.
Se p < 0, entdo ndo existe o limite

1
. oy
HEIEM( 1) npP

149



Séries Numéricas 3.3. Séries alternadas

e a condi¢do necessdria de convergéncia de uma série permite concluir que, neste caso, a série
alternada considerada é divergente.
Falta entdo estudar a natureza da série dada no caso em que p €]0, 1].
Note-se que, neste caso,

) 1

lim (—1)"— =0

n—s—oo npP

pelo que a condicao necessaria de convergéncia de uma série nada permite concluir sobre a sua

natureza.

Vamos entdo averiguar se estamos nas condi¢des do Critério de Leibniz.

, 1 . ~ (1Y
i. Uma vez que, para todo o n € N, > 0 podemos concluir que a sucessao (p) € uma
n n

sucessdo de ndmeros reais positivos.

ii. Para averiguar se a sucessao (p) € monoétona decrescente consideremos a fungao auxiliar
n

fi [1,4] — R

1
x — —
xP
Temos, para todo o x € [1, o],
/ 4
f (X) - xp+1

pelo que f’(x) < 0, para todo o x € [1,+oeo[ e, para todo o p €]0,1].
Consequentemente, para todo o p €]0,1], a fungdo f é decrescente o que permite concluir

. 1
que, para os valores de P que estamos a considerar, a sucessao (p é monotona decres-
n

cente.

1
ili. Paratodo o p €]0,1] temos lim — =0.
n——+oo pP

Atendendo a i., ii. e iii. podemos concluir que, para todo o p €]0, 1], a série alternada

satisfaz as condicdes do Critério de Leibniz e, portanto, € convergente.

Uma vez que a série dos médulos que lhe estd associada é divergente, podemos concluir que ela é

simplesmente convergente.

Resumindo, temos que a série harmoénica alternada de ordem p

divergente se p <0
Y (-1)'— ¢ simplesmente convergente se p €]0, 1]
absolutamente convergente se p > 1

Exercicios 3.4: 1. Estude a natureza da série considerada em cada uma das alineas seguintes:
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+o0
(@) n;z(— —
®) *i" (="
-
© Z(—
2

() Z( 'S

n=0

2. Estude quanto a sua natureza cada uma das séries alternadas seguintes e, em caso de con-

n!

2n?2 +1

vergéncia, indique se se trata de convergéncia simples ou absoluta.

oo (_ l)n
@ ), 5,
Lo

= (—10)

(b) n; p

© Z (n—l—l)
+°° (_l)n

@ ng;) 2n+1
Ry n
© LE
® Z ksen <1>

3. Em cada uma das alineas que se seguem determine a natureza da série indicada e, em caso

de convergéncia indique se se trata de convergéncia simples ou absoluta.

<a>2n+\f
o

P IVENG
© Z(ﬁ )
0 En(-3)
0 Z n+1
© z"“”k
i

M) ) =53
,;) (3k+2)3

0 F (L)
o
= \k+1
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Séries Numéricas 3.3. Séries alternadas

n!

+o0

() ;(—l)nm
o0 B % i, l

) k;( 1)"se <k>
™~ k

) +Z(—l)"(l—,ﬁ)

k=1
o0 1
(m) ; e

& (k+1)e*
()
) D

Joo . on
© YN

o0

2
() ;W
=2
(@ k;m
+oo k K
i)
RES |
® kg‘zklnzk

iy k+1
(t) k;lln <k)
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+oo T 3
. . .. - Up
4. Seja Y u, uma série de termos positivos convergente. Mostre que a série ) é con-
n=1 Py I o
vergente.

5. Sendo (a,) uma sucessdo de termos positivos, limitada e convergente, indique, justificando,

a natureza das séries seguintes:

o0 (_l)n
@ n;l n?+a,
40
(b) Y (1+ay)
n=1
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3.4 Solucoes dos exercicios propostos

Exercicios 3.1

1.

(a)
(b)

(©
(d)

(e

)
(2)

(h)

®

Divergente, porque lim /n=1+#0.
n—+-oo

s o ~ 29 9 i
Série geométrica de razdo r = 100" Como |r| = 100 < 1, a série € convergente. Soma:
S = 100.
- o < 3 3 o
Série geométrica de razdo r = ——. Como |r| = = > 1, a série € divergente.
e e

Convergente, porque o seu termo geral € a diferenca dos termos gerais de duas séries conver-

gentes. Soma: S = 2.

Divergente, porque o seu termo geral € a soma do termo geral de uma série divergente com o

termo geral de uma série convergente.

3
Convergente. Soma: § = 5

Convergente, porque o seu termo geral é o produto do termo geral de uma série convergente

pela constante 7 Soma: § = 1.
Divergente, porque o seu termo geral € a diferenca entre o termo geral de uma série divergente
e o termo geral de uma série convergente.

=1 £0.

Divergente, porque lim ————

2. Sugestdo: Basta atender a que a natureza de uma série nao depende dos p — 1 primeiros termos.

Exercicios 3.2

1.

(a)
(b)
(©
(d)

(@)
(b)

(©

(d)

(e

®

(2)

Convergente.
Divergente.
Divergente.

Divergente.

Convergente.

R |
Convergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série Z =

n=1"

paag |
Convergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série ) —.
n=1"
R |
ER

+'>°1

Convergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série
n=1

Convergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série ) —.
n=1"
oo 1
3/2°
n=1" /

=3

Convergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série

Convergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série

72-
n=1 n
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400
(h) Convergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série Z ln
n=1°¢
pag |
(i) Convergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série pryeS
n=1

oo oo
(j) Convergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série Z T ou a série Z Tk
n=l1 n=1
+oo 1
(k) Divergente. Sugestdo: Utilize como referéncia a série Z —.
n=1

~+oco
3. (a) Sugestdo: Utilize o Critério do Limite tomando como referéncia a série Z a,.
n=1

(b) —

Exercicios 3.3

= 1. Para

(_1)n<n—’{1—1>n

estudar a natureza desta série pode utilizar-se a Condi¢@o Necessaria de Convergéncia.

1. (a) Neste caso o Critério de Cauchy ndo € aplicdvel porque liril (/
n——oo

(b) Absolutamente convergente, logo convergente.
(c) Divergente.
(d) Absolutamente convergente, logo convergente.

(e) Absolutamente convergente, logo convergente.

2. (a) Absolutamente convergente, logo convergente.
(b) Absolutamente convergente, logo convergente.
(c) Absolutamente convergente, logo convergente.

(d) Absolutamente convergente, logo convergente.

3. (a) Convergente.

(b) Divergente.

Exercicios 3.4

1. (a) Simplesmente convergente.
(b) Absolutamente convergente.
(c) Divergente.

(d) Divergente.

2. (a) Absolutamente convergente.
(b) Absolutamente convergente.
(c) Divergente.

(d) Simplesmente convergente.
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3.

(a) Divergente.

(b) Divergente.

(c) Absolutamente convergente.

(d) Divergente.

(e) Absolutamente convergente.
(f) Absolutamente convergente.
(g) Absolutamente convergente.
(h) Absolutamente convergente.

(i) Absolutamente convergente.

(j) Divergente.
(k) Simplesmente convergente.

(1) Divergente.

(m) Absolutamente convergente.

(n) Absolutamente convergente.

(o) Simplesmente convergente.

(p) Absolutamente convergente.
(qQ) Absolutamente convergente.
(r) Absolutamente convergente.

(s) Absolutamente convergente.

(t) Divergente.
(u) Divergente.
(v) Absolutamente convergente.
(w) Divergente.
(x) Divergente.
(y) Simplesmente convergente.
(z) Absolutamente convergente.
(o) Absolutamente convergente.
(B) Absolutamente convergente.
(y) Divergente.

(0) Absolutamente convergente.

4. Sugestao: Utilize o Critério de Comparagao.

5.

(a) Absolutamente convergente, logo convergente.

(b) Divergente, pela Condi¢ao Necessaria de Convergéncia.

156



Capitulo 4

Sucessoes e Séries de Funcoes

4.1 Sucessoes de Funcoes

Seja D C R um conjunto que, ao longo de todo o capitulo, suporemos néo vazio. Denotamos por .7 (D)
o conjunto das fungdes reais de varidvel real definidas em D.Uma sucesséo de fungdes (f,,) definidas em
D é uma aplicacdo
(fa): N — F(D)
no— fu
onde, para cada n € N, temos
e D — R
x —  falx)

Exemplo 4.1. A sucessio (f,), onde, para cada n € N, temos

fo: [0,1] — R
X > fa(x) = X"

¢ uma sucesséo de fungdes definidas em [0, 1].

4.1.1 Convergéncia de Sucessoes de Funcoes

Suponhamos que, para cada x € D, a sucessao numérica (f,(x)) € uma sucessdo convergente. Podemos

entdo considerar a funcao
f: D — R

o f)= lim )

Definicao 4.2. Sejam D C R um conjunto, (f,) uma sucessao de fung¢des definidasemDe f: D — R

uma funcao.

Dizemos que a sucessio (f,) converge pontualmente para a fungdo f em D e escrevemos
)4
fn = f

se, paratodoox € D, f(x) = lim f,(x).

n—y—+oo
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Neste caso dizemos que a fungéo f é o limite pontual da sucessio (f,) em D.

Exemplo4.3. 1. Sejam DCR, g: D — R uma fungio e (a,) uma sucessido de nimeros

reais convergente para a € R. Para cada n € N seja

fn: D — R

x > fu(x) =ang(x)

Para cada x € D temos

Jim f(x) = lim (a,g(x))
= ag(x)

e, portanto, a funcio
f+ D — R
x — flx)=ag(x)

€ o limite pontual em D da sucessao de funcdes considerada.
2. Seja D = [0,1] e, para cada n € N, consideremos a fungio

far [0,1] — R
x o fulx)=x"

Para cada x € [0, 1] temos

. T n__
nLlrJrrloofn (X) a ngrfwx =0

lim f,(1)= lim 1"=1.

n—r+oo n—r+-oo

Portanto a sucessdo de func¢des considerada converge pontualmente em [0,1] para a fungdo

f: [0,1] — R definida por

Flx) = 1 se x=1
10 se xe[0,1]

No grafico que apresentamos a seguir estao representadas as funcdes fi, f>, f3, fa € f.
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3. Consideremos a sucessao (f,) de fun¢des definidas em [0, 1] por

para cadan € N.

Note-se que, para todo o x € [0,1] e, para todo o n € N, temos

0< fulx) <

S |-

O Teorema das Sucessdes Enquadradas permite entdo concluir que, para todo o x € [0, 1],

lim f,(x) =0.

n—y+oo

Entdo a sucessdo de fungdes considerada converge pontualmente para a fungdo nula em [0, 1].

4. Consideremos a sucessdo (f,) de fungdes definidas em [0, 1] por

n

x
In (x) =
n
para cadan € N.
Temos, para todo o x € [0, 1] e, paratodo o n € N,
n
o< <l
n - n

O Teorema das Sucessdes Enquadradas permite entdo concluir que, para todo o x € [0, 1],

n

lim f,(x) = lim — =0.

n—r+oo n—+oo

Entdo a sucessdo de fungdes considerada converge pontualmente para a fungdo nula em [0, 1].

5. Consideremos a sucessao (f,,) de fungdes definidas em [0, 7] tal que, para todo on € N,

fo: 01 — R

x > fu(x) =cos(nx)

Para x = 7 temos, para todo o n € N,

Consequentemente, ndo existe o limite

R o)
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e, portanto, a sucessao de funcdes considerada ndo converge pontualmente para nenhuma fungao

em [0, 7.

Observacio 4.4. 1. Tendo em aten¢do a definicio de limite de uma sucessdo de niimeros reais, temos
que f € o limite pontual em D da sucessdo (f,) de fungdes definidas em D se e s6 se, para todo o

x €D, e, paratodo o € > 0, existe p € N tal que, paratodo on € N, se n > p, entdo
[fu(x) = f(x)| < €.

Consequentemente, se pretendermos provar que a funcao f ndo € o limite pontual em D da sucessao
de funcdes (f,) basta provar que existe xo € D e existe € > 0 tais que, para todo o p € N, existe
neNtalquen>pe

fulxo) — £(x0)] = e.

2. Geometricamente, dizer que a sucessdo (f,) de fungdes definidas em D C R converge pontual-
mente paraafuncdo f: D — R em D significa que, para todo o xg € D, arecta de equagado
x = xo intersecta os graficos das fun¢des f,, numa sucessio de pontos, (f,(xo)), que converge para

o ponto f(xp).

Suponhamos que (f;,) é uma sucessao de fungdes definidas num conjunto D C R que converge pon-
tualmente em D paraafungdo f: D — R.
Desde ja podemos colocar quatro questdes que pretendem relacionar algumas propriedades das

funcdes f, com propriedades do mesmo tipo da fungdo f.

Q1: Seja a € R um ponto de acumulagdo de D. Suponhamos que, para cada n € N, o limite lim f, (x)
xX—a

existe e € finito.
Entdo, também existe e € finito o limite lim f(x)?
X—a

E, se esta condi¢do se verificar, vale a igualdade

n—-—+too \x—a x—a \ n—+oo

lim (lim I (x)) = lim ( lim f, (x)) ?
Q2: Se, paracadan € N, a funcdo f, € uma funcdo continua em xg € D, a funcdo f € também continua
em xg?

Q3: Se, para cada n € N, a funcdo f, € uma fun¢do diferencidvel em xy € D, a fun¢do f é também

diferenciavel em xg?
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E, se esta condicdo se verificar, vale a igualdade
/ — . / 2
fi(xo) = lim_f,(x)?

Q4: Suponha-se que se tem D = [a,b], com a < b. Se, para cada n € N, a fun¢do f,, é uma fungio

integravel em [a, b], a fungdo f é também integravel em [a,b]?

E, se esta condicdo se verificar, vale a igualdade

/ ) dx= tim. ( / ") dx> ?

Os exemplos que apresentamos a seguir permitem concluir que, em cada caso, a Defini¢do 4.2 nao

garante que a resposta a questio colocada seja afirmativa.

Exemplo 4.5. 1. Sejam D C R, (a,) uma sucessdo de nimeros reais convergente para a € R e
g uma funcgdo definida em D. Consideremos a sucessdo (f,) de fungdes definidas em D por
fn(x) = ayg(x), para cada n € N. Como vimos no Exemplo 4.3, esta sucessdo de fun¢des con-
verge pontualmente em D para a fungdo f definida em D por f(x) = ag(x). Admitamos que a
funcdo g é continua em xo € D. Entéo, para cadan € N, a fun¢@o f;, é continua em xp e a fungdo f

¢ também continua em xy.

Neste caso a sucessao de fungdes considerada verifica as propriedades referidas nas questdes Q1

e Q2.

2. Consideremos a sucessdo (f,) de funcdes definidas em [0,1] por f,(x) = x", para todo o

n € N. Como vimos no Exemplo 4.3 esta sucessdo converge pontualmente em [0, 1] para a fungao

f definida por
1 se x=1
X)) =
f®) {0 se x€[0,1]

Para cada n € N, a fun¢do f, € uma fungdo continua em xy = 1 e, no entanto, a funcdo f ndo é

continua neste ponto.

Observe-se que, neste caso, as fungdes f,, para cada n € N, sdo diferencidveis em xg = 1 e, no

entanto, a funcdo f ndo € diferencidvel neste ponto.

Com este exemplo podemos concluir que a convergéncia pontual ndo garante que a resposta as
questdes Q1 e Q2 e a uma das partes da questao Q3 seja afirmativa.
X
3. Asucessio (f,) de fungdes definidas em [0, 1] por f,,(x) = =, para todo o n € N, converge pontual-
n
mente para a func¢do nula em [0, 1] (ver Exemplo 4.3). Neste caso, tanto as fungdes f,, para cada

n € N, como a fungdo f sdo diferenciaveis em todo o ponto de [0, 1].

Consideremos a sucesséo (f;) de fungdes definidas em [0, 1], onde, para cada n € N, f, denota,
como habitualmente, a derivada da fung@o f,. Temos, para todo o x € [0,1] e, para todo o n € N,

1 . ~

fi(x) = — e, portanto, a sucessdo das derivadas converge pontualmente para a fun¢io nula em
n

[0,1].
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Consequentemente, verifica-se a igualdade

f(x)= lim f(x),

n—y+oo
para todo o x € [0, 1].

Neste exemplo apresenta-se uma sucessdo de fungdes que verifica as propriedades referidas na
questdo Q3.

n
4. A sucessdo (f,) de fungdes definidas em [0, 1] por f,,(x) = x—, para todo o n € N converge pontu-
n

almente para a fung¢@o nula em [0, 1] (ver Exemplo 4.3). Neste caso, tanto as fungdes f,, para cada

n € N, como a fungdo f sdo diferencidveis em todo o ponto de [0, 1].

Consideremos a sucesséo (f,) das derivadas das fungdes f,,. Temos, para todo o x € [0, 1] e, para
todo o n €N, f1(x) = x"~! e, portanto, a sucessio das derivadas converge pontualmente em [0, 1]

para a fungdo F definida em [0, 1] por

I se x=1
F(x) =
0 se xe€l0,1]

Temos entdo, neste caso, 1_1&1 fi(l)y=F(1)=1e f'(1) =0, pelo que
n oo

F)# Tim £1(1).

n—r—+oo

Consequentemente, a igualdade

f)= tim fi(x),

ndo se verifica em pelo menos um ponto do intervalo [0, 1].

Este exemplo permite concluir que a questdo Q3 nem sempre tem resposta afirmativa.

5. Consideremos a sucessao (f,) de fungdes definidas em [0, 1] por

2n  se xe[ﬁ,l]

Sl = 0 se xe[0,1]\[5,1]

paratodoon € N.
Na figura seguinte estd representado o grafico das funcdes f1, f> e f3.

y

6 T--+—*

hf

T
|
|
1 x
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A sucessdo de fungdes considerada converge pontualmente para a fun¢éo nula em [0, 1].

Neste caso tem-se que, tanto as fungdes f,, para todo o n € N, como a funcdo limite pontual sdo

1 ] 1
/0 (ngwan(x)> dx:/o 0dx=0.

integraveis em [0, 1] tendo-se

No entanto, para cadan € N,

/Olfn(x)dx = /janx

Consequentemente

1
nLHEoo </0 fn(x) dx) =1,

0 que permite concluir que, neste caso,

[ rwas im ([ fwa).

Com este exemplo pode concluir-se que a questdo colocada em Q4 nem sempre tem resposta

afirmativa.

Os exemplos que apresentdmos permitem concluir que a convergéncia pontual ndo garante que a
resposta as questdes colocadas seja sempre afirmativa. Para que estas questdes tenham resposta afirma-
tiva temos de introduzir uma outra no¢@o de convergéncia de uma sucessdo de funcdes que se designa
convergéncia uniforme.

Como vimos, sendo (f,) uma sucessdo de fun¢des definidas em D e f uma fungdo definida em D,
dizer que f, RN S significa que, fixados € > 0 e x € D, existe p € N tal que, paratodoon € N, se n > p,
entdo |f,(x) — f(x)| < €. Note-se que nesta defini¢do exigimos que p € N seja dependente de € e de x.

Na defini¢ao de convergéncia uniforme exigimos que p seja apenas dependente de €.

Definiciio 4.6. Sejam D C R um conjunto, (f,) uma sucessdo de fun¢des definidasemDe f: D — R
uma funcao.

Dizemos que a sucessdo (f,) converge uniformemente para a fungdo f em D e escrevemos

S f
se, para todo o € > 0, existe p € N tal que, paratodo on € N, se n > p, entdo
[fa(x) = f(x)| <&,
paratodo o x € D.
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Observacio 4.7. Sejam (f,) uma sucessdo de fun¢des definidas em D C R e f uma fungdo definida em
D.

Resulta da Defini¢do 4.6 que se f;, % £, entdo f, RN f.

Consequentemente, para averiguar se existe o limite uniforme de uma sucessdo (f,) de fungdes
definidas em D, basta determinar o limite pontual desta sucessdo em D e verificar se a convergéncia é

uniforme.
n

Exemplo 4.8. Consideremos a sucessdo (f,) de fungdes definidas em [0, 1] por f,(x) = x—, para todo o
n

n € N. Ja vimos que esta sucessdo converge pontualmente para a fungéo nula em [0, 1].

Vamos averiguar se esta sucessdo de fungdes também converge uniformemente para a funcio nula
em [0,1].

Seja € > 0, arbitrario.

Vamos provar que existe p € N tal que, para todo o n € N, se n > p, entao

xn

|fu(x) — 0] < € = <e,

para todo o x € [0, 1].

Observemos em primeiro lugar que, para todo o x € [0, 1], temos

x"
n -0] = -
-0 = |
1
S —
n
1
< —-<g,
14

para todo o x € [0, 1].
Acabdmos de provar que, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todo on € N, se n > p, entdo

[fulx) =0 <&,
para todo o x € [0, 1], o que prova que a sucessdo de fungdes considerada converge uniformemente para
a fun¢do nula em [0, 1].

Resulta imediatamente da Defini¢do 4.6 que uma sucessio (f,,) de fungdes definidas num conjunto
D nio converge uniformemente em D para uma funcdo f definida em D se existe € > 0 tal que, para todo

opeN,existemn € Nexy € Dtaisquen > pe |f,(xo) — f(xo0)| > €.

Exemplo 4.9. 1. Consideremos a sucessio (f,) de fungdes definidas em [0, 1] por f,(x) = x", para

todo o n € N. Como vimos no Exemplo 4.3, esta sucessdo converge pontualmente em [0, 1] para a
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fungdo f definida em [0, 1] por

) 1 se x=1
X)) =
0 se xel0,1]

Vamos ver que esta sucessdo niao converge uniformemente em [0, 1] para a fungéo f.

Para tal basta provar que existe € > 0 tal que, para todo o p € N, existem n € N e xo € [0, 1] tais
quen > pe|fu(xo) — flxo)| = &

Tome-se € = —.
2

Observemos em primeiro lugar que, para todo o x € [0, 1] e, para todo o n € N, temos
[fa () = f()] = [x" = O] = |¥"] = ™.

Por outro lado, para todo o x € [0, 1] e, paratodo o n € N,

1
\r/i’

Consequentemente, sendo € = 3 exyg= temos, paratodoon € N,

fu(x0) = £ 30} = [(x0)"| = ( é) -1

1 1
Temos entdo que existe € = 3 > 0 tal que, paratodoo p € N, existemn € N, (n=p)exg = 7 €
[0, 1] tais que n > p e [ fu(x0) — f(x0)| = €.
2. Consideremos a sucessio (f,) de fungdes definidas em R por f,(x) = al para cada n € N. Esta

9
n
sucessdo converge pontualmente em R para a fun¢do nula. No entanto, como veremos a seguir,

esta convergéncia em nao € uniforme.

De facto, se tomarmos € =1e p € Ntemos, paraxo =p € R,en=p

X0

‘fn(XO) _0| =

B “ B 1 '

p

Acabdmos de provar que existe € =1 > 0 tal que, para todo o p € N, existem n € N, (n = p),
exo=p € R tais que n > p e |f,(x0) — f(x0)| > €, o que garante que a sucessdo de fungdes

considerada ndo converge uniformemente em R para a fun¢io nula.

A proposicao que vamos apresentar a seguir estabelece uma condi¢c@o necessdria e suficiente para que
uma sucessao de fungdes convirja uniformemente para uma funcio. Esta condi¢do é, por alguns autores,
apresentada como defini¢do de convergéncia uniforme. Em muitas das demonstracdes de resultados que

envolvem convergéncia uniforme, esta condi¢do € utilizada em alternativa a Definicao 4.6.
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Proposicao 4.10. Sejam D C R um conjunto, (f,) uma sucessdo de funcoes definidas em D e

f: D — R uma fungdo. As condigdes seguintes sdo equivalentes:
. u .
i) fo— [

ii) para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todo o n € N, se n > p, entdo

sup{[/n(x) — f(x),x € D} <e.

Demonstracdo: i) = ii)

Queremos provar que, para todo o € > 0, existe p € N tal que, paratodoon € N, se n > p, entdo

sup{[/n(x) — f(x),x € D} <e&.

Seja € > 0, arbitrario.
€
Entao 5 > 0. Atendendo a Defini¢do 4.6, existe p € N tal que, paratodoo n € N, se n > p, entdo

) = F@] < 5 @.1)

para todoo x € D.
Atendendo a que a desigualdade (4.1) se verifica para todo o x € D tem-se, por defini¢do de supremo,

que, paratodoon > p,
€
sup{1f,(x) = Fx)|.re DY < 5 <.

como se pretendia.
i) =1i)

Seja € > 0, arbitrario. Queremos provar que existe p € N tal que, para todo on € N, se n > p, entdo

[fu(x) = f(x)| <&,

paratodoox € D.

Atendendo a hipétese, existe p € N tal que, paratodo on € N, se n > p, entdo

sup{|fu(x) — f(x)|,x € D} <.
Consequentemente temos, para todo o x € D,
|fu(x) = f(x)] <€,

como se pretendia. [ |

Observacao 4.11. Sejam D C R um conjunto e (f,) uma sucessdo de fun¢des definidas em D. A

condicdo ii) da Proposi¢do 4.10 é equivalente a afirmar que a sucessdo numérica (0,), onde, para cada
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n €N, o, =sup{|fn(x) — f(x)|,x € D} é um infinitésimo. Consequentemente, resulta daquela proposi¢ao

que as condicdes seguintes sdo equivalentes:
u .
Q) fo = [

b) tim_(sup{lfu(x) ~ f(x)|,x € D}) =0,

Exemplo 4.12. Consideremos a sucessao (f,) de fungdes definidas em [1,2] por f,,(x) = M para

1 +n2x%’
cadan € N.
Esta sucessdo converge pontualmente em [1,2] para a fungio nula.

Sejam n € N e x € [1,2], arbitrarios. Temos entio

nx
1+ n2x2

nx
1+’

100~ £ =

Uma vez que n?x% +1 > n*x? > 0, temos 73 < 75 donde resulta, atendendo a que nx > 0,
1 +n*x n-x
nx nx 1 1 1 1
——55 <55 =—.Umavezquex € [1,2] temos — < 1 ¢, portanto, — < —.
14+ n*x n-x nx X nx  n

Conclui-se entdo que, para todo o n € N e, para todo o x € [1,2],

[fa(x) = f(x)| <

S =

donde resulta que |
sup{|fa(x) = f(¥)[,x € [1,2]} < —.

S

Como n € N ¢ arbitrério e sup{|f,(x) — f(x)|,x € [1,2]} > 0 temos, paratodoon € N,

0 <sup{[/fu(x) — f(¥)],x € [1,2]} < (4.2)

S =

Atendendo a dupla desigualdade (4.2) e ao Teorema das Sucessdes Enquadradas, podemos concluir

que

lim_(sup{[,(x) — £(x)|.x € [1.2]}) =0,

n—y+oo
Pela Observacdo 4.11, temos que a sucessio de fungdes considerada converge uniformemente em

[1,2] para a fun¢do nula.

Vamos agora interpretar geometricamente a defini¢do de convergéncia uniforme.

Seja (f,) uma sucessdo de fungdes definidas num intervalo [a,b], com a < b. Admitamos que esta
sucessdo converge uniformemente em [a,b] para a fungdo f: [a,b] — R . Entdo, para todo o
€ >0, existe p € N tal que, paratodo on € N, se n > p, entdo | f,(x) — f(x)| < &, para todo o x € D.

Atendendo a que, para todo o x € [a, b],

[fn(x) = f()] < & == f(x) —& < fulx) < fx) +€
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temos que se f, — f, entdo, para todo o € > 0 e, para valores de n suficientemente grandes, os graficos
das fungdes f;, estdo contidos na faixa do plano limitada pelos gréficos das fungdes definidas, respecti-

vamente, pory = f(x) +€ey = f(x) — €.

O teorema que apresentamos a seguir, habitualmente designado Critério de Cauchy para a Con-
vergéncia Uniforme, estabelece uma condi¢io necessaria e suficiente para que uma sucessio de func¢des

seja uniformemente convergente, independentemente de se conhecer o limite uniforme da sucessao.

Teorema 4.13. Seja (f,) uma sucessao de fungédes definidas em D C R. Entdo a sucessdo (f,) é unifor-
memente convergente em D se e so se, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todos os m,n € N,
sem > pen > p, entdo

|fn(x) _fm(x)’ <Eg,
para todo o x € D.

Demonstracao: ” —"”

Admitamos que a sucessdo (f,) de fungdes definidas em D é uniformemente convergente em D.
Entio, existe uma fun¢do f definida em D que € o limite uniforme da sucessdo considerada.

Seja € > 0, arbitrario.

Observe-se em primeiro lugar que, para todos os m,n € N e, para todo o x € D, temos, pelas propri-

edades da fungdo mdédulo,

fa(¥) = fn ()] = |falo) = f(x) + f (%) = fin(¥)]
[fa (%) = FO) [+ 1 (%) = fin ()]
= falx) = fO)+ [fin(x) = F(¥)].

IN

(
(
Se provarmos que cada uma das parcelas de | f,(x) — f(x)|+ | fm(x) — f(x)| € inferior a g garantimos

que [f,(x) — fn(x)| < €.

€ - .
Como € > 0 temos 5 > 0 e, atendendo a Defini¢do 4.6, existe p € N tal que, para todo o k € N, se
k > p, entdo

o) = F@)] < 5 4.3)

paratodoox € D.

Sejam m,n € N tais que m > p e n > p. Utilizando as propriedades da fungao médulo e a desigualdade
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(4.3), temos, para todo o x € D,

() = fu)| < fa(0) = F) [ fn(x) = f(2)]

£
+

< = =E.
2

)
2
Provdmos entdo que, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todos os m,n € N,sem > pen > p,
entdo |f,(x) — fin(x)| < €, para todo o x € D, como pretendiamos.

2 b2l

Admitamos que a sucessdo (f;,) satisfaz a condigdo

para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todos os m,n € N, se m > p e n > p, entdo
|fu(x) — fin(x)| < €, paratodo o x € D.

Seja x € D, arbitrdrio. Entdo a sucessdo (f,(x)) é uma sucessdo de Cauchy ! de ndmeros reais, logo

convergente. Consequentemente, existe o, € R tal que

2] = e

Consideremos a func¢io
f: D — R
x — fx)=oy
Vamos provar que f € o limite uniforme em D da sucessao de fungdes considerada.
Seja € > 0, arbitrario. A hipdtese garante que existe p € N, tal que, para todos os m,n € N,se m > p
en > p, entdo

|fn(x)_fm(x)’ <§g, (4-4)

paratodoo x € D.

Na desigualdade (4.4) fixemos n e x e facamos m tender para +oo. Temos entao

lim (|f(x) — fu(x)]) < €. (4.5)

m—s—+oo

Atendendo a continuidade da fungao médulo, temos

lim_ (|f3(x) = fn(¥)]) = [ fa(x) = f ()]

m—+-oo

e, portanto, da desigualdade (4.5), resulta

[fa(x) = f(x)[ <e.

Provamos que, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todo o n € N, se n > p, entdo

|fn(x) — f(x)| < €, para todo o x € D, o que garante que f,, — f. [ ]

ISeja (an) uma sucessdo de nimeros reais. Dizemos que (a,,) é uma sucessdo de Cauchy se, para todo o € > 0, existe p € N
tal que, para todos os m,n € N, se m > p e n > p, entéo |a, — a,,| < €.
Temos o seguinte resultado:
Teorema: Seja (a,) uma sucessdo de nimeros reais. Entéo (a,) é convergente se e s6 se é uma sucessdo de Cauchy.
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Temos a seguinte defini¢cao:

Definicdo 4.14. Dizemos que a sucessao (f,) de func¢des definidas em D C R é uma sucessdo uniforme-
mente de Cauchy em D se, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todosos m,n € N, sem>pe
n > p, entao

[fa(x) = fin ()| <&,
paratodoox € D.

Tendo em atengdo a Defini¢do 4.14, o Teorema 4.13 estabelece que uma sucessio de funcdes defini-
das em D € uniformemente convergente em D se e s6 se € uma sucessao uniformemente de Cauchy em
D.

Exercicios 4.1 1. Considere a sucessdo (f,) de fungdes definidas em R por

_x
14’

Ja(x)

para todo o n € N. Mostre que a sucessdo considerada converge uniformemente para a funcdo

nula em R

2. Sejam D C R, g uma fungdo definida em D, (a,) uma sucessao de nimeros reais e (f,) uma

sucessao de fungdes definidas em D por

Jn (x) = ang(x) )

para todoon € N.

(a) Mostre que, se existema € R e p € N tais que a, = a, para todo o n > p, entdo a sucessao

(fn) converge uniformemente em D para a func¢éo f definida em D por f(x) = ag(x).

(b) Mostre que se a sucessdo (a,) converge para a € R e a fungdo g é limitada em D, entdo a

sucessdo (f,) converge uniformemente em D para a fungdo f definida em D por f(x) =
ag(x).

3. Considere a sucesséo (f,) de fungdes definidas em [0, 1] por
Ja(x) =¥ (1 =x"),

para todo o n € N. Mostre que a sucessao considerada converge pontualmente para a funcdo

nula em [0, 1] mas que esta convergéncia néo é uniforme.

4.2 Séries de Funcoes

A definicdo de série de fungdes que vamos apresentar € andloga a definicdo de série numérica que apre-

sentamos no capitulo anterior.
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Defini¢ao 4.15. Seja (f,) uma sucessio de fung¢des definidas em D C R. Chama-se série de fungdes de

termo geral f, e representa-se por
—+oo
L fo
n=1

ao par ((fn), (sn)) de sucessdes de fungdes definidas em D, onde, para cadan € N,

sn=fitfat -+ fa=) fi:
k=1

o0
A sucessdo (s,,) chama-se sucessdo das somas parciais da série Z S
n=1
Se existe o limite pontual ou uniforme da sucessao das somas parciais dizemos que a série é conver-

gente. A funcdo f limite da sucessdo das somas parciais chamamos fungdo soma da série e escrevemos

+o0
Z fn = f
n=1

Note-se que, a semelhanca do que foi estabelecido para uma série numérica, pode provar-se sem
dificuldade que a convergéncia de uma série de fungdes ndo depende dos p — 1 primeiros termos da
série.

Atendendo a Definicdo 4.15 e ao que foi estabelecido na sec¢do anterior, podemos também, para as
séries de funcdes, definir dois tipos de convergéncia, a convergéncia pontual e a convergéncia uniforme,

que estudaremos na seccdo seguinte.

Observacio 4.16. Seja (f,) uma sucessdo de fungdes definidas em D C R. A série de termo geral f,

pode também ser representada por
—+o0
Z fa(x).
n=1

Neste caso, sendo f a funcdo soma da série podemos escrever

+oo
;fn(x) = f(x).

—+oco
Exemplo 4.17. 1. A série Z &(fx) € uma série de fungdes definidas em R cujo termo geral € a
n=1 n
fun¢do f, definida em R por f,(x) = &(fx).
n

2. Sendo (a,) uma sucessdo de nimeros reais, consideremos a sucessao (f,) de fungdes definidas em

R por f,(x) = a,x", para todo o n € N. A série de fun¢des de termo geral f,, pode ser representada

+
por Z apx".
n=1
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Convergéncia de Séries de Fungoes Como ja foi dito, podemos, para as séries de funcdes, definir
convergéncia pontual e convergéncia uniforme. Tal como no caso das sucessdes de funcdes, podem
também colocar-se algumas questdes que pretendem relacionar o comportamento dos termos de uma

série de fun¢des com o comportamento da fungcdo soma da série.

o0
De facto, sendo Z fn(x) uma série de funcdes definidasem De f: ICcD — R afungio
n=1
soma da série, podemos colocar as questdes seguintes:

Q1: Seja a € R um ponto de acumulagéo de D. Suponhamos que, para cada n € N, o limite lim f,(x)
xX—a

existe e € finito.

Entdo também existe e € finito o lim f(x)?
xX—a

E, se esta condicao se verificar, vale a igualdade

oo oo
(lim fn(x)> —1im [ ¥ fux) |2
n:1 X—a X—a n:1

Q2: Se, para cadan € N, a funcdo f, € uma fungdo continua em x¢ € I, a funcdo f é também continua

em xg?

Q3: Se, para cada n € N, a funcgio f, é uma funcgio diferencidvel em xg € I, a fungdo f é também

diferenciavel em xg?

E, se esta condicdo se verificar, vale a igualdade
! R !
f'(x0) =Y fr(x0)?
n=1

Q4: Suponha-se que I = [a,b], com a < b. Se, para cada n € N, a fun¢io f, é uma fun¢io integravel

em [a,b], a fun¢do f é também integravel em [a, b]?

E, se esta condi¢do se verificar, vale a igualdade

/abf(x)dx:g (/ahfn(x)dx> ?

Como veremos na sec¢do seguinte, a definicao de convergéncia uniforme é a que permite responder

a algumas das questdes colocadas.
Definicao 4.18. Seja (f,,) uma sucessdo de fungdes definidas em D C R. Dizemos que a série de termo
—+oo
geral fo, Y fa,
n=1
e converge pontualmente em D se a sucessao das suas somas parciais converge pontualmente em D;

e converge uniformemente em D se a sucessao das suas somas parciais converge uniformemente em
D.
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~+oo

Observacao 4.19. Sejam (f,) uma sucessdo de fungdes definidas em D C R e Z fn a série de fungdes
n=1

de termo geral f,,.

Admitamos que esta série converge pontualmente em D paraa fungdo f: D — R.
Atendendo a Defini¢do 4.18, tem-se que a sucessdo de fungdes (s,) converge pontualmente em D

para a funcdo f, o que significa que, para todo o xg € D, temos

lim s,(x0) = f(x0)

n—-+eo

—+oco
e, portanto a série numérica, Y f,(xo) é convergente e tem soma f(x).
n=1
o0
Reciprocamente, se, para todo o xp € D, a série numérica Z fn(x0) é convergente e tem soma sy,
n=1
—+oo

temos que a série Z fn(x) de fungdes definidas em D converge pontualmente em D para a fungdo f
n=1

definida por
f+ D — R
x — f(x)=sy.

Consequentemente, a convergéncia pontual em D € equivalente a convergéncia de todas as séries
numéricas que se obtém para cada concretizagdo de x € D.

~+oo
Exemplo 4.20. Consideremos a série Z x" de fungdes definidas em R, onde se convenciona que é igual
. . . n:O
a 1 o primeiro termo da série que se obtém tomando x = 0.

Tomando x = 0 obtém-se a série que, a excep¢ao do primeiro termo que € igual a 1, tem todos os
termos nulos. Esta série é convergente e tem soma so = 1.

Para cada concretiza¢do de x € R\ {0}, obtém-se uma série geométrica de razdo x. Como vimos, se
|x| < 1, a série geométrica obtida é convergente e tem soma s, = T &8 |x| > 1, a série geométrica
obtida € divergente.

Consequentemente, a série de fungdes considerada converge pontualmente no intervalo | — 1, 1] para
a fungdo f definida por

f+]-1,1] — R
1

1—x

X — flx)=

Podemos entdo escrever, no intervalo | — 1, 1],

O exemplo que acabamos de apresentar justifica a definic@o seguinte:

~+oo

Defini¢ao 4.21. Sejam D C R, (f,) uma sucesséo de fungdes definidas em D e Z fn a série de funcgdes
n=1

de termo geral f,. Chama-se dominio de convergéncia da série de termo geral f, ao conjunto de pontos
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~+oo
x € D para os quais a série numérica Z fn(x) é convergente.
n=1
o0
Exemplo 4.22. 1. Consideremos a série Z ne ™ de fungdes definidas em R.
n=1
Uma vez que
) oo se x<0
lim (ne™™) =
n—oo 0 se x>0

concluimos, pela condi¢do necesséaria de convergéncia de uma série numérica, que, para todo o

x € Ry, a série numérica obtida € uma série divergente.

Seja x > 0. Com vista a aplica¢do do Critério de Cauchy, consideremos o limite

L = lim /|ne ™|

n—r+-oo

= lim Vne ™

n—y+oo

= lim (e™*V/n)

n—r—oo

= e *.

Utilizando o Critério de Cauchy temos que a série considerada é absolutamente convergente, logo

convergente, para todo o x € R que verifica a condi¢do [e | < 1. Uma vez que
e <l<=e">1<=x>0

temos que a série considerada € absolutamente convergente, logo convergente, em R ™.
o0

Do que foi dito, podemos concluir que o dominio de convergéncia da série Z ne”
n=1

¥ € 0 conjunto

R*.
oo x
. Consideremos a série Z 2"sen e de fun¢des definidas em R.

n=1
“ (2 '
= 3 .

—+oo n 2
Atendendo a que a série Z <> € uma série geométrica de razdo r = 3’ logo convergente, as
n=1

Para todo o x € R e, para todo o n € N, temos

X

0< 2”3—”

n X
2 sen3—n‘ <

—+oo 2 n
propriedades das séries numéricas garantem que, para todo o x € R, a série numérica Z |x| <3>

n=1
¢ uma série convergente.
Seja x € R, arbitrario.

Uma vez que se tem, paratodo on € N,

0<

x 2\"
n 7‘< Z
sen _|x|<3>
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~+oo 2 n
e a série Z |x| (3) ¢ convergente podemos concluir, pelo Critério de Comparagio, que a série
n=1
~+oo
X
Z 2”861137
n=1
+oo X
z z..: n z
é convergente. Consequentemente, a série Z 2"sen 3 ¢ absolutamente convergente, logo conver-
n=1

gente.

Podemos entdo concluir que a série considerada tem dominio de convergéncia R.

. L. & In"(x-5) . .
3. Consideremos a série Z ———= de fungdes definidas em |5, +oo].
n=1
Se x = 6 obtém-se a série nula que é (absolutamente) convergente.

In"(x—5
Para todo o x €]5,+o[\{6} e, para todo o n € N, temos In'(x=3) # 0. Com vista a aplica¢do do
n

Critério de D’ Alembert consideremos o limite

ln"“(x—S)'
1 In(x—35
fim L1 1y, =S
n—+e | In"(x —5) n—teo  pA41
n
= |In(x—5)].

Utilizando o Critério de D’ Alembert temos que:

e se|In(x—5)| < 1ex€]5,+eo[\{6}, entdo a série & absolutamente convergente, logo conver-

gente;

e se|In(x—5)| > 1ex€]5,+0[\{6}, entdo a série é divergente.

Uma vez que

(|In(x—=35)| < 1Ax €]5,4[\{6}) <= (—1<In(x—5)<1Ax€]5+[\{6})
o (vese Lo ve)

(|IIn(x—=35)| < 1 Ax €]5,4[\{6}) < (XE}S,S—i—i [U]5+e,+°°[>

1
podemos desde ja concluir que a série considerada converge absolutamente em ] 5+-,5+ e[ e
e
1
diverge em ] 5,5+ o [U]S +e,+ool.
i o A 1
Falta estudar a natureza das séries numéricas que se obtém tomandox =5+ - ex=5+-e.
e

1 . (=1
Se x = 5+ —, obtemos a série numérica Z
e

que, como vimos anteriormente, ¢ uma série
n=1
convergente.
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~+oo 1
Se x =5 +e, obtemos a série numérica Z — que, como vimos anteriormente, ¢ uma série diver-

n=1
gente.

Do que foi dito pode entdo concluir-se que o dominio de convergéncia da série dada € o intervalo
1
[5 +—-,5+e [
e
A proposicdo que apresentamos a seguir e que € habitualmente designada Critério de Weierstrass,

estabelece uma condigao suficiente para a convergéncia uniforme de uma série de funcoes.

Teorema 4.23. Sejam D C R e (f,) uma sucessdo de fungées definidas em D. Suponhamos que:

o0
i) existe uma sucessdo (ay,) de niimeros reais ndo negativos tal que a série numérica Z a, é conver-

n=1
gente;

ii) paratodo o n € N e, para todo o x € D,

Fu(X)| < an.

—+oo
Entdo a série de fungées Z [fn converge uniformemente em D.
n=1

Demonstracao: Para demonstrar que a série de funcdes considerada converge uniformemente em D
temos de demonstrar que a sucessdo (s,) das somas parciais da série é uniformemente convergente em
D. Vamos verificar que esta sucessao estd nas condi¢cdes do Critério de Cauchy para a Convergéncia
Uniforme, ou seja, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todos os mn € N, sem>pen> p,
entao

’Sn(x) _sm(x)’ <EgE,

paratodoox € D.
Comecemos por observar em primeiro lugar que, sendo x € D e m,n € N, arbitrérios, e admitindo,

sem perda de generalidade, que m > n, temos, atendendo as propriedades da fungdo médulo,

500 —sm@| = |V A0~ Y )
k=1 k=1

= |fn+1(x) +fn+2(x) +-- +fm(x)|
< far1 )+ a2 ()] 4+ [ ()] -

Atendendo a condig¢do ii) da hipdtese, a desigualdade anterior € equivalente a
’sn<x)_sm(x)‘ Saptitapta+--+am. (4.6)

Seja entdo € > 0, arbitrério.

Vamos provar que existe p € N tal que, para todos os m,n € N, se m > p e n > p, entdo
[sn(x) —sm(x)| <€,

para todo o x € D.
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~+oo
Como, por hipdtese, a série numérica Z a, € convergente, temos que a sucessdo das suas somas

o n=1
parciais é também convergente e, portanto, € uma sucessio de Cauchy. Consequentemente, fixado € > 0,

existe p € N tal que, para todos os m,n € N, se m > p e n > p, entdo

n m
Z ay — Z ag| < €.
k=1 k=1
Vamos supor, sem perda de generalidade, que se tem m > n. Temos entdo de provar que
\an+1+an+2+---+am| <E. 4.7

Como, por hipdtese, a sucessio (a,) é uma sucessdo de nimeros reais ndo negativos, a desigualdade
(4.7) é equivalente a
apn+1+ap2+--+ap <E. (4.8)

Resulta de (4.6) e de (4.8) que, para todos os m,n € N, se m > p e n > p, entdo

|52 (x) =8 (X)| < @pi1 +ang2+---+am <€,

para todo o x € D, como pretendiamos. [ |
Exemplo 4.24. 1. Consideremos a série de fungdes definidas em R
Ji" sen (nx)
n?

n=1

Vamos averiguar se esta série de funcdes satisfaz as condigdes do Critério de Weierstrass.

Para todo o x € R e, para todo o n € N, temos

sen (nx)
2

[\S)

n

1 . . =

A sucessao (2 € uma sucessao de nimeros reais nao negathOS tal que a serie Z - € conver-
n n=1

gente.

Entio, pelo Critério de Weierstrass, a série de fung¢des considerada é uniformemente convergente

em R.

2. Consideremos a série de fun¢des

Uma vez que, para todo o n € N e, para todo o x € [1, 4o,

1
xn*

11
xnt Tt
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+o0
e a sucessio <4> € uma sucessao de nimeros reais nao negativos tal que a série Z —; € conver-
n

n=1
gente, o Critério de Weierstrass permite concluir que a série de func¢des considerada é uniforme-

mente convergente em |1, 4oo].

Observacao 4.25. O Critério de Weierstrass ¢ uma condi¢do suficiente mas ndo necessdria para a con-
vergéncia uniforme de uma série de funcdes, isto €, existem séries de funcdes que sdo uniformemente

convergentes num conjunto D C R, mas ndo satisfazem alguma das condi¢des do Critério de Weierstrass.

Exemplo 4.26. Consideremos a sucessio (f,,) de fungdes definidas em |1, +oo[ por

Fala) = % se x € [n,n+1]
' 0 se xe&[l,4oof\[n,n+1]

paratodoon € N.

Consideremos a fungdo f definida em [1,4-oo[ por

Utilizando a Defini¢do 4.15, vamos provar que a série de funcdes de termo geral f,, converge unifor-
memente para a fung¢do f em [1,4oo].

Seja € > 0, arbitrario.

Seja (sy,) a sucessdo das somas parciais da série considerada. Observe-se que, para todoon € N e,

para todo o x € [1, o[, temos

1
F)—sa@) =4 se X €n+ 1,400
0 se xe[l,n+1]

donde resulta que, para todo o n € N e, para todo o x € [1,+oo],

0§f(x)—sn(x)<%.

1
Consequentemente, sendo p > s temos que, paratodoon € N, se n > p, entdo

0 Sf(JC) _Sn(x) <

para todo o x € [1,4-co].

Estd entdo provado que, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todo on € N, se n > p, entdo

[sn(x) = f ()] <,

para todo o x € [1,+oo[, como pretendiamos.

178



Sucessdes e Séries de Fungdes 4.2. Séries de Funcodes

No entanto, esta série de funcdes nao satisfaz o Critério de Weierstrass.

Admitamos que existe uma sucessio (a,) de nimeros reais ndo negativos tal que, para todoon € N,

[fa(6)| < an, (4.9)
para todo o x € [1,4-oo].
Temos entdo, para todoon € N,
0< l <a,.
n
oo

Utilizando o Critério de Comparacio, concluimos que a série Z ay é divergente.
=1
Podemos entdo concluir que ndo existe nenhuma sucessao (ar;) de nimeros reais ndo negativos tal
400
que a série Z an seja convergente e a desigualdade (4.9) seja verificada, para todo o n € N e, para todo
=1
ox€|l, —i—or;[, o que significa que a série de funcdes considerada nao satisfaz o Critério de Weierstrass

em [1,4oo].

Exercicios 4.2 1. Em cada uma das alineas que se seguem, determine o dominio de convergéncia da

série de funcdes considerada:
o0

@ Y (1)
n=1

3 cos(nx)

(b) n; Tavn
+oo

© )

n=1

o0
@ Y

n=1

oo X
n
t _
(e) n;x &5

In" x

nl’l

+o0

oY sen (nx)

nx
n=1 €

& on X "
© X, (2x—|—1>

n=1

n=1

2. Em cada uma das alineas que se seguem, utilize o Critério de Weierstrass para mostrar que a

série considerada é uniformemente convergente no intervalo indicado.

oo X"
(a) Z P em [0, 1]
n=1

% cos(nx
OBY 71(3) em [0,27]
n=1
o0 1
—_— R
© n; n24 4 x4 em
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d y 2
(),;x“‘zn em}_ 7+°°[
o0 (_1)n+1 0
(e ’;m em [0, +oo]

4.3 Propriedades da Convergéencia Uniforme

Nesta seccdo vamos estabelecer resultados que permitem responder a algumas das questdes anterior-
mente colocadas e que pretendem relacionar o comportamento dos termos de uma sucessao [resp. série]

de fungdes com o comportamento da fungdo limite [resp. soma].

Teorema 4.27. Sejam D C R um conjunto, a um ponto de acumulagdo de D, e (f,) uma sucessdo de
fungées definidas em D.
Se a sucessdo (f,) converge uniformemente para a fungdo f: D — R e paracadan€N, o

limite lim f,,(x) existe e é finito, entdo verificam-se as condi¢des seguintes:
X—a

i) o limite lim (limfn(x)> existe e ¢é finito;
n—-+o \x—a

ii) vale a igualdade

Jim (i 59) = i (Jim ) -

Demonstracio: i) Paracadan €N, seja L, = lim f;,(x).
X—a

Temos de demonstrar que a sucessao (L,) € convergente. Para tal, basta provar que se trata de uma
sucessdo de Cauchy, ou seja, que, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todos os m,n € N,
sem > pen > p,entao

|L, —Ln| < €.

Observemos em primeiro lugar que, para todo o x € D, e, para todos os m,n € N, temos

|Ln = Lin| = |Ln = fa (%) + fu(x) = fin(x) + fin(x) = Lun|
donde resulta, pelas propriedades da fungdo mddulo,
Ly = Lin| < |Ln = fu ()| + 1 fa(x) = fin(X) + | fin (%) — Lun - (4.10)
Se provarmos que cada uma das parcelas de |L, — f,,(x)| 4 | fn(x) — fin (X)| + | fin(x) — Ly| € inferior

€
a 3 > 0, concluimos, atendendo a desigualdade (4.10), que |L, — L, | < €.

. o ~ €
Seja € > 0, arbitrario. Entdo 3 > 0.
A hipdtese garante que, para cada n € N, o limite L, = lim f,(x) existe e é finito. Consequente-
X—a

S
mente temos, para todo o n € N, que fixado 3 > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo o x € D, se
0 < |x—a| < J, entdo
)
|L, — fu(x)] < 3 “4.11)
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Por outro lado como, por hipdtese, a sucessdo (f,) é uniformemente convergente temos, pelo
. € .
Teorema 4.13, que ela é uniformemente de Cauchy. Consequentemente, fixado 3 > 0, existe

p € N tal que, para todos os m,n € N, se m > p e n > p, entdo

26 = ful)] < 5 4.12)

paratodo o x € D.

Atendendo a (4.11) temos que, para todos os m,n € N tais que n > p e m > p € possivel determinar
xo € D tal que
€
|Ln — fu(x0)| < 3 (4.13)

£
‘Lm_fm(x0)| < 5 (4-14)
Para o valor de xyp € D que verifica as desigualdades (4.13) e (4.14) temos, atendendo a (4.12),
€
|fn(x0)_fm(x0)| < g (4-15)
Consequentemente, para todos os n,m € N, se n > p e m > p temos

Ly —L| < |Ln = fa(x0) + [ fa(x0) = fin(x0) [+ |fin (¥0) — Lm|
<

EL8LE por@13), (414) e (4.15)
3733
= E£.

Provamos entdo que, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todos os m,n € N, sem > p e

n > p,entdo |L, — L,,| < €, como pretendiamos.

Para cada n € N, seja L, = lim f,,(x). Queremos provar que
X—a

L=lim ( lim fn(x)> = lim f(x).

X—a \ n—>+oo x—a
Temos entdo de provar que, para todo o € > 0, existe > 0 tal que, para todo o x € D, se
0<|x—al<9,

entao
If(x)—L|<e.

Observemos em primeiro lugar que, para todo o x € D, temos, pelas propriedades da funcdo

modulo,
[f(x) =L = |f(x) = fulx) + fu(x) = Lo+ Ly — L| < | f(x) = fu(X)| + | fu(x) = La| + |Ln — L],
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paratodoon € N.

Se provarmos que cada uma das parcelas de |f(x) — f,(x)| + | fa(x) — Ly| 4+ |L, — L| € inferior a
€
3> 0 e utilizarmos a desigualdade |f(x) — L| < |f(x) — fu(x)| + | fu(x) — Ly| 4+ |L, — L| obtemos a
desigualdade pretendida.

€
Seja € > 0, arbitrario. Entao 3 > 0.

Como, por hipétese, a sucesséo (f,) converge uniformemente para f em D temos que existe p; € N

tal que, paratodoon € N, se n > pj, entdo

() =] < 3 4.16)

paratodo o x € D.

€
Atendendo a que L = lirll L, temos que, fixado 3 > 0, existe p; € N tal que, paratodoon € N,
n——+oo

se n > pj, entao
£
L, —L| < 3 4.17)

. € .
Por outro lado, sendo n € N, uma vez que L, = lim f,(x), temos que, fixado 3 > 0, existe 0 >0
xX—a

tal que, para todo o x € D, se 0 < |[x—a| < §, entdo
€
[fu(x) = Ln| < 3 (4.18)

Seja p = max{pi,p2}. Paratodo on > p e, para todo o x € D tal que 0 < |x —a| < § temos,
atendendo as propriedades dos médulos e as desigualdades (4.16), (4.17) e (4.18),

|f(x) = L[ < [f(x) = fu()|+ [ fu(x) = La| + |Ln — L|
c EpELE,
3 3 3 7

Estd entdo provado que, para todo o € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo o x € D, se
0<|x—al<9d,

entao
|f(x)—L| <&,

como pretendiamos.

Desta propriedade dos limites de uma sucessao (de funcdes) uniformemente convergente resulta uma
propriedade andloga para uma série (de fun¢des) uniformemente convergente.

—+oo
Corolario 4.28. Sejam D C R um conjunto, a um ponto de acumulacdo de D e Z Jn(x) uma série de
n=1

fungées definidas em D.
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Se a série Z fn(x) converge uniformemente em D para a fungdo f: D — R e, para cada

neN, o limite hm fn(x) existe e é finito, entdo verificam-se as condi¢cdes seguintes:
X—a

~+oo

i) a série numérica Z (11m falx )) é convergente;
X—a

ii) vale a igualdade

Demonstracao: A hipétese garante que:

~+oo
e a sucessdo (s,) Z fx | das somas parciais da série Z fn(x) converge uniformemente em D
k=1 n=1
para a funcio f;
e para cadan € N, o limite lim s, (x) = lim ( > existe e é finito, ou seja, pelas propriedades
xX—a xX—a

M= nM:

dos limites de fungdes, o limite hm Sn(x (hm Si(x ) existe e € finito.

Utilizando o Teorema 4.27, podemos garantlr que se verificam as condi¢des seguintes:

(a) olimite lim <lim Sn (x)) existe e € finito;
n—-+oo \x—a

(b) vale aigualdade lim (limsn(x)> = lim< lim sn(x)> .

n—+oo \x—a x—a \ n—-+oo

Atendendo a que
n
i (im0) = (£ (i)
a condi¢do (a) garante que a série numérica
+
) (1im £,())
n—1 X—a

é convergente, 0 que prova i).

Por outro lado, a igualdade

lim (hms,,(x)) - lim< lim sn(x)>

n——+o \x—a X—a \ n—»+oo

é equivalente a igualdade

n
Jim, (Z (tm et )) i ()

k=1

que, por sua vez, € equivalente a

£ (o) =t (£ 00

183



Sucessdes e Séries de Fungdes 4.3. Propriedades da Convergéncia Uniforme

0 que prova ii). [ |

Observacao 4.29. O Coroldario 4.28 estabelece que, em caso de convergé€ncia uniforme, podemos esten-

der as séries a propriedade dos limites que estabelece que o limite da soma € igual a soma dos limites.

O teorema que apresentamos a seguir estabelece que o limite uniforme de uma sucessao de funcdes

continuas num ponto é uma funcao continua nesse ponto.

Teorema 4.30. Sejam D C R um conjunto e (f,) uma sucessdo de fungéoes definidas em D.
Se a sucessdo (f,) converge uniformemente em D para a funcdo f: D — R e, para cada

n €N, a fungdo f, é continua em xog € D, entdo a funcdo f é também continua em Xxy.

Demonstracdo: Por hipdtese temos que a sucessdo (f,) converge uniformemente em D para a fungio
f: D — R e, paracadan €N, a funcio f, é continua em xo o que garante que, para cadan € N
o limite lim f,(x) existe e ¢ finito.
X—X0
Estamos nas condi¢des do Teorema 4.27 que garante que vale a igualdade

lim f(x) = lim ( lim fn(x)> = lim (lim fn(x)> .

X—X( X—Xxg \ n—+o0 n—-—+o \ X—Xx(

Atendendo a que, por hipdtese, para cada n € N, a fungdo f, € continua em xp, ou seja,

lim f,(x) = f,(x0) e a sucessdo (f»(xo)) converge para f(xp), temos
X—X0

lim <lim fn(x)> = lim (fa(x0))

n—r—+0o0 \ X—X( n— o0
= f(x0)
Estd entdo provado que lim f(x) = f(xp) e, portanto a fun¢do f é continua em xy, como pre-
X—X0
tendiamos. [ |

Utilizando o Teorema 4.30 podemos estabelecer que a funcdo soma de uma série uniformemente

convergente de funcdes continuas num ponto é também uma funcio continua nesse ponto.
—+oo
Corolario 4.31. Sejam D C R um conjunto e Z fn(x) uma série de funcées definidas em D.
n=1
oo
Se a série Z fn(x) converge uniformemente em D para a fungdo f: D — R e, para cada
n=1

n €N, a fungdo f, é continua em xy € D, entdo a fungdo f é também continua em xy.

Demonstracdo: Seja (s,) a sucessdo das somas parciais da série considerada. A hipétese garante que

a sucess@o (s,) converge uniformemente em D para a fun¢do f e que, para todo o n € N, a fungdo
n
Sp = Z Jx € continua em xj.

k=1
Estamos nas condi¢des do Teorema 4.30 que garante que a funcdo f é também continua em xy, como

pretendiamos. n
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Observacao 4.32. 1. Resulta imediatamente do Teorema 4.30, que o limite uniforme em D de uma

sucessdo de funcdes continuas em D € uma fungdo continua em D.

2. Analogamente, tem-se, pelo Coroldrio 4.31, que a funcio soma de uma série de funcdes continuas

em D, uniformemente convergente em D, é uma funcio continua em D.

3. O Teorema 4.30 pode ser utilizado para justificar, em alguns casos, que a convergéncia pontual de

uma sucessao de funcdes ndo é uniforme.

De facto, admitamos que a sucessdo (f,,) de fung¢des definidas em D converge pontualmente para
afuncdo f: D — R . Admitamos que, para cadan € N, a funcdo f, é continua em xo € D
e que a fungdo f ndo é continua em xy. Pelo Teorema 4.30, conclui-se entéo que a sucesséo (f;,)

ndo converge uniformemente para f.

4. Analogamente, podemos utilizar o Corolario 4.31 para justificar que a convergéncia pontual de

uma série de funcdes nao € uniforme.

Exemplo 4.33. 1. Consideremos a sucessdo (f,,) de fungdes definidas em R} por f,(x) = e "™, para
todoon € N.
Temos
lim et — 1 se x=0
n—eo 0 se x€J0,+oo]

e, portanto, a sucessdo (f,) converge pontualmente em R para a fungdo f definida por

1 se x=0

fo = 0 se x€]0,+oo

Uma vez que, para cada n € N, a funcdo f;, é continua em x = 0 e a funcdo f nfo é continua neste

ponto, concluimos que f ndo € limite uniforme de (f,,) em R .

~+o0
. L sen (nx
2. Consideremos a série Z %
X'+n

n=1

Para todo o n € N e para todo o x € R, temos

de fun¢des definidas em R.

1 <1
T xt4nt Tt

sen (nx)
x*+nt

1 . L
Como a sucessao <4 ¢ uma sucessdo de termos ndo negativos tal que a série Z — € con-
n n=1"
vergente, o Critério de Weierstrass garante que a série de fungdes considerada é uniformemente

convergente em R.

sen
Uma vez que, para cada n € N, a fungdo f, definida por f,(x) = “_ﬁmi) ¢é continua em R, o
xX*+n

Corolario 4.31 garante que a funcio f definida por
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¢ continua em R.

O Teorema 4.30 estabelece que o limite uniforme em [a,b] de uma sucessdo de fungdes continuas
em [a,b] é uma fungdo continua em [a,b]. O teorema que apresentamos a seguir estabelece que uma
sucessdo uniformemente convergente de fungdes continuas em [a,b] € integravel em [a,b] e dd-nos uma
férmula que permite calcular o integral da fung@o limite em [a, b]. Como consequéncia deste teorema de-
monstra-se que uma série uniformemente convergente de fungdes continuas em [a, b] é integravel termo

a termo em [a, b).

Teorema 4.34. Sejam a,b € R tais que a < b e (f,) uma sucessdo de fungdes continuas em |a,b).
Se a sucessdo (f,) converge uniformemente em [a,b] para a fun¢do f: |a,b] — R, entdoa

fungdo f é integrdvel em [a,b] e tem-se

/abf(X)dx:nngrrlm </abf,,(x)dx> ,

Demonstracdo: Uma vez que a sucessao (f,) converge uniformemente em [a,b] para a fungdo f e, para
cadan € N, a fungdo f, é continua em [a, b], 0 Teorema 4.30 garante que a fungio f é continua em |a, b],
logo integravel em [a, b].

Para provar que

/abf(x)dx— Jim </abfn(X)dX) :

temos de provar que, para todo o € > 0, existe p € N tal que, para todo o n € N, se n > p, entdo

<E.

bfn(x) dx — hf(x)dx
[, #lras= |

Observe-se em primeiro lugar que, para todo o n € N, temos, pelas propriedades dos integrais defi-

nidos,

/abfn(x)dx—/abf(x)dx /ab(fn(x) — f(x))dx

IN

b
| 160 = £l

> 0.

. o - €
Seja € > 0, arbitrério. Entao b
—da
Como, por hipétese, a sucessdo (f,) converge uniformemente em [a,b] para a fun¢do f, fixado

€ . ~
—— >0, existe p € N tal que, paratodo on € N, se n > p, entdo
)

) = )] <

para todo o x € [a, D).
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Consequentemente temos, para todo o n > p,

bfn(x) dx — bf(x)dx
[, hlras= |

b
< / ) — £ ()] dx
b

£

a b—a
< ﬁ(b—a)ze,

dx

como pretendiamos. [ |

o0
Corolario 4.35. Sejam a,b € R tais que a <b e Z fn(x) uma série de funcées continuas em |a,b).
n=1

—+oo
Se a série Z fu(x) converge uniformemente em [a,b] para a fungdo f: [a,b] — R ,entdoa
n=1

fungdo f é integrdvel em |a,b] e tem-se
b Hoo /b
/ f(x)dx= Z </ fn(x)dx> .
a n=1 a

+o0
Demonstracao: Uma vez que a série Z fn(x) converge uniformemente em [a, b para a fungdo f e, para
n=1
cadan € N, a fungéo f, é continua em [a, b], o Coroldrio 4.31 garante que a fungdo f é continua em [a, b],
logo integravel em [a, b].
+o0
Seja (s,,) a sucessdo das somas parciais da série Z fa(x). A hipdtese garante que a sucessdo (s,)

n=1
n

converge uniformemente em [a, b| para a fung@o f e que, para cadan € N, a fungfo s, = Z fx é continua
k=1
em [a,b)].

Estamos nas condi¢cdes do Teorema 4.34 que garante que

/abf(x) dx= lim_ (/absn(x) dx> .

Para todo o n € N, temos, pelas propriedades das funcdes integraveis,

/ubsn(x) dx = /ab (/{Z:fk(x)) dx

pelo que

ou seja,
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como se pretendia. [ |

~+oo
Exemplo 4.36. Consideremos a série Z — 5 de fungdes definidas em R.
o Xotn

Para todo o n € N e para todo o x € R, temos 24nt>n?>0e, portanto,

Lo
xX24+n?2 —n?’

1
x2 4+ n?

1 . .
Como a sucessao <2 € uma sucessdo de termos nao negatlvos tal que a serie Z - (& Convergente,
n n
n=1

o Critério de Weierstrass garante que a série de funcdes considerada € uniformemente convergente em

R.

Uma vez que, para cada n € N, a funcdo f, definida por f,(x) ¢ continua em [0, 1], o

T 24l
Corolario 4.35 garante que a fungdo f definida por

4o 1
¢ integravel em [0, 1] e que
+o0

O teorema que apresentamos a seguir estabelece uma condi¢do suficiente para que o limite de uma
sucessdo (f,) de funcdes diferencidveis seja uma fungdo diferencidvel. Como veremos, neste caso, é a

sucessdo (f;) das derivadas dos termos da sucessdo (f,) que deve ser uniformemente convergente.

Teorema 4.37. Sejam D C R um conjunto aberto e (f,) uma sucessdo de fungdes definidas em D que
converge pontualmente para a fungdo f: D — R.
Suponhamos que, para cada n € N, a fungdo f, é diferencidvel em D e a fungdo f), é continua em D.
Se a sucessao (f,) é uniformemente convergente em D, entdo a funcdo f ¢é diferencidvel em D e, para

todo o x € D, temos
f(x) = lim f,(x),

n—r+oo

ou seja,

n—r+oo

(lim 7)) = lim_ 700

Demonstracdo: Por hiptese a sucessio (f;) é uniformemente convergente D. Seja g: D — R

o limite uniforme da sucessio (f}).
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Seja x € D, arbitrario. Entdo existe a € D tal que [a,x] C D.
Como [a,x] C D tem-se que a restri¢do de g a [a,x] é o limite uniforme no intervalo [a,x] da sucessdo

(f,) e, uma vez que, para todo o n € N, a fun¢do f, é continua em [a,x], o Teorema 4.34 garante que

/axg(t)dt = ,,ETW (/axf,/l(t)dt> :

Uma vez que, paratodoon € N,

[ sioar =10~ fil@

e, paratodo o x € D,

lim f,(x) = f(x)

n——+oo
vem

LEUMn;ﬂw—fwy (4.19)

Por hipétese g € o limite uniforme em D de uma sucessao de fungdes continuas em D. Pelo Teorema
4.30, g é uma fung@o continua em D, logo continua em [a, x].

Entdo, pelo Teorema Fundamental do Calculo Integral, temos que

/

< / xg(t)dt) —o(x). (4.20)

Das igualdades (4.19) e (4.20) resulta que

Estd entdo provado que f € diferencidvel em D e que, para todo o x € D, se tem

(lim )) = lim_£i00).
|

Como consequéncia do Teorema 4.37 resulta, como veremos no coroldrio seguinte, que uma série
pontualmente convergente de funcdes com derivadas continuas € diferenciavel termo a termo, desde que
a série das derivadas seja uniformemente convergente.

~+oo
Corolario 4.38. Sejam D C R um conjunto aberto e Z Jn(x) uma série de fungées definidas em D que
n=1

converge pontualmente em D para a fungdo f: D — R.
Suponhamos que, para cada n € N, a funcdo f, é diferencidvel em D e a fungdo f,, é continua em D.
o0
Se a série Z f1(x) € uniformemente convergente em D, entdo a funcdo f é diferencidvel em D e

n=1
temos, para todo o x € D,

=Y £,
n=1
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ou seja,
oo " e /
PINACRIEDIWACHE
n=1 n=1
n o0 n
Demonstracao: Sejam (s,) = Z fr | asucessdo das somas parciais da série Z fulx)e(s,) = Z fi
k=1 n=1 k=1
~+oo
a sucessdo das somas parciais da série das derivadas Z fi(x).
n=1

Da hipétese resulta que:

e a sucessdo (s,) converge pontualmente para a fungio f

e para cada n € N, a func@o s, é diferencidvel em D e a fung@o s/, é continua em D;
e asucessdo (s,) é uniformemente convergente em D.

Estamos nas condicdes do Teorema 4.37 que garante que a fungdo f é diferencidvel em D e, para
todo o x € D, temos

flx)= lim s (x),

n—y—+oo
oo oo
ou seja, atendendo a que 1ir4r_1 sy(x) =Y fu(x) eaque f(x) =Y fu(x),
norree n=1 n=1

/

+i‘;fn()c) = lim f(x).

n—+-oo0
|

Observacao 4.39. Observe-se que o Coroldrio 4.38 permite estender a uma série pontualmente conver-
gente de fungdes com derivadas continuas, a propriedade que estabelece que a derivada da soma é a soma
das derivadas, desde que a série das derivadas seja uniformemente convergente.

~+o0
Exemplo 4.40. 1. Consideremos a série Z = cos(nx) de fungdes definidas em R. Temos que:
n=1

i) a série considerada converge pontualmente em R;

1
ii) paratodoon € N, a fungdo f, definida por f,(x) = — cos(nx) € diferenciavel em R tendo-se

1 "
filx) = — psen (nx), para todo o x € R;
iii) paratodo on € N, a fun¢do f, é continua em R;

iv) a série Z fi(x)= Z —-sen (nx) € uniformemente convergente em R, como se pode verifi-
n=1 n=1"
car, utilizando o Critério de Weierstrass.

Podemos entdo aplicar o Coroldrio 4.38 que permite concluir que a funcdo f definida por
~+oo 1

flx)= Z Ecos(nx)

n=1
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¢ diferencidvel em R tendo-se, para todo o x € R,

£(x) = i (’; COS(nx))l - i ;—leen (nx).

n
2. Consideremos a sucessao (f,,) de fun¢des definidas em [0, 1] por f,(x) = x—, paratodoon € N.
n
Uma vez que:
i) paratodoon € N, a fungio f, é diferenciavel em [0, 1];
ii) paratodo o n € N, a func@o f, é continua em [0, 1];
iii) como vimos no Exemplo 4.5, esta sucessdo converge pontualmente para a fungdo nula em

[0,1] e a sucessdo (f;) das derivadas converge pontualmente em [0, 1] para a fungio F defi-

1 se x=1
F(x) =
0 se xel0,1]

nida em [0, 1] por

iv) aigualdade

flx)= lim f;(x),

n—r—oo

ndo se verifica em pelo menos um ponto do intervalo [0, 1];

o Teorema 4.37 permite concluir que a sucessdo das derivadas nao converge uniformemente no

intervalo [0, 1].

+°°1

Exercicios 4.3 1. Calcule, caso exista, lim .
x—0t = 2npx
n=1
—+oo

. L - X - . ~
2. Considere a série S de funcdes definidas em ]R(J)r . Mostre que a fungdo soma desta
n’ +nx
n=1

série € continua em ]Rg .

~+oo
3. Considere a fung@o S definida por S(x) = Z setl (4nx) .
n=1 n

(a) Mostre que S é uma funcao continua em R.

(b) Mostre que S € diferencidvel em R e que S’ é uma fung¢io continua em R.
—+oo
4. Considere a série ) e de fungdes definidas em R.
n=1

(a) Mostre que a série considerada é uniformemente convergente em [1,+oo].
(b) Determine, no intervalo |1, +eo[, a derivada da fun¢@o soma da série considerada.
—+oo

5. Considere a série Y ne ™ de fungGes definidas em R.
n=1

(a) Mostre que a fungdo soma da série considerada é continua em [1,+-oo].

(b) Justifique que a fungdo soma da série considerada € integravel no intervalo [In3,In4] e

In4 [ +o°
calcule / Z ne ™ | dx.
In3

n=1
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~+oo

. o X ~ .
6. Considere a série ) —sen— de fun¢des definidas em R.
n n
n=1

Verifique se a funcdo soma da série considerada ¢ diferencidvel em R e, em caso afirmativo,

escreva a derivada dessa funcdo sob a forma de uma série de fungdes.

+oo n—1

. L. nx"" " cos(x"
7. Considere a série Z 7()
2 2"
n=

(a) Mostre que a fungdo soma da série considerada é integravel no intervalo [0, 1].
& nxeos(x)

1
b) Calcul
(b) acue/0 Z o

n=2

de fungdes definidas em R.

dx.

4.4 Séries de Poténcias

Nesta seccdo vamos estudar um caso particular de séries de fungdes que sdo habitualmente designadas
séries de poténcias e que incluem como caso particular as séries de Taylor e as séries de Mac-Laurin.
O estudo destas séries reveste-se de particular importincia, dado que algumas fun¢des importantes do
Célculo podem ser representadas por uma série deste tipo. As propriedades dessas fun¢des podem entao
ser estudadas a partir das propriedades das séries de poténcias que as representam.

Consideremos a série seguinte

+

(1)
T x" (4.21)

3
I

cujo termo geral € uma funcgao real na varidvel real x.

Para cada concretizagdo de x em (4.21) obtemos uma série numérica cuja natureza pode ser estudada
utilizando os processos descritos no capitulo anterior.

Vamos determinar os valores de x € R para os quais a série numérica que se obtém de (4.21) é uma
série convergente.

Se x = 0 obtemos a série nula que, como vimos, é convergente.

Admitamos que temos x # 0. Entéo %x’l # 0, para todo on € N.

Uma vez que

(_1)n+1

xn+l
n+2 =DM (1)
m —F— lim
e [EL T e R 2)
n+1
Bl
n—+e p+2
= x|

o Critério de D’ Alembert permite concluir que, para x # 0, se |x| < 1, entdo a série considerada é abso-
lutamente convergente, logo convergente, e se |x| > 1, entdo a série considerada é divergente.

Do que foi dito podemos concluir que se x €] — 1,1, entdo a série dada é convergente e se
X €] —oo,—1[U]1, +eo[, entdo a série dada ¢ divergente.

Uma vez que para |x| = 1, ou seja, para x € {—1,1}, o Critério de D’ Alembert nada permite concluir

sobre a natureza da série (4.21), vamos estudar separadamente as séries que se obt€ém em cada um destes

192



Sucessdes e Séries de Fungdes 4.4. Séries de Poténcias

€asos.
Para x = —1 obtemos a série
+oo (_ l)n
= n+l
Uma vez que, paratodoon € N,
1
>0
n+1

a série considerada é uma série alternada.

A série dos mddulos que lhe estd associada € a série

g a1 =1
—1 = .
n;l( )n+1‘ n;n+1

Utilizando o Critério de Comparacdo por Passagem ao Limite e, utilizando como referéncia a série
—+oo
Z —, podemos concluir que a série dos mddulos € divergente.

n=1
Consequentemente, o estudo da série dos médulos nada permite concluir sobre a natureza da série

alternada em estudo.
Vamos entdo averiguar se estamos nas condi¢des do Critério de Leibniz.

Temos
+oo
Z (—1)"an
n=1
onde, para cadan € N,
1
fn n+1

Uma vez que

. 1 .
i. para todo o n € N, —— > 0 e, portanto, a sucessao I € uma sucessdo de ndmeros reais
n

+1

n+
positivos;

ii. paratodoon €N,

1 1
ny1—an = —
i n+2 n-+l
—1
= —— <0
(n+1)(n+2)

I ) € monotona decrescente;
n

0 que permite concluir que a sucessao <

iii. lim =0;
n—+eop + 1
podemos concluir que a série alternada em estudo satisfaz as condicdes do Critério de Leibniz e, portanto,

é convergente. Como a série dos médulos que lhe estd associada é divergente, esta série alternada é

simplesmente convergente.

Para x = —1 obtemos a série
)n +oo 1

y Oy
=+l =T

n=1
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que, como vimos, é divergente.

Resumindo temos que a série

(1) absolutamente convergente se x €] —1,1]
n+1

—+oo
Z X' é simplesmente convergente se x = 1
n=1 .
divergente se x €] — oo, —1[U]1, +o0]
A série que acabamos de estudar € um exemplo das séries que vamos estudar neste capitulo e que se

designam séries de poténcias.

Definicao 4.41. Chama-se série de poténcias centrada em ¢ € R a toda a série da forma
~+oco
Y an(x—c)", 4.22)
n=0

onde (a,) é uma sucessdo de niimeros reais.

Convencionamos que (x —c)? = 1, para todo o x € R incluindo x = c.

Com esta convencao, a série que se obtém de (4.22) fazendo x = ¢ € a série numérica
ap+0+0+0+---

com o primeiro termo igual a ag e os restantes termos nulos que é uma série convergente de soma ag.

Logo, para x = c, a série (4.22) é uma série convergente. Uma vez que a sua série dos médulos é também

convergente, podemos concluir que, para x = ¢, a série (4.22) é uma série absolutamente convergente.
No caso em que ¢ = 0, isto €, no caso em que a série estd centrada na origem, temos uma série do

tipo
+oo
Z a,x" .
n=0

Observemos que qualquer série de poténcias centrada em ¢ # 0 pode ser convertida numa série de
poténcias centrada na origem mediante uma conveniente substitui¢do de varidvel.

De facto, se em (4.22) fizermos x — ¢ = z obtemos a série
oo
Y a4
n=0

que € uma série de poténcias centrada na origem.

Consequentemente, o estudo das séries de poté€ncias pode reduzir-se ao estudo das séries de poténcias
centradas na origem.

A determinac@o dos valores de x € R para os quais a série numérica que se obtém de (4.22) é uma
série convergente, ou seja, a determinagdo do dominio de convergéncia de uma série de poténcias, é
uma tarefa relativamente simples que se pode realizar recorrendo aos critérios estabelecidos no capitulo
anterior. Do que foi dito anteriormente pode desde jd afirmar-se que o dominio de convergéncia de uma

série de poténcias € sempre um conjunto nio vazio, dado que contém o ponto c.
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~+oo
Definicao 4.42. Chama-se intervalo de convergéncia da série de poténcias Z an(x —c)" ao interior do
. . n=0
seu dominio de convergéncia.
O dominio de convergéncia da série apresentada no inicio desta sec¢do é o intervalo | — 1,1] e o seu
intervalo de convergéncia é | — 1, 1[. Para além disso, a série converge absolutamente em todos os pontos
do seu intervalo de convergéncia.

Consideremos a série de poténcias

o0
Y nlyt. (4.23)
n=0

Se x = 0 obtemos a série numérica
1+04+0+0+4---

de primeiro termo igual a 1 e com os restantes termos iguais a zero que € convergente. Como se trata de
uma série de termos nao negativos ela é absolutamente convergente.
Seja x # 0 arbitrdrio. Entdo, para todo o n € Ny, temos n!x" # 0. Tendo em vista a aplicagdo do
Critério de D’ Alembert, consideremos o limite
. (e 1)1t ,
lim Jn+ D)l = lim ((n+1)|x]).

n——+oo \n!x”] n—-+too

Uma vez que, para todo o x € R\ {0},

lim ((n+1)]x]) = +oo,

n——+oo

o Critério de D’ Alembert permite concluir que, para todo o x # 0, a série (4.23) é divergente.
Concluimos ent@o que a série (4.23) converge absolutamente se e s6 se x = 0 e diverge se x # 0 sendo
o seu dominio de convergéncia o conjunto singular {0}.

Consideremos a série de poténcias

xn

(4.24)

n!
= n!

Se x = 0 obtemos a série numérica
1+404+0+0+4---

de primeiro termo igual a 1 e com os restantes termos iguais a zero que € convergente. Como se trata de
uma série de termos nao negativos ela é absolutamente convergente.
n

Se x # 0 temos, para todo o n € N, x—' # 0, e para efeitos de aplicagdo do Critério de D’ Alembert
n!
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consideremos o limite

xn—H
| 1|2 +1
L= lim (e DU _ im L
n—+oo x" n—s+oo (n+ 1)")6‘”
n!
n!|x|
= lim ———
n—+e (n+ 1)n!
]
n—+eo 1+ 1

= 0

Pelo Critério de D’ Alembert, concluimos que, para todo o x # 0, a série (4.24) é absolutamente
convergente, logo convergente.

Podemos entdo concluir que a série (4.24) € absolutamente convergente para todo o x € R sendo o
seu dominio de convergéncia o conjunto R.

Notemos que nos trés exemplos apresentados os dominios de convergéncia das séries de poténcias
consideradas s@o de trés tipos: um intervalo limitado, um conjunto singular ou o conjunto dos nimeros
reais.

O teorema que apresentamos a seguir dd-nos informagao sobre os tipos de conjuntos que podemos
esperar para dominio de convergéncia de uma série de poténcias. De acordo com este teorema, o dominio
de convergéncia de uma série de poténcias ou é um intervalo limitado, ou é um conjunto singular ou é o
conjunto dos niimeros reais.

Na demonstragdo deste teorema utilizamos a proposi¢do seguinte:

400
Proposicao 4.43. Seja Z a,x" uma série de poténcias centrada na origem. Entdo verificam-se as
n=0
condicdes seguintes:
400
i) se a série Z ayx" converge em xo € R\ {0}, entdo converge absolutamente em todo o ponto de
n=0
J = Ixol, [xol[;
+oo
ii) seasérie ) anx" diverge em x| € R, entdo diverge em todo o ponto de | — oo, —|x1|[U]|x1], +oo[.
n=0
+oo
Demonstracao: i) Admitamos que a série Z ax" converge em xo € R\ {0} e vamos entdo provar
n=0
doo
que a série Y a,x" é absolutamente convergente para todo o x €] — [xo|, [xo|[.
n=0
doo
Uma vez que a série Z an(xo)" é convergente, a condi¢do necessdria de convergéncia de uma série
n=0

garante que
lim (a,(x0)")=0.

n—y+oo

Atendendo a definicdo de limite, se tomarmos € = 1, temos que existe p € N tal que, para todo o
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n €N, sen > p, entdo
lan(x0)"| < 1. (4.25)

Observe-se que, para todo o x € R, temos, uma vez que xp # 0,

n
X

_ n
= |an(x0)"| X0

|anx"| =

an(xo)"

(x0)"

Consequentemente, para todo o n € N, se n > p, temos, atendendo a desigualdade (4.25),

n

, (4.26)

0 < Jap| < | =
X0

para todo o x € R.

n
X

X

Sejax €] —|xo|, |xo|[, arbitrario. Entao ¢ uma série geométrica

oo
< 1 e, portanto, a série Z
n=0

—0 | X0
de razdo, em médulo, inferior a 1, logo convergente. Atendendo a desigualdade (4.26), podemos
~+oo
entdo concluir, pelo Critério de Comparacgdo, que a série Z |a,x"
n=p
oo oo
série |a,x"| é também convergente. Portanto, a série Z ayx” é absolutamente convergente.
n=0 n=0

¢é convergente e, portanto, a

~+oo
[, a série Z ayx" é absolutamente convergente,
n=0

Acabdmos de provar que, para todo o x €] — |xo|, |xo

como pretendiamos.

~+oo
ii) Admitamos que a série Zanx" diverge em x; € R e vamos agora provar que, para todo o

n=0
~+oo

X €] — oo, —|x1|[U]|x1], 4], a série Z ax" é divergente.
n=0
Observemos em primeiro lugar que x; # 0, uma vez que, como vimos, qualquer série de poténcias

centrada na origem converge para x = 0.

o0
Admitamos, por redugdo ao absurdo, que existe X €] — oo, —|x; |[U]|x1 ], +oo| tal que a série Y a,(X)"
=0
oo !
¢ convergente. Entdo, por i), temos que, para todo o x €] — |X|,|X|[, a série Z ax" é absolutamente
n=0
convergente, logo convergente.
+o0
Uma vez que, por construgdo de X, x; €] —|X|,|X|[, temos que a série Z ay(x1)" é convergente, o
n=0
que € absurdo, dado que, por hipdtese, esta série € divergente.
—+oo
O absurdo resulta de supor que existe X €] — oo, |x1|[U]|x1|, 40| tal que a série ) a,(X)" & con-
=0
oo !
vergente, pelo que, para todo o x €] — oo, |x1|[U]|x;|, oo, a série Z anx" é divergente, como pre-
n=0

tendiamos.

oo
Exemplo 4.44. Consideremos a série de poténcias Z
n

—_

3
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oo —1)"
Para x = 1 obtemos a série Z u que, como vimos, € uma série convergente. Pela Proposi¢do
n=1
4.43, concluimos que a série de poténcias considerada é absolutamente convergente no intervalo | — 1, 1].
el |
Para x = —1 obtemos a série Z — que, como vimos, € uma série divergente. Pela Proposicao 4.43,
n=1

concluimos que a série de poténcias considerada é divergente em | — oo, —1[U]1, +oo].
Observe-se que, neste caso, a Proposicdo 4.43 conjuntamente com o estudo das séries numéricas
obtidas nos pontos x = 1 e x = —1 permite concluir que o dominio de convergéncia da série de poténcias

considerada € o intervalo | — 1, 1].

Observaciio 4.45. E consequéncia imediata da Proposicdo 4.43 que, dada uma série de poténcias

~+oo
Z an(x—c)" centrada em ¢ # 0, verificam-se as condi¢des seguintes:
n=0
—+oo
i) se a série Z an(x —c)" converge em xo € R\ {c}, entdo converge absolutamente em todo o ponto
n=0

de | — |xo| + ¢, |xo| +¢[;

oo
ii) se a série Zan(x—c)" diverge em x; € R, entdo diverge em todo o ponto de

n
] — oo, —|X1 ’ —i—C[U] ’X] ‘ +C,+°°[.

Vamos entdo utilizar a Proposi¢do 4.43 para demonstrar o resultado anteriormente referido.

—+oo

Teorema 4.46. Seja Z a,x" uma série de poténcias centrada na origem. Entdo verifica-se uma e uma
n=0

s0 das condigoes seguintes:

(i) a série converge absolutamente apenas em x = 0 e diverge se x # 0;
(ii) a série converge absolutamente para todo o x € R;
(iii) existe R > 0 tal que a série converge absolutamente para todo o x €| — R, R] e diverge para todo o

x €] — o0, ~R[U]R, +o0].

Demonstracao: O teorema fica demonstrado se provarmos que se nem (i) nem (ii) se verificam, entdo

verifica-se (iii).

—+oo
Admitamos entdo que existe xo € R\ {0} tal que a série ) a,(xo)" é absolutamente convergente e
n=0
oo
existe x; € R tal que a série Z an(x1)" € divergente.
n=0
~+oco
Pela Proposicio 4.43, a série Z a,x" é absolutamente convergente para todo o
n=0
x €] — |xo|, |xo0|[ e é divergente para todo 0 x €] — eo, —|x;|[U]|x1 ], +oo[.
—+oco
Seja € o conjunto de pontos onde a série Z a,x" é convergente. Como xo € €, temos que 6 # 0.
n=0

Atendendo a Proposic¢do 4.43, temos que, para todo o x € €, |x| < |x;| e, portanto, o conjunto € é

limitado superiormente. Uma vez que, pelo Axioma do Supremo, todo o subconjunto de R ndo vazio
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e limitado superiormente admite supremo, tem-se que ¢ admite supremo que € um nimero positivo.

Designemos este supremo por R.

o0
Vamos demonstrar que, se x| < R, entdo a série Y a,x" é absolutamente convergente e, se |x| > R,
n=0
o0
entdo a série Z a,x" é divergente.
n=0
Se |x| < R, entdo o nimero real |x| ndo é um majorante de % e, portanto, existe ¥ € € tal que
o0
X > |x|. Uma vez que X € ¥ temos que a série Z a,(%)" é convergente. Pela Proposi¢do 4.43, a série
n=0
~+oo
dada é absolutamente convergente em | — X, %[, donde resulta que a série Z ay(|x|)" é absolutamente
n=0
foo oo
convergente. Uma vez que, para todo o n € N, [a,(|x|)"| = |a.x"| temos Y |a,(|x[)"| = Y |ax"| e
n=0 n=0
—+oco
podemos concluir que também a série Z a,x" é absolutamente convergente.
n=0
o0
Se |x| > R, entdo x ¢ % e, portanto, a série Z a,x" é divergente, como pretendiamos. ]
n=0

Observemos que o Teorema 4.46 nada afirma sobre a natureza da série de poténcias centrada na

origem nos casos em que x = —R ou x = R. Nestes pontos o estudo tem de ser feito caso a caso.
Ao ndmero real R referido no enunciado do Teorema 4.46 chamamos raio de convergéncia da série
~+oo
de poténcias Z a,x".
n=0

No caso em que a série de poténcias centrada na origem converge apenas em x = 0 dizemos que tem

raio de convergéncia nulo ¢ no caso em que converge em R dizemos que tem raio de convergéncia

o0,
- e
Observacao 4.47. E consequéncia imediata do Teorema 4.46 que dada a série de poténcias Z an(x—c)"
n=0

centrada em ¢ # 0 verifica-se uma e uma sé das condi¢des seguintes:

(i) a série converge absolutamente apenas em x — ¢ = 0, isto é, converge absolutamente apenas em

x = c e diverge se x # c;
(ii) a série converge absolutamente para todo o x € R;

(iii) existe R > 0 tal que a série converge absolutamente para todo o x €] — R+ ¢, R+ ¢[ e diverge para

todo 0 x €] — oo, =R+ ¢[U]R + ¢, +o9[.

Notemos que as condi¢des enunciadas nada afirmam sobre a natureza da série nos casos em que
x = —R+coux =R+ c. Nestes pontos o estudo tem de ser feito caso a caso.

Para uma série de poténcias centrada em ¢ # 0 mantém-se a designacéo de raio de convergéncia nulo
no caso em que a série converge apenas em x = ¢ e de raio de convergéncia 4o no caso em que a série

converge para todo o x € R.

Uma quest@o que se pode colocar neste momento € saber como determinar o raio de convergéncia de

uma série de poténcias.
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~+oo
Consideremos a série de poténcias Z an(x—c)".
n=0
Ja vimos que se x = ¢, entdo a série ¢ absolutamente convergente e tem soma .

Admitamos que x # ¢ e que a, # 0, para todo o n. Entdo, para todo o n,
anlx—c|" #0.

Tendo em vista a aplicacdo do Critério de D’ Alembert consideremos o limite

o e ] e
n—+eo |a,(x—c) n—teo |ay| |x—c|"
= lim (|Cln+1\ |x—c|)
n—r+o0 ‘an‘
Suponhamos que existe o limite
Lim lim 9ns1]
n——+oo \an\
podendo ser +co.
Uma vez que |x — ¢| # 0 temos
fim (1 =™ |
nteag(x—c)| ‘
e Admitamos que se tem L = 0.
Uma vez que
) pt 1 (x _ c)n+1
lim ‘ z | =0,

ntee Jan(x—c)"|
o Critério de D’ Alembert permite concluir que a série converge absolutamente para todo o x # c.
Por outro lado, como ja vimos, a série converge absolutamente para x = c.
Concluimos entdo que se L = 0, a série tem dominio de convergéncia R e, portanto, o seu raio de
convergéncia é +oo,
e Admitamos que se tem L = +-oco.

Uma vez que |x — ¢| # 0 temos

. ’anﬂ(x—c)nﬂ}
lim —M—

e Jag—oy|

e o Critério de D’ Alembert permite concluir que a série diverge para todo o x # c.
Por outro lado, como ja vimos, a série converge absolutamente para x = c.

Concluimos entdo que se L = +oo, a série tem dominio de convergéncia {c} e, portanto, o seu raio

de convergéncia € nulo.

e Admitamos que L € finito e ndo nulo.
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Uma vez que
. ‘anJrl(x_C)n-H’
lim

n—te |a,(x—c)?

=Llx—c|,

o Critério de D’ Alembert permite concluir que a série converge absolutamente para todo o x # ¢
tal que

1
Lix—c|<l<=|x—¢|< I

e diverge para todo o x # ¢ tal que

x—c|>—.
=l >
Por outro lado, como ja vimos, a série converge absolutamente para x = c.

Concluimos entdo que se L € finito e ndo nulo a série converge absolutamente em todos os pontos

Fieer
——+c¢,—-+c

do intervalo

L L
e diverge para todo o

1 1
x€:|—°°,—L+C|:U:|L+C,+°°|:,

0 que permite concluir que o seu raio de convergéncia é I

Note-se que, neste caso, a determinacido do dominio de convergéncia da série depende do estudo
da natureza das séries numéricas que se obtém para x = 7 +c e para x = 3 +c¢. O estudo da

natureza destas séries tem de ser feito caso a caso.

. 1 1 . .
Convencionando que T =0e que 0~ +oc0 podemos afirmar que o raio de convergéncia de uma
oo

série de poténcias que satisfaz a condi¢@o a, # 0, para todo o n, pode ser dado por

1
R=——+——= Ilim 2]
lim ‘anJrl | n—r+oo |an+l ’

n—y—+too ’an’

sempre que o limite lim @1
n—y+-oo |an|

Utilizando um raciocinio andlogo podemos concluir, pelo Critério de Cauchy, que o raio de con-

exista podendo ser +oo.

vergéncia de uma série de poténcias que satisfaz a condi¢io a, # 0, para todo n, pode ser dado por

1
= = lim ——
tim an] = al

sempre que o limite lim /|a,| exista podendo ser +co.
n——+oo

Exemplo 4.48. 1. Vamos determinar o dominio de convergéncia da série de poténcias centrada na
origem
oo
s,
51’!
n=0
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Atendendo a que se tem, para todo o n,
n!
5070

o raio de convergéncia desta série pode ser dado pelo limite

n!
5n n!5n+l
lim —— "' -
nostes [ (4 1)! nben (n 4 1)150
5n+1
5
= 1m
n—+oop 41

Entdo a série tem raio de convergéncia nulo pelo que converge absolutamente se x = 0 e diverge
se x # 0.

Consequentemente, o seu dominio de convergéncia é o conjunto singular {0} sendo absolutamente

convergente neste ponto.

2. Vamos determinar o dominio de convergéncia da série de poténcias centrada em ¢ = 3

(x—=3)".

Atendendo a que se tem, para todo o n,

(=D)"

——#0
nz—i—l?é

o raio de convergéncia desta série pode ser dado pelo limite

, n2+1 n?+2n+2
lim = lim ——
n—s+oo (— 1)”+1 nste  n241
(n+1)2+1

Entdo a série considerada tem raio de convergéncia R = 1 pelo que converge absolutamente para
todo o x € R tal que
x—=3|<l<=2<x<4

e diverge para todo o x € R tal que

x—=3|>1<= (x<2Vx>4).
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Temos ainda de estudar a natureza das séries que se obtém tomando

x=3|=1<= (x=2Vx=4).

Para x = 4 obtemos a série numérica

4.27)

Uma vez que, para todo o n,

— >0
n?+41
a série (4.27) € uma série alternada.

A série dos médulos que lhe estd associada € a série

=
ngbnz—kl '

Utilizando o Critério de Comparacio por Passagem ao Limite e tomando como referéncia a série
— podemos concluir que a série
)3 2P q )3 2l

n=1 n=1

¢ uma série convergente. Uma vez que a natureza
oo

de uma série ndo depende dos seus primeiros termos concluimos que a série E oy ¢ também
n
n=0

convergente.
Consequentemente a série (4.27) € uma série absolutamente convergente, logo convergente.
Para x = 2 obtemos a série numérica

E () -Ex

n=0 n=0

que, como vimos, € convergente. Uma vez que se trata de uma série de termos positivos ela é

absolutamente convergente.

Do que foi dito podemos concluir que o dominio de convergéncia da série de poténcias considerada

¢ o intervalo [2,4] sendo absolutamente convergente em todos os pontos deste dominio.
3. Consideremos a série de poténcias centrada em ¢ = —2

=
L i

(x+2)".

Atendendo a que se tem, paratodoon € N,

Vn5"
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o raio de convergéncia desta série pode ser dado pelo limite

. . v/n+ 15
lim = lim ——
n——oo n—too  \/n 5"

1
s
1

V4151

n——+eo

()
= 5.

Entao a série tem raio de convergéncia R = 5 pelo que converge absolutamente para todo o x € R
tal que
x+2|<S5<= -T7<x<3

e diverge para todo o x € R tal que

X+2|>5<= (x<-=TVx>3).

Temos ainda de estudar a natureza das séries que se obtém fazendo

x+2|=5<= (x=-Tvx=3).

Para x = —7 obtemos a série numérica

Sy

P E T My

: . 1 . .
Trata-se da série harmoénica alternada de ordem p = 3 que, como vimos, é simplesmente conver-

gente.

Para x = 3 obtemos a série numérica

+
8

i
Sl
S

+oo 5"
L s

n

Trata-se da série harmoénica de ordem p = 3 que, como vimos, € divergente.

Do que foi dito podemos concluir que o dominio de convergéncia da série de poténcias considerada
€ o intervalo [—7,3[ sendo absolutamente convergente em todos os pontos do intervalo | —7,3[ e

simplesmente convergente no ponto x = —7.

4. Consideremos a série de poténcias centrada na origem
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Atendendo a que se tem, paratodoon € N,

370

o raio de convergéncia desta série pode ser dado pelo limite

1

lim
n—+-oo

n—r+oo \/7

= 3,

n+1)° Tt
J4 que, uma vez que lim 7( 3 ) =1,temos lim vn3=1.
n——+too n n——o0

Entdo a série tem raio de convergéncia R = 3 pelo que converge absolutamente para todo o x € R
tal que

x| <3< -3<x<3

e diverge para todo o x € R tal que

x| >3 <= (x<-3Vx>3).

Temos ainda de estudar a natureza das séries que se obtém fazendo

x| =3 <= (x=-3Vx=3).

Para x = —3 obtemos a série numérica
+oo 3 +oo
Z Z )'n’
n=1 n=1

Uma vez que nio existe o limite
lim ((—1)"n%),

n—-—+oo

a condi¢@o necessdria de convergéncia de uma série numérica permite concluir que esta série é

divergente.

Se x = 3 obtemos a série numérica
+oo

IR

que é também divergente, uma vez que se tem lim 71’ = oo,
n—+-oo

Do que foi dito podemos concluir que a série de poténcias considerada tem dominio de con-

vergéncia | — 3, 3[ sendo absolutamente convergente em todos os pontos deste intervalo.
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5. Consideremos a série de poténcias centrada em ¢ = —4

& (!
—_— 4",
P T
Atendendo a que se tem, para todo o n € N,
(_1)n+1
n 10" 70

o raio de convergéncia desta série pode ser dado pelo limite

1
Iim — = 1 1
ey i lim_ (10/n)
n 10"
= 10.

Entdo a série tem raio de convergéncia R = 10 pelo que converge absolutamente para todo o x € R
tal que
x+4| <10 -14<x <6

e diverge para todo o x € R tal que

x+4|>10<= (x<—-14Vx>6).

Temos ainda de estudar a natureza das séries que se obtém fazendo

x+4|=10<= (x=—-14Vx=6).

Para x = —14 obtemos a série numérica
oo n+l ~+oo 2n+1
Z ) _ )n _ (_ 1)
71
= nl0 - n
+o0 -1
- n

3
Il
—_

que € uma série divergente, ja que se obtém da série harménica de ordem p = 1 (logo divergente)

multiplicando os seus termos por —1.

Para x = 6 obtemos a série numérica

+o0 (_1)n+1 too (_1)n+1
—(10)" =
= nl0O" (10) nz::l n

que €é uma série simplesmente convergente, ja que se obtém da série harménica alternada de ordem

p = 1 (logo simplesmente convergente) multiplicando os seus termos por —1.

Do que foi dito podemos concluir que o dominio de convergéncia da série de poténcias considerada
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¢ o intervalo | — 14, 6] sendo absolutamente convergente em todos os pontos do intervalo | — 14,6[

e simplesmente convergente no ponto x = 6.
. ‘o . 7
6. Consideremos a série de poténcias centrada em ¢ = 3

won 7\"

n=0

Atendendo a que se tem, para todo o n € N,

10"
nl

o raio de convergéncia desta série pode ser dado pelo limite

10"
fm Ly (DU
n—too | 107F! n—+teo  pl10nt!
(n+1)!
— 1m1<”+1>
n—+eo \ 10

Entdo a série tem raio de convergéncia +oo pelo que o seu dominio de convergéncia é o conjunto

dos niimeros reais, sendo absolutamente convergente em todos os pontos do seu dominio.

Observacao 4.49. A determinagcdo do dominio de convergéncia de uma série de poténcias nao passa
necessariamente pela determinacdo do seu raio de convergéncia. Podemos aplicar directamente o Critério
de D’ Alembert ou o Critério de Cauchy a série dada e fazer a discussao do limite obtido.

Consideremos, por exemplo, a série de poténcias centrada em ¢ = 2

+oo 1
—-2)".
,;)n5+3(x )

S . 1
Se x = 2 obtemos a série cujo primeiro termo € igual a 3 e com os restantes termos nulos

1
3 HOH0+-

que € uma série convergente. Dado que se trata de uma série de termos positivos ela é absolutamente

convergente.
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Suponhamos que se tem x # 2 e consideremos o limite

1
) n+1
- wrpaa (5 +3) [x— 2|+
L= lim = 1m 3
=00 1 (x—2)" n—+teo ((n+1)>43) [x—2|"
n +3

i x—2| n+3
= 1m —_ _—
e\ 1543
= |x—2|.

Pelo Critério de D’ Alembert temos que, para todo o x # 2 tal que |x — 2| < 1 a série é absolutamente
convergente, logo convergente e, para todo o x # 2 tal que |x —2| > 1 a série € divergente.

Atendendo a que, como vimos, a série considerada converge absolutamente em x = 2, podemos
entdo concluir que, para todo o x € R tal que |x — 2| < 1, ou seja, para todo o x €|1,3[, a série con-
siderada é absolutamente convergente e, para todo o x € R tal que |x —2| > 1, ou seja, para todo o
X €] — oo, 1{U]3, +oo], a série € divergente.

Se [x—2| =1, ou seja, se x = 1 ou x = 3, nada podemos concluir pelo Critério de D’ Alembert. Temos
entdo de estudar as séries numéricas que se obtém da série dada fazendo x = 1 ou x = 3.

Se x = 3 obtemos a série numérica

+oo 1
2‘6 1 (4.28)
n=

que é uma série de termos positivos. Utilizando o Critério de Comparacdo por Passagem ao Limite e
tomando como referéncia a série harménica de ordem p =5 (logo convergente) podemos concluir que a
série (4.28) é convergente.

Se x = 1 obtemos a série numérica
~+oo (_ l)n

)y

=+l

que € uma série absolutamente convergente, logo convergente, ja que a série dos médulos que lhe esta
associada € a série (4.28).
Podemos entdo afirmar que a série de poténcias dada tem como dominio de convergéncia o intervalo

[1,3] sendo absolutamente convergente em todos os pontos do seu dominio.

Nos exemplos que apresentamos a seguir consideram-se séries que ndo estdo nas condi¢des da
Definicdo 4.41 mas que, por manipulacdes algébricas simples ou por uma substitui¢do de varidvel con-

veniente, se convertem numa série de poténcias.

Exemplo 4.50. 1. Consideremos a série

+oo 1
—(2x—=1)".
,;)n4+16<x )

A determinacdo do dominio de convergéncia desta série pode ser feita utilizando um dos trés

processos seguintes:

e 1° Processo:

208



Sucessdes e Séries de Fungdes 4.4. Séries de Poténcias

n" . : .
Umavez que (2x—1)" =2" <x — 2) a série dada converte-se na série de poténcias centrada

cmc = —

2
o0 2}1 1 n
FEY
= n*+16 2
Atendendo a que se tem, para todo o n,

2}’1

—— #£0
n4—|—167é

o raio de convergéncia desta série pode ser dado pelo limite

211
lim ”4“6‘ _ i 2 D 16)
n—-+oo ontl C note (nf16)20H!
(n+1)*+16
. (n+1)*+16
= lim —_—
n—teo \  2(n*+41)
1
2

. . . 1
Entdo a série tem raio de convergéncia R = 3 pelo que converge absolutamente para todo o

x € R tal que

— = — <=0 1
X 2<2 <x<

1 ’ 1
e diverge para todo o x € R tal que

1
>§<:>(x<0\/x>1).

X — —

2

: ‘
Temos ainda de estudar a natureza das séries que se obtém fazendo

— (x=0vx=1).

Para x = 0 obtemos a série numérica

-‘rzoo on 1 n_ +Z°° (_l)n
+16\ 2/ nt4+16 "

n=0 n=10

A série dos modulos associada a esta série € a série

+oo 1
’;)n4—|—16 '

Utilizando o Critério de Comparagado e tomando como referéncia a série harménica de ordem
4 pode concluir-se que esta série é convergente e, portanto, a série em estudo € absolutamente

convergente, IOgO convergente.
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Para x = 1 obtemos a série numérica

o 1\
Zn4+16 <2> :Zn4—|—16

n=0 n=1
que, como vimos, é uma série convergente. Uma vez que se trata de uma série de termos
positivos ela é absolutamente convergente.
Do que foi dito podemos concluir que o dominio de convergéncia da série considerada é o
intervalo [0, 1] sendo absolutamente convergente em todos os pontos deste intervalo.
e 2° Processo:

Efectuando a mudanga de varidvel definida por 2x — 1 = z a série de poténcias dada converte-

se na série de poténcias centrada na origem

Fe
“ntt16°

Nao ¢ dificil verificar que esta série de poténcias tem raio de convergéncia R = 1 pelo que é
absolutamente convergente para todo o z € R tal que |z| < 1 e € divergente para todo 0 z € R
tal que |z| > 1.
Uma vez que se tem z = 2x — 1 concluimos que a série dada € absolutamente convergente
para todo o x € R tal que

2x—1|<1l<=0<x<1

e é divergente para todo o x € R tal que
2x—1|>1<= (x<0Vx>1).

Se
z=1l<—=2x—1=1<—=x=1

obtemos a série

’i" 1
“nt+16

que, como vimos, € uma série absolutamente convergente.

Se
z=—l<=2x-1=-14<=x=0
obtemos a série
oo (_l)n
n;) n*+16
que € também uma série absolutamente convergente.
Como seria de esperar concluimos que o dominio de convergéncia da série considerada € o

intervalo [0, 1] sendo absolutamente convergente em todos os pontos deste intervalo.

e 3° Processo:
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Utilizar, directamente, o Critério de Cauchy ou o Critério de D’ Alembert para fazer o estudo
da natureza da série considerada em funcao de x € R.
Se 2x — 1 =0, ou seja, se x = %, obtemos a série cujos termos sdo todos nulos excepto o

primeiro que € igual a 1, que € uma série absolutamente convergente.

1
Admitamos que se tem 2x — 1 # 0. Entdo, para todo o n € Ny, m@x —1)" #0. Para
n
efeitos de aplicacdo do Critério de D’ Alembert consideremos o limite
- (2x—1 n+1
, (n—|—1)4+16(x ) n* 416
lim = lim | ————(2x—1)
n—yo0 L ey n—teo| (n+1)*+16
n*+16
= |2x—1].

1
Pelo Critério de D’ Alembert, a série converge absolutamente para todo o x € R\ {2} tal que

1
2x— 1] < 1 e diverge paratodoox € R\ { = ; tal que |2x — 1| > 1. Uma vez que
2

(r-nermerd) = oo

(2x—l| >1Ax# ;) = (x €]—o0,0[U]1, +o0[)

e que a série considerada converge para x = 7 podemos concluir que a série dada € absolutamente
convergente em ]0, 1] e divergente em ]—oo, 0[ U]1, +oo|.

Se x =0 obt f 1
ex=0o0 emosaserle
= n*+16

que, como vimos, € absolutamente convergente.

+o0

Se x = 1 obtemos a série Z 7}

A6 que € também uma série absolutamente convergente.
n
0

n=

2. Consideremos a série 1
n+

S

Efectuando a mudanga de varidvel definida por x> = z a série dada converte-se na série de poténcias

centrada na origem
n+1

+
; m—1°
Atendendo a que, para todo o n € N, temos

(_1)n+1

2n—1 70
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o raio de convergéncia desta série pode ser dado pelo limite

(_1)n+1
lim ‘ 2n—1 ~ lim 2n+1
n——+oo (—]>”+2 C nste2n—1
2(n+1)—1

Entdo esta série de poténcias tem raio de convergéncia R = 1 pelo que € absolutamente convergente
para todo o z € R tal que |z| < 1 e é divergente para todo o z € R tal que |z| > 1.

2

Uma vez que se tem z = x~ concluimos que a série dada € absolutamente convergente para todo o

x € R tal que
P <le=-l<x<l1

e € divergente para todo o x € R tal que

P> 1= (x<—1Vx>1).

Se
=l =1l (x=1Vvx=—1)

obtemos a série

oo ( 1)n+1
4.29
= 2n—1 (4.29)
A série dos modulos associada a esta série € a série
o0 1
= 2n—1
n=
que € uma série divergente.
A série (4.29) obtém-se da série
y (4.30)
2n—1 '

multiplicando todos os seus termos por —1.

Nao ¢é dificil verificar que a série (4.30) satisfaz as condi¢des do Critério de Leibniz e, portanto, é

convergente.

Consequentemente a série (4.29) é também convergente e, uma vez que a série dos médulos que

lhe esta associada € divergente, ela é simplesmente convergente.

Uma vez que a condicio
=—le=x=-1

é impossivel, o estudo estd completo.

Podemos entdo concluir que a série dada tem como dominio de convergéncia o intervalo [—1, 1]
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sendo simplesmente convergente nos pontos x = 1 e x = —1 e absolutamente convergente nos

restantes pontos do dominio.

Exercicios 4.4 1. Em cada uma das alineas que se seguem determine o dominio de convergéncia da

série considerada indicando os pontos onde a convergéncia € simples ou absoluta.
~+oo 1

@ nz::O vn+13" g
o0
(b) Z 3" (x+5)"

n

n=0
=2
_3)n
(C) ngtl gn+1y2 ('x )
-1
@ ) —
n=0 n
~+oo 3n
—1)"
(e) ’;nzm (r=1)
v @),
0y
& logn
@ Y 2" @2y
n=1 n
oo (_l)n
h —2)
™ ¥ e (32
o0
. 1 n
(@) Y o x
n=2 ogn

2. Em cada uma das alineas que se seguem determine o dominio de convergéncia da série con-
siderada indicando os pontos onde a convergéncia é simples ou absoluta.

(a) f 1 x2n+l
n=0 (_4)”

4o g\n
(b) Z ( 5> xn—i—l
n=1

Sugestdo: Em cada uma das alineas consideradas utilize o Critério de Cauchy ou o Critério

de D’ Alembert para determinar um subconjunto do dominio de convergéncia da série consi-

derada.

4.4.1 Convergéncia Uniforme de uma Série de Poténcias

Utilizando o Critério de Weierstrass podemos demonstrar que uma série de poténcias converge unifor-
memente em todo o sub-intervalo fechado e limitado do seu intervalo de convergéncia.

o0

Teorema 4.51. Sejam Z a,x" uma série de poténcias de raio de convergéncia ndo nulo e I o seu in-
n=0

tervalo de convergéncia. Entdo a série converge uniformemente em qualquer sub-intervalo fechado e

limitado de 1.
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Demonstracdo: Seja [a,b] um sub-intervalo fechado e limitado de /. Entdo tomando r = max{|al, |b

3

temos que [—r,r] C I e [a,b] C [—r,r]. Vamos ver que a série de poténcias considerada é uniformemente

convergente em [—r, r].
o0
Pelo Teorema 4.46, a série numérica Z a,r" é absolutamente convergente, o que significa que a série
n=0

+oo oo
Z lanr"| = Z |a,|r" é convergente.
n=0 n=0

Para todo o x € [—r,7] e, para todo o n € Ny, temos

lanx"| < |an|r".

—+oo
Uma vez que a série numérica Z |an|r" é convergente, concluimos pelo Critério de Weierstrass que
n=0
a série de funcdes
o0
Z a,x"
n=0
¢ uniformemente convergente em [—r, r| e, portanto, uniformemente convergente em [a, b]. [ ]

Observacao 4.52. Resulta do Teorema 4.51 que uma série de poténcias centrada em ¢ # 0 e com raio de
convergéncia nao nulo converge uniformemente em qualquer intervalo fechado contido no seu intervalo

de convergéncia.

Exemplo 4.53. Tendo em atencio o Exemplo 4.48, o Teorema 4.51 e a Observacao 4.52 temos que:

- s o ()
1. a série de poténcias Z 5
= +1

chado contido em ]2,4(;

(x —3)" é uniformemente convergente em qualquer intervalo fe-

+o0
2. asérie de poténcias Z

1
n=1 \/}715”

contidoem | —7,3];

(x+2)" é uniformemente convergente em qualquer intervalo fechado

foo 3
Lo N n . . .
3. asérie de poténcias Z ﬁx” ¢ uniformemente convergente em qualquer intervalo fechado contido
n=1

em | —3,3[;

+o0 (_ 1 )n+l

4. a série de poténci —

a série de poténcias r;) 0
chado contido em | — 14,6].

(x+4)" é uniformemente convergente em qualquer intervalo fe-

Observemos que o Teorema 4.51 nada afirma sobre a convergéncia uniforme de uma série de poténcias
no seu dominio de convergéncia. O resultado que apresentamos a seguir, habitualmente designado Te-
orema de Abel, conjugado com o Teorema 4.51 permite concluir que uma série de poténcias de raio
de convergéncia R > 0 € uniformemente convergente no seu dominio de convergéncia. Omitiremos a
demonstracdo do Teorema de Abel que pode ser consultada em, por exemplo, E. L. Lima, Curso de
Andlise, vol. 1, 1996, Instituto de Matematica Pura e Aplicada, CNPq, Rio de Janeiro, pdg. 309.
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+o0
Teorema 4.54. Seja Z a,x" uma série de poténcias centrada na origem de raio de convergéncia R > 0.
n=0
Entdo verificam-se as condicées seguintes:
400
i) sea série de poténcias Z a,x" converge em x = R, entdo ela converge uniformemente no intervalo
n=0
[0,R] e tem-se que
oo oo
lim Z a X' | = Z a,R";
x—=R™ n=0 n=0
+o0
ii) se a série de poténcias Z a,x" converge em x = —R, entdo ela converge uniformemente no inter-
n=0

valo [—R,0] e tem-se que

+oo +oo
lim Z ax' | = Z an(—
n=0 n=0

x——RT

~+oo

Observacao 4.55. Utilizando o Teorema de Abel, podemos provar que sendo Z ap(x—c)" uma
n=0

série de poténcias centrada em ¢ # 0 e de raio de convergéncia R > 0, entdo verificam-se as

condicdes seguintes:

+o0
1) se a série de poténcias Z a(x—c)" converge em x = R+ ¢, entdo ela converge uniforme-
n=0
mente no intervalo [c,R + ¢] e tem-se que

lim Zan x—c) Zan (R+c—c)h

x—(R+c)™ =0

~+oo
ii) se a série de poténcias Z ay(x—c)" converge em x = —R + ¢, entdo ela converge uniforme-
n=0
mente no intervalo [—R + ¢, c] e tem-se que

hm ap(x—c)" a,(—R+c—c
Zn Z )’

Exemplo 4.56. Tendo em atencdo o Exemplo 4.48 e a Observagdo 4.55 temos que:

L. de potd f 1
a série de poténcias

(x—3)" é uniformemente convergente em [2,4];

o0

2. asérie de poténcias Z (x+42)" € uniformemente convergente em [—7,3];

5

5 (1

3. a série de poténci —
a SCri€ de€ potencias ngo 107

(x+4)" & uniformemente convergente em | — 14, 6].

O teorema que apresentamos a seguir estabelece que uma série de poténcias, a série cujos termos sao
as derivadas dos termos da série dada e a série cujos termos sdo as primitivas que se anulam na origem

dos termos da série dada t€ém o mesmo intervalo de convergéncia.
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+o0
Teorema 4.57. Seja Z ayx" uma série de poténcias de raio de convergéncia R # 0. Entdo as séries de
n=0
oo foo
poténcias Z na,x" ' e Z X" tem raio de convergéncia R.
n=1 n—0" +1
—+o0
Demonstracao: Suponhamos em primeiro lugar que a série de poténcias Z a,x" tem raio de con-
n=0
~+oo
vergéncia R > 0 e vamos demonstrar que a série de poténcias Z na,x"~! tem também raio de con-
n=1
vergéncia R.
+o0
Seja R’ o raio de convergéncia da série Z na,x" 1.
n=1
Entdo, ou R' > R, 0ouR > R',ou R’ =R.
Admitamos que se tem R’ > R. Entdo existe xo € R tal que R’ > xo > R.
—+oo
Temos entdo que xo €] — R',R/[ e, portanto, a série Z nay(xo)" ! é absolutamente convergente, o
n=1
~+oo
que significa que a série Z |na, (x0)" | é convergente. Por outro lado, xo €]R, o e, portanto, a série
n=1
—+oo
Y an(x0)" é divergente.
n=1
Para todo o n € N, temos
~1
0 <lan(x0)"| < |nan(x0)"| = |xo||nan(xo)" |- 4.31)
oo oo
Como a série Z |na, (x9)"~'| é convergente, a Proposigio 3.9 garante que a série Z (0| [nan (x0)™ ")
n=1 n=1
é também convergente. A desigualdade (4.31) e o Critério de Comparacdo permitem entdo concluir que
oo oo
2. n| z z z. n| z z
a série Z |an(x0)"| é também convergente e, portanto, a série Z |an(x0)"| é também convergente. Con-
n=1 n=0
—+oo
cluimos entdo que a série Z an(xo)" é convergente, o que € falso.
n=0
A contradig@o resulta de supor R’ > R, pelo que se deve ter R < R.
Suponhamos agora que se tem R’ < R.
Sejam x1,x, € RT tais que R’ < x; < x <R.
Entdo as séries Y |nay, (x))" Y e Y Ina,(x2)""!| sdo ambas divergentes e as séries Y an(x1)" e
n=1 n=1 n=0
—+oo
Z an(x2)" sdo ambas absolutamente convergentes, logo convergentes.
n=0 X
Uma vez que se tem 0 < x; < x2, conclui-se que all €]0, 1]. Utilizando o Critério de Cauchy pode

X2

oo n
. (. (. X\ - . A
concluir-se que a série numérica Z n () ¢ convergente. A condi¢io necessdria de convergéncia de

n=1 X2

n
‘- L. . ~ . X1
uma série numérica permite entdo afirmar que lim <n <> > =0.

n—y—+oo X2
Utilizando a defini¢@o de limite podemos entao concluir que existe p € N tal que, paratodoon € N,
se n > p, entdo
n
X
n <1> <xi. (4.32)
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Consequentemente, para todo o n > p, temos

[na, ()"~ =

1 n
Enan(xl) ‘ =

donde resulta, atendendo a desigualdade (4.32),

-1
0 < [nan(x1)"""| <lan(x2)"] , (4.33)
paratodoon > p.
oo oo
Uma vez que a série ) |a,(x2)"| é convergente temos que a série ) |a,(x2)"| é também conver-
n=0 n=p
gente. Utilizando a desigualdade (4.33) podemos concluir, pelo Critério de Comparagdo, que a série
oo o0
Z |na,(x1)"~!| é convergente e, portanto, a série Z |na,(x;)"~!| é também convergente. Consequente-
n=p n=1
—+oo
mente, a série Z (nay(x1)"~1) é convergente, o que ¢é falso.
n=1

A contradi¢@o a que chegdmos resulta de supor R’ < R.

Entdo tem de se ter R = R, como pretendiamos.

oo oo
Admitamos agora que a série Z a,x" tem raio de convergéncia + e que a série Z na,x"~! tem
n=0 n=1

raio de convergéncia R’ > 0. Utilizando um raciocinio andlogo ao que foi utilizado no caso anterior
quando supusemos R’ < R chegamos a uma contradi¢do que resulta de supor R’ > 0. Conclui-se entdo

que R’ = o0, como pretendiamos.
+o0

e . L. e a
Utilizando argumentos do mesmo tipo podemos provar que a série de poténcias Z ﬁx”“ tem
n
n=0
também raio de convergéncia R. Esta demonstracdo é deixada como exercicio. [ |
+o0
Observacao 4.58. Resulta do Teorema 4.57 que se Z ay(x—c)" é uma série de poténcias centrada em
n=0
+oo L2 oa, 1
¢ # 0 e de raio de convergéncia R # 0, entéo as séries de poténcias Z na,(x—c)" e Z 1 (x—c)"*
n
n=1 n=0

tém também raio de convergéncia R.

O teorema que apresentamos a seguir estabelece algumas propriedades das séries de poténcias que re-
sultam do Teorema 4.51, do Teorema 4.57 e das propriedades da convergéncia uniforme. A demonstragdo

deste teorema € deixada como exercicio.

~+oo
Teorema 4.59. Seja Z an(x — ¢)" uma série de poténcias centrada x = c. Entdo verificam-se as

n=0
condigcoes seguintes:
~+o0
i) asérie de poténcias Z an(x—c)" define uma fung¢do continua em todo o intervalo fechado contido
n=0

no seu intervalo de convergéncia;

~+oco
ii) a série de poténcias Z an(x — ¢)" pode integrar-se termo a termo em todo o intervalo fechado
n=0
contido no seu intervalo de convergéncia;
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o0
iii) a série de poténcias Z ay(x —¢)" pode derivar-se termo a termo em todo o intervalo fechado
n=0
contido no seu intervalo de convergéncia.

—+oo

Observacao 4.60. Sejam Z ay(x—c)" uma série de poténcias centrada em x = ¢ de raio de convergéncia
n=0

ndo nulo R, I o seu intervalo de convergéncia e f a sua funcdo soma definida por

o0
flx)= ;)an(x— o).

1. As propriedades que se apresentam a seguir sdo consequéncia do Teorema 4.59 e do Teorema de
Abel. Demonstraremos, a titulo de exemplo, a primeira propriedade. A demonstragdo das restantes

propriedades é deixada como exercicio.

(a) A fun¢do f € continua no dominio de convergéncia da série considerada.
Demonstracao:

Vamos demonstrar, em primeiro lugar, que f é continua em todo o ponto de /. Seja x €

1, arbitrario. Ent3o existe um intervalo fechado F, que contém x e que estd contido em
o0

I. Atendendo ao que foi dito na Observacao 4.52, a série Z an(x —¢)" € uniformemente
n=0

convergente em F,. Pelo Coroldrio 4.31, a fun¢do f é continua em F; e, portanto, continua

€m x.

Acabamos de provar que a fungdo f € continua no seu intervalo de convergéncia que, no caso

em que a série tem raio de convergéncia +oo, coincide com o seu dominio de convergéncia.
oo

Admitamos que a série de poténcias Z ay(x — ¢)" tem raio de convergéncia R > 0. Entdo
n=0

o seu dominio de convergéncia, Dy, ¢ um subconjunto do intervalo [-R+¢,R+c¢|. Ja

vimos que f é continua em todo o ponto do intervalo | — R+ ¢,R + ¢[. Falta agora provar
que se R+ c¢ € Doy [resp. —R+c¢ € Deypy], entdao f € continua em R + ¢ [resp. —R+c].
Se a série considerada é convergente em x = R + ¢, entdo, atendendo a Observagio 4.55 e

ao Corolario 4.31, concluimos que a sua fun¢do soma € continua em x = R+ ¢. De modo

o0

andlogo, concluimos que se a série Z an(x—c)" é convergente em x = —R + ¢, entdo a sua
n=0

funcdo soma € continua em x = —R +c.

Podemos entdo concluir que a fun¢do f € continua no dominio de convergéncia da série

o0
Z ay(x —c)", como pretendiamos.
n=0

(b) afuncio f é diferencidvel em [ e temos, paratodoo x € I,
—+o0

flx)= Z nay, (x — c)"i1
n=1

(c) afuncao F definida por

—+oo
F(x)= Z Gn (x— )™
n:0n+l
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¢ a primitiva de f em [/ tal que F(c) = 0;

(d) a fungdo f é integravel em todo o intervalo [a,b] contido no seu dominio de convergéncia e

[ rwas= [ (Zan =) )dx—f/ e

donde resulta que

/abf(x)dx _ i n+l:|

,Of’l

tem-se

b

a

Ry n+1 an ( )n—',—l
= ——(a—c
n+1

_ f( ey (a_c)n+1)> .

2. Utilizando sucessivamente o Teorema 4.59 tem-se que a funcdo f admite derivadas finitas de todas

as ordens em qualquer ponto do intervalo / e tem-se, para todo x € [ e, para todo o k € N,

Zn (n—1)---(n—k+ Da,(x—c)"*.

Exemplo 4.61. 1. Tendo em atencdo o Exemplo 4.56 e a Observacdo 4.60 temos que:

(a) afuncdo soma da série y "
u i 2
¢ n*+1

(x—3)" é continua em [2,4];

+oo 1
(b) a funcdo soma da série Z T (x+2)" é continua em [—7,3[;

4o 3
(c) afungdo soma da série Z X" € continua em | — 3, 3[;
n=1

+oo (_ 1)”+1
d) afunca da séri 4)" contf —14,6|.
(d) a fungdo soma da série n;) o (x+4)" continua em | ,0]
+o0
2. Como vimos no Exemplo 4.20, a série de poténcias Z X" converge pontualmente em | — 1, 1] para
n=0

1
a fungdo f definida por f(x) = T Temos entdo, para todoox €] — 1, 1],

Para além disso, o intervalo | — 1, 1] é o intervalo de convergéncia da série considerada e, atendendo

a Observacao 4.60, temos que, para todo o x €] — 1, 1],

<lix)/: (1_1x)2 = Jf”le = Jf(n+1)x".

n=1 n=0
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Uma vez que a fungdo F definida por F(x) = —In(1 —x) é a primitiva de f que se anula em x = 0,

temos, pela Observagdo 4.60,
+oo 1

—In(1—x) =Y

1xn+1
n=0 n+

)

para todo o x €] — 1, 1], ou seja, pelas propriedades dos logaritmos,

1 xn+1:§°1xn
in

1 g
In =
1—x r;)n—i-l

n=
paratodoox €] —1,1].

As fungdes consideradas no Exemplo 4.61 podem ser representadas por uma série de poténcias e
pertencem a uma classe especial de fungGes, as func¢oes analiticas. Na proxima sec¢do voltaremos a

falar deste tipo de funcdes.

Exercicios 4.5 Utilizando as propriedades estabelecidas para as séries de poténcias na Observagao 4.60

e as representagdes
1 p
= Zx”,paratodooxe] —1,1]
n=0

1—x -
o
—In(1-x) = Z?x’#l,paratodooxe]_l,][
~ n
1 gy
=22 - annfl,paratodooxe]_L][
_ L

obtenha uma representacdo em série de poténcias para cada uma das funcdes consideradas nas
alineas que se seguem e indique o maior intervalo aberto em que a representagdo indicada é vélida.
1

a) f(x)=

o 1+2x
b) f(x) =In(1+2x)
2
o flx)= (1—x)3

4.4.2 Série de Taylor e Série de Mac-Laurin

O Teorema de Taylor estabelece que, sendo / C R um intervalo aberto, se f: I — R € uma
fungdo n+ 1 vezes diferencidvel em I e a é um ponto de I, entdo, para todo o x € I\ {a}, existe & entre

a e x tal que

n ek n+l
f(x) _ lgbf(k)!(a) (x—a)k + M(x_a)n+l
onde, como habitualmente, se convenciona que £\ (a) = f(a).
Este teorema garante que, no conjunto I \ {a}, podemos escrever f como soma do seu polinémio de
Taylor de ordem n em torno de a com o resto de Lagrange de ordem n.
Se admitirmos que f admite derivada finita de qualquer ordem em a € I, ou seja, se, para todo o

k € N, existe e é finita f*)(a) podemos obter a série
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que é uma série de poténcias de centro a e se designa série de Taylor de f no ponto a.
No caso particular em que a = 0 esta série de poténcias centrada na origem é designada série de
Mac-Laurin de f.

Exemplo 4.62. 1. Consideremos a fun¢do exponencial definida em R por f(x) = e*. Como sabemos,

esta fungdo admite derivada finita de qualquer ordem em x = O tendo-se, para todo o n € Ny,

10)=1.

Consequentemente a série de Mac-Laurin de f é

2. Consideremos a fun¢do seno definida em R por f(x) = senx. Como sabemos esta fungdo admite

derivada finita de qualquer ordem em R tendo-se, para todo o x € R,

senx se n=4kkeNy

cosx se n=4k+1,keNy
—senx se n=4k+2,keNy
—cosx se n=4k+3,keNy

) =

pelo que
0 se n=2k,keNy
Fm(0) = 1 se n=4k+1,keNy
—1 se n=4k+3,keNy

Consequentemente, a série de Mac-Laurin de f é

3
I
o

Uma questdo que se pode colocar imediatamente € a seguinte:
A funcio soma da série de Taylor de uma fungdo f coincide sempre com a funcio f?
O exemplo que apresentamos a seguir assegura que a resposta a esta questdo nem sempre € afirmativa.
Exemplo 4.63. Consideremos a fun¢do f definida em R por

B e_)%2 se x#0
f(X)_{ 0 se x=0

Verifique, como exercicio, que a fungdo f admite derivadas finitas de qualquer ordem em qualquer

ponto de R e que, para todo o n € N, " (0) = 0.
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Consequentemente, a série de Mac-Laurin da funcdo f € a série nula.

Uma vez que, por exemplo, f(1) # 0, temos que f ndo é a fungdo soma da sua série de Taylor.

A proposicdo que apresentamos a seguir estabelece uma condicido necessdria e suficiente para que

uma funcdo f seja a fungdo soma da sua série de Taylor.

Proposicao 4.64. Sejam I C R um intervalo aberto de niimeros reais, f: I — R uma fungdo

com derivadas finitas de qualquer ordem em I, a € I e

oo o(n)
;) ) ; !“) (x—a)" (4.34)

a série de Taylor de f em torno do ponto a.

Entdo, no intervalo I, f coincide com a soma da série (4.34) se e s6 se, para todo o x € 1,

lim R,(x) =0,

n—r—+oo
onde R, (x) denota o resto de ordem n de f no ponto a.

Demonstracio: Seja S a funcdo soma da série (4.34).

Por definicdo de fun¢do soma de uma série temos, para todo o x € I,

n (k) a
) = nEToo(kaf )(x_“)k>

k=0

= lim (f(x) —Ra(x))

n—r+oo

Sendo x € I, arbitrario, temos f(x) = S(x) se e s0 se

Esta entdo provado que f coincide com S em [ se e s6 se, para todo o x € I, temos liT R,(x) =0,
n——oo

como pretendiamos. [ |

No exemplo que apresentamos a seguir vamos utilizar esta proposicdo para garantir que, sendo f
a fungdo exponencial e sendo f a funcdo definida por f(x) = In(x+ 1), a fungdo soma da sua série de

Mac-Laurin é exactamente a funcio f.

Exemplo 4.65. 1. No caso da fungéo exponencial temos que, sendo x € R\ {0}, arbitrério, existe &
entre 0 e x tal que
R (x) _ 65 xn+l
T ()
Consequentemente, temos
IR, (%)] et +1 eg‘x‘nJrl
)| =
" (n+1)! = (n4+1)!
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Mnﬂ eé |x’n+1

. _ 2 1
Uma vez que lim oy = 07 temos im0 2

cluimos que lim |R,(x)| = 0 e, portanto,
n— +-oo

= 0 e, pela desigualdade anterior, con-

lim R,(x) =0. (4.35)

Dada a arbitrariedade de x € R\ {0} temos lirJrrl R, (x) =0, paratodo o x € R\ {0}.
n—s—+-o0

Uma vez que, para todo o n € N, R,(0) = 0, podemos entdo concluir que a igualdade (4.35) se

verifica para todo o x € R.

A Proposicao 4.64 garante entio que, para todo o x € R,

x" x2 X3 X"
x_}: _
n=

2. Consideremos a fungéo f definida por f(x) =1In(x+ 1), para todo o x €] — 1, 1].

Utilize o Principio de Indugo para provar que, para todo o n € N, temos £ (x)=(=1)""!

(I+x)n
Consequentemente, temos, para todoon € N,
FO0) = (=1 (n—1).
A série de Mac-Laurin da funcio f é
w0, FEDT D, S !
f(0)+z | x:ZTx”:Z . X"
n=1 n=1 n=1
Para todo o n € N e, para todo o x €] — 1, 1[, x # 0, existe 6 €]0, 1] tal que
(—1)" n!
|R (x)‘ _ f(n+1)(9X)xn+l _ (1+9x)”+1 xn_H
8 (n+1)! (n+1)!
_ (_l)n xn+1
n—+ + 6x)"
(n+1)(1+ 6x)"+!
— 1 ‘x|n+1
(n+1)1+ 6x[*! '
1
Como x €] —1,1[\{0} e 6 €]0, 1], temos que |x|""! < 1e T et < 1 e, portanto,
1
< IR . 4.36
0< [Ry)] < — (436)
+oo n
2Uma vez que a série de poténcias Z o tem dominio de convergéncia R temos que, para todo o x € R, 5111 ):Tr: =0,
n=0"" n o pnl
) |x|n+1 B
donde resulta que ngl}rlw i 0.
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A igualdade (4.36) permite concluir que, para todo o x €] — 1, 1[\ {0}, 1irE |R,(x)| = 0 e, portanto,
n——oo
lim R,(x) =0, (4.37)

para todo o x €] — 1, 1[\{0}.
Uma vez que, para todo o n € N, R,(0) = 0, podemos entdo concluir que a igualdade (4.37) se

verifica para todoo x €] — 1, 1[.

A Proposi¢do 4.64 garante entdo que, para todoox €] — 1, 1],

+oo _1}1—1 2 3 4 X
ln(x—l—l):Z( AV P S . (=)

P T T NI P

|

|

|
s
|

|

|
€

A proposi¢ao que apresentamos a seguir e que pode, em alguns casos, ser utilizada como alternativa
a Proposicdo 4.64, estabelece uma condi¢do suficiente para que, num dado intervalo, a funcdo soma da

série de Taylor de uma fun¢do f seja exactamente a funcio f.

Proposicao 4.66. Sejam I C R um intervalo aberto, f: I — R umafuncdo que admite derivadas
finitas de qualquer ordem em todo o pontode [ e a € I.

Suponhamos que existem r >0 e M > 0 tais que, para todo o x €la—r,a+r[C I e, paratodo on € N,
@) <M.

Entdo, para todo o x €la—r,a+ r[C I, temos

oo £ln) (g
1= L i e-ay

Demonstracdo: Vamos provar que, para todo o x €]a —r,a+r|, lirf R,(x) = 0. A Proposi¢io 4.64
n—4oo

garante entdo que

+oo e
s =L emar

para todo o x €]a — r,a+ r| e a proposi¢do resulta demonstrada.

Seja x €la—r,a+r|, x # a, arbitrario. O Teorema de Taylor garante que existe & entre a e x tal que

’x’n+l

= A

FUHE) g
(n+1)!

(n+1)!

[Ra(x)| =

Como & €la —r,a+ r[ a hipétese garante que, para todo on € N,
P E) <M

€, portanto, tem-se que
’n—&-l

0 < [Ry ()] < M

— (n+ 1)V (4.38)
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paratodoon € N.
|x|”+1

Uma vez que, para todo o x € R se tem, lim = 0, a desigualdade (4.38) implica que

n—+o (n+1)!
lim |R,(x)| =0, ouseja, lim R,(x) =0.
n—s+-oo n—r+oo
Dada a arbitrariedade de x €]a —r,a+r[\{a} temos
ngrEmRn (x)=0, (4.39)
para todo o x €la —r,a+r[\{a}.
Uma vez que, paratodo on € N, R, (a) = 0, podemos entdo concluir que a igualdade (4.39) se verifica

para todo o x €]a — r,a+ r|, como pretendiamos. |

Observacao 4.67. Nas condicdes da Proposicio 4.66, se existe M > 0 tal que, para todo o n € N e, para
todo o x € I, se verifica a desigualdade | f () (x)] < M, podemos concluir que, no intervalo /, a fungdo f

coincide com a fung@o soma da sua série de Taylor.

Exemplo 4.68. Como vimos no Exemplo 4.62 sendo f a fungdo seno, temos que, para todo o n € N e,

paratodoox € R,
senx se n=4kkeNy

cosx se n=4k+1,keNy
—senx se n=4k+2,keNy
—cosx se n=4k+3,keNy

M (x) =

pelo que

<1,

paratodoox € Re, paratodoon € N.

Utilizando a Observagdo 4.67 podemos entdo concluir que, para todo o x € R,

senx = —1) 2]
nz::()( ) (2n+1)!
x3+x5 x7+ 1y 2ntl .
= X— — - .. — ..
3TE T 2n+1)!

No Exemplo 4.61 apresentam-se trés fungdes que podem ser escritas, no intervalo | — 1, 1[, como
soma de uma série de poténcias centrada na origem. Por outro lado, cada uma destas fungdes admite, no
intervalo | — 1, 1], derivada finita de qualquer ordem, pelo que é possivel determinar a sua série de Mac-
Laurin que, como vimos, é uma série de poténcias centrada na origem. Pode entao colocar-se a questao
de saber se a série de poténcias obtida pode ser distinta da série de Mac-Laurin da funcdo considerada.

O teorema que apresentamos a seguir responde a esta questao.

Teorema 4.69. Sejam I C R um intervalo aberto, f: I — R uma fungdo que admite derivadas

finitas de qualquer ordem em I e a um ponto de I.
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~+oo
Suponhamos que existe uma série de poténcias Z ay(x —a)" com raio de convergéncia ndo nulo R
n=0
e um niimero positivo r tais que la—r,a+r[C 1 e

o0
fx) = ;)an(x—a)",

para todo o x €la—r,a+r].
oo
Entdo a série de poténcias Z an(x—a)" é a série de Taylor de f em a.
n=0

Demonstracao: Atendendo a Observacgdo 4.60 e a que |a — r,a + r[ é um subconjunto do intervalo
oo

de convergéncia da série Z ay(x —a)", temos que f admite derivadas finitas de qualquer ordem em
n=0

la—r,a+r|e, paratodo o x €]a—r,a+r| e, paratodo o k € N, temos

~+o0
O =Y nn—1)-(n—k+1)ay(x—a)"*. (4.40)
n=k
Seja k € N, arbitrario. Tendo em atencdo a igualdade (4.40), temos
~+oo
fOa)=Y n(n—1)---(n—k+ay(a—a)"™*,
n=k

ou seja, k) (a) é a soma de uma série de poténcias com todos os termos nulos excepto o primeiro que é

igual a k(k—1)---2.1a; = k!ay e, portanto.
& (a) =kl ay

donde resulta que

f®(a)

=

Uma vez que temos, por convencio, f(%)(a) = f(a) e, por hipétese, f(a) é a soma de uma série com

todos os termos nulos excepto o primeiro que € igual a ag, temos que

(0)
o 10
0!
Consequentemente temos, para todo o k € Ny,
(k)
L0
k!
+o0
0 que permite concluir que a série Z ay(x—a)" é a série de Taylor de f em a. [ |
n=0

Exemplo 4.70. Utilizando o Teorema 4.69 e o Exemplo 4.61 temos que:

+oo 1
1. asérie Z x" é a série de Mac-Laurin da fungdo f definida por f(x) = T pare todooxe|—1,1;
n=0 -X
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2. asérie Z = Z (n+1)x" é a série de Mac-Laurin da funcéo f definida por f(x) = e
n=1 n=0 -
paratodoox €] —1,1[;

R | 1
nl Z —x" é a série de Mac-Laurin da funcéo f definida por f(x) = In —
n —Xx

~+oo
3. asérie X

ng(’)n—i-l
paratodoox €] —1,1].

n=1

As fungdes que satisfazem a propriedade referida no Teorema 4.69, ou seja, as funcdes que, num dado
intervalo, coincidem com a func¢io soma da sua série de Taylor em torno de um ponto desse intervalo sdo
habitualmente designadas fungdes analiticas. Muitas das fungdes que utilizamos habitualmente como,
por exemplo, as fungdes seno, coseno, arcotangente, exponencial, seno hiperbolico, coseno hiperbdlico

e logaritmo neperiano sdo fungdes analiticas.

Definicao 4.71. Sejam / um intervalo aberto, a € [ e f uma funcio definida em / que admite derivadas
finitas de todas as ordens em a. Dizemos que a funcdo f ¢ analitica no ponto a se existe r > 0 tal que,
para todo o x €]a —r,a+ r[C I, a série de Taylor de f em a converge para f(x).

Dizemos que f é analitica em I se, paratodo o a € I, f € analitica em a.

Exemplo 4.72. Consideremos a fungdo f definida em R por f(x) = cosx.

Temos, para todo o x € R,

cosx se n=4dk,keNy
—senx se n=4k+1,keNy
—cosx se n=4k+2,keNy

senx se n=4k+3,kc Ny

pelo que
—1 se n=4k,keNy
(7)) = 0 se n=2k+1,keN
1 se n=4k+2,keNy

A série de Taylor de f em a = & é dada por

+oo r(n)
,;)f nf”)(x_n)" = _1+2l!(x—7t)2—4l!(x—7r)4+---
+oo( 1>n+1 ;

Uma vez que, para todoo x € Re, paratodoon € N,

FIel< T,
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a Proposicdo 4.66 garante que, paratodo o x € R,

e, portanto, a funcdo f € analitica em 7.

Seja f uma fungdo analitica em a € I. De acordo com a Defini¢do 4.71, existe r > 0 tal que o valor
da fun¢do f em cada ponto x €]a — r,a+ r[C I é dado por uma série de poténcias de centro a. A funcdo
f satisfaz as condi¢des do Teorema 4.69 que garante que a série de Taylor de f em a é a Unica série de
poténcias que representa a fungdo f no intervalo Ja — r,a+r].

Podemos entdo reformular a Definicdo 4.71 e dizer que uma fungdo f definida num intervalo aberto

~+oo
I € analitica em a € [ se existem um ndmero real » > 0 e uma série de poténcias Z ay(x—a)" tais que,
n=0
+o0
para todo o x €Ja—r,a+r[C I, temos f(x) = Z a,(x—a)". Note-se que a série obtida depende do ponto
n=0

a considerado, dado que os coeficientes da série de poténcias que representa a funcdo sio calculados em

funcdo das derivadas de f no ponto a.
Exemplo 4.73. Como vimos no Exemplo 4.72 temos, para todo o x € R,

+o0 (_1)n+1 \
CosSX = ,;)Tn)!(x_ n)>".

Por outro lado, denotando por f a funcdo coseno temos,

1 se n=4k,keNy
Fm0) = 0 se n=2k+1,keN
—1 se n=4k+2,keNy

e, portanto, série de Mac-Laurin de f é dada por

< fM(0) 1, 14
P e TP TS
+oo ( 1\n
_ Z( 1) x2n.
= (2n)!

Uma vez que, paratodo o x € R e, paratodoon € N,
F el <1,

a Proposicdo 4.66 garante que, paratodo o x € R,

COSX = Jio (_l)nxz".
= (2n)!
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Representacao de uma Funcio por uma Série de Poténcias.

Utilizando a Observacdo 4.60 e algumas das propriedades estabelecidas para as séries numéricas na
Proposi¢ao 3.9 podemos obter, para algumas fungdes, uma representacao em série de poté€ncias. Sempre
que a fun¢do considerada satisfaca as condicdes do Teorema 4.69, a representacdo obtida € a série de

Taylor da funcdo considerada e, portanto, a funcao em estudo é uma funcao analitica.

Exemplo 4.74. 1. Vamos utilizar a Observacao 4.60 para obter uma representagdo em série de poténcias
para a fungdo coseno a partir de uma representagao em série de poté€ncias da fung¢do seno. O Te-
orema 4.69 vai permitir concluir que a série obtida é a série de Mac-Laurin da funcio coseno,

confirmando-se o resultado obtido no Exemplo 4.73.

Atendendo a que, para todo o x € R, se tem

+oo 1
senx = B
n;)( ) (2n+1)!
temos, pela Observagao 4.60,
2oxX X !
cosx = <x—3!+5!—7!+--‘>
_ 2 Xt x®
R T
+oo 1 )
- (_1)n x,
ng() (2n)!

para todo o x € R.

Como a fun¢@o coseno satisfaz as condigdes do Teorema 4.69, a série obtida € a série de Mac-

Laurin da fun¢do coseno.

2. Consideremos a fungdo f definida por f(x) = xcosx. Podemos obter uma série de poténcias que
represente a funcdo f a partir da série de Mac-Laurin obtida para o coseno, utilizando uma das
propriedades das séries estabelecidas na Proposicdo 3.9.

fay 1
Sejax € R, arbitrério. A série ZE)( —1)" (2n) !xzr‘ é convergente e tem soma cosx. Pela Proposi¢do
n—

x*" é também convergente e tem soma xcosx. Temos entdo

iy 1
3.9 a série nz::()x(—l)" (2n)!

oo 1 oo 1
xcosx= Y x(—1)" =Y (=)
L e =5
Tal como no caso anterior, a série obtida € a série de Mac-Laurin da funcao f.
1
3. Consideremos a fungéo f definida por f(x) = o2
X
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Uma vez que e = gy e, paratodoo x €] — 1, 1], T :ngz)x”, temos
1 oo 5 too 5 oo 5
= —x)'= —1)" = —1)"x" 4.41
= L) = L) = (-, (4.41)

para todo o x € R tal que | —x?| < 1. Uma vez que | —x?| < 1 é equivalente a |x| < 1 a representagdo

(4.41) vale para todo o x €] — 1, 1].

Uma vez que a fungdo F definida por F(x) = arctgx é a primitiva da fun¢do f que se anula na

origem, a Observacdo 4.60 permite concluir que se tem

arctgx = f ﬂ)62"+1
= on+1 ’

paratodoox €] —1,1].

4. Consideremos a fun¢do f definida em R por f(x) = e, Uma vez que, para todo o x € R,

temos, para todo o x € R,

= n! = n!
~ L A ~ . 1
5. Vamos obter uma representacdo em série de poténcias para a fungdo f definida por f(x) = 3T ar
X
Temos
1 B 1
4x 4
3 dx 3 (1 + x)
3
1 1

4
paratodooxe]R\{—3}talque <1

4
—=x
3
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Temos entdao
1 _ +Z (_1)n4n X
3+4x = 3n+l ’

ara todo o x € 33
X e
P 44

Reciprocamente, podemos determinar a funcdo soma de algumas séries de poténcias, utilizando a

Observacdo 4.60 e as representacdes obtidas em alguns dos exemplos anteriormente apresentados.

e 2n+1
Exemplo 4.75. 1. Vamos determinar a fungdo soma da série de poténcias Z (=" (g) e o
n=0

maior intervalo aberto em que a fun¢do obtida representa a série considerada.

Temos

W] =
to

9 4 x2

2

para todo o x € R tal que tal que < 1.

Temos entdao

para todo o x €] —3,3].

oo
. ~ . N X\" .
2. Vamos determinar a fun¢io soma da série de poténcias Z n (§> e o maior intervalo aberto em
n=1
que a fungdo obtida representa a série considerada.
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Temos
£i(3) - £
n|z = -n|z
n=1 2 n:l2 2
iied x\n—1
- <2503)

para todo o x € R tal que ‘g‘ <1.

Temos entao

para todo o x €] —2,2].
&1 xyn .
. Vamos determinar a fungao soma da série de poténcias Z (§> e o maior intervalo aberto em
n
n=1
que a fungdo obtida representa a série considerada.

Temos

+oo n +oo n
Y. () = L)

0

- “n(-3)
5

- —m*

para todo o x € R tal que ‘g‘ < 1.

Temos entao

EHOR

para todo o x €] —5,5][.

Exercicios 4.6 1. Em cada uma das alineas que se apresentam a seguir, determine a série de Taylor

da func¢ao considerada no ponto indicado e verifique se a fungao € analitica nesse ponto:
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(@) f(x) =e*ema=0;

(b) f(x)= ! ema=1;
I
© flx)= pema= I;

(d) f(x)=senxema= g

2. Utilizando algumas das propriedades estabelecidas para as séries numéricas na Proposicao

3.9, as propriedades estabelecidas para as séries de poténcias na Observagdo 4.60 e as representacdes

too yn
et = Z—',paratodooxeR
n=0""
¥© X A
senx = x——+———+4---,paratodoox € R
I
cosx = l—x—+x——x—+---, aratodoox € R
24 e P
1 fiy
= Y ¥, paratodo o x €] — 1, 1]
=0
(N
—In(l—-x) = Z lex’”rl,paratodooxe]—1,1[
n=0"

obtenha uma representagdo em série de poténcias para cada uma das funcdes consideradas

nas alineas que se seguem e indique o maior intervalo aberto em que a representacao indicada

é vilida.
X
@ fl) =
(b) flx)=e"
(¢) f(x) =senhx = ¢ 2e
(d) f(x)=coshx= ¢ zeix
© ) ="
1—x
© f(x):lnl—i-x
2
© ) =1"12
(h) f(x)=In(1-+%)
() f(x) = arctg (x*)
() f(x) =sen(x?)
k) f(x) =xe
W fOx)= | e dr

X
Observacao: Note que / e dt representa a primitiva da func@o ¢ definida por ¢(¢) =
0

_ 42 .
e~ " que se anula na origem.

X
(m) f(x)= / sen (1%)dt
0
X
Observacgao: Note que / sen (tz)dt representa a primitiva da funcdo ¢ definida por
0

@(t) = sen (¢?) que se anula na origem.
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3. Para cada uma das séries de poténcias indicadas, determine o dominio de convergéncia e a

sua fun¢@o soma para os valores de x onde a série converge.

+o0
@ Y (=1)"(n+1)x*"
n=0

40
b)Y (1)
n=0
to .
© ; CES
R |
R Myl

4.5 Séries de Fourier

Nesta sec¢do vamos fazer uma abordagem ao estudo de um tipo particular de séries de fungdes, as séries

de Fourier, debrucando-nos em particular sobre as séries trigonométricas de Fourier que, por sua vez,

constituem um caso particular das séries de fun¢des habitualmente designadas séries trigonométricas 3.

As séries trigonométricas de Fourier constituem um instrumento matematico importante pelas suas
aplicacOes a Fisica, ja que permitem representar func¢des periddicas descontinuas através de uma série
trigonométrica.

4.5.1 Introducao

No caso geral, a determinagdo da série de Fourier associada a uma fungdo f: [a¢,h] — R in-

tegravel em [a, b], consiste em determinar uma série de fungdes definidas em [a,b] do tipo

~+oo
Z anPn(x) (4.42)
n=0

onde:

1. paratodo o n € Ny, a, € R;
2. as fungdes ¢,: [a,b] — R integraveis em [a,b] satisfazem as condigdes:

a) paratodo o n € Ny, ¢, € ndo nula;

b) para todos os n,m € Ny, se n # m, entdo
b
| on0)gu(x)dx=0:
a

¢) aunicafun¢do g: [a,b] — R que satisfaz a condi¢do

b
| swendx=o.

o0
3Chama-se série trigonométrica a toda a série de fungdes do tipo Z (an cos(nx) + bysen (nx)), onde, para todo o n € Ny,
n=0

a,,b, € R.
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para todo o n € Ny, € a fun¢do nula.
Colocam-se entio duas questdes:
e saber associar a funcdo f uma série de funcdes do tipo (4.42);
e estabelecer condicdes que garantam que a série obtida é convergente e tem soma f.

Observe-se que, se supusermos que a série (4.42) converge uniformemente em [a, b] para a fungdo f

temos, para todo o k € Ny,

a

b b [ +oo
/ F)Qe(x)dx = / (Z an Pn(X) (Pk(X)> dx
a n=0

Uma vez que, para todo o k € Ny

/ab On(x)pr(x)dx se n=k

b
| outon)dx =
a 0 se n#£k

oo b b
a série Z <an / ©n(X) Pr(x) dx) ¢ convergente e tem soma ay / o7 (x)dx.
n=0 a a

Obtemos entdo a igualdade
b b,
| twedx=a [ gidx,

b
donde resulta, atendendo a que / o7 (x)dx #0,
a

b
[ r@e s

=4 : (4.43)
| eas

ak

para todo o k € Nj.
Aos nimeros reais obtidos pela férmula (4.43) chamamos coeficientes de Fourier da fungdo f e
a série (4.42) onde, para todo o n € Ny, a, é dado pela igualdade (4.43) chamamos série de Fourier

associada a funcdo f.

. 1 se k=n .
Note-se que, se existe n € N tal que f = @,, temos a; = { 0 k4 e, portanto, a série de
se n

Fourier associada a f € a série que tem todos os termos nulos, excepto o termo de ordem n que coincide

com f. Neste caso, a determinagdo da série de Fourier associada a f ¢ um problema sem interesse.
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4.5.2 Séries Trigonométricas de Fourier

Nesta sec¢do vamos estudar o caso particular em que as func¢des @, sdo os elementos do conjunto
{cos(mx),sen (nx),m € No,n € N} = {1, cosx,senx,cos(2x),sen (2x),--- }. (4.44)

Consideramos em primeiro lugar o caso em que a fun¢do f ou é uma funcao integravel definida num
intervalo de amplitude 27, ou seja, definida num intervalo do tipo [a,a + 27|, com a € R, ou é uma
funcdo integravel e periddica de periodo 27.

Observe-se que as fungdes consideradas no conjunto (4.44) satisfazem, em qualquer intervalo do tipo

[a,a+2m], com a € R, as condigdes a), b) e ¢) anteriormente referidas. De facto:

1. todas as fun¢des consideradas neste conjunto sdo ndo nulas em [a,a + 27| e, portanto, a) verifica-

se;

2. verificam-se as condi¢Oes seguintes:

a+2m
i) paratodoom e N, / cos(mx)dx =0,

a+21
ii) paratodoon € N, / sen (nx)dx = 0;

ra+2m

iii) para todos os m,m’ € N, se m # m/, entéo / cos(mx) cos(m'x) dx = 0;
a

a+2n
iv) para todos os n,n’ € N, se n # n’, entdo / sen (nx) sen (n'x) dx = 0;
a

a+2n
v) para todos os n,m € N, / sen (nx) cos(mx)dx = 0.
a

Podemos entdo concluir, a partir das condi¢des i) a v), cuja verificagdo é deixada como exercicio,

que b) se verifica;

3. aunicafungdo g: [a,a+2m] — R que satisfaz as condi¢oes

a+27m
o / g(x)dx=0;

a+2m
e paratodoom e N, / g(x) cos(mx)dx = 0;
a

a+2m
e paratodoon €N, / g(x)sen (nx)dx = 0;
a

€ a fungado nula e, portanto, c) verifica-se.

Utilizando as fun¢des do conjunto (4.44) a série de Fourier obtida é do tipo
+o0
ap+ Z (ancos(nx) + bysen (nx)) (4.45)

n=1

onde os coeficientes a,,, com m € Ny e b,, com n € N se calculam utilizando a férmula (4.43). Esta série

designa-se série trigonométrica de Fourier associada a funcao /. No que se segue e, por uma questao
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de simplificacdo de linguagem, designaremos a série trigonométrica de Fourier associada a uma fungdo
f por série de Fourier associada a funcao f.

Vamos também considerar o caso em que f ¢ uma funcdo integrivel definida num intervalo do tipo
l[a,a+T],comaeReT €R" ouéuma fungdo integravel e periddica de periodo T e, como veremos,
cada um destes dois casos pode ser reduzido a um dos casos anteriores efectuando uma conveniente

mudanga de varidvel. Obteremos entdo, em cada um destes casos, uma série de Fourier do tipo

fiy 27tnx 27nx
ao—I—Z <ancos T +b,sen T > ,

n=1

onde os coeficientes a, e b,,, com n € N se obtém utilizando a férmula (4.43), efectuando uma conveniente
27nx

mudanga de varidvel. Note-se que, por uma questao de simplificacdo de notacdo, escrevemos cos e

sen

X 27nx 27nx . . . .
em lugar de cos 7 e sen — ) respectivamente. Também neste caso a série obtida

¢é designada série de Fourier associada a funcio f.

Passamos agora a determinacao da série de Fourier associada a cada uma das funcdes do tipo referido.

e Série de Fourier associada a uma funcio definida num intervalo de amplitude 27

Sejama€Re f: [a,a+2n] — R uma fungdo integravel em [a,a + 27]. Neste caso,
como j4 foi referido, a série de Fourier associada a f é uma série do tipo (4.45), cujos coeficientes
se obtém utilizando a férmula (4.43). Vamos determinar entdo as expressoes para os coeficientes

de Fourier da funcio f.

Temos, para todo o m € Ny,

/a o f(x)cos(mx)dx

a+27
/ cos® (mx) dx
a

ay =

e, uma vez que,
a+2m ) a+2m
/ cos”(0x)dx = / dx=2m
a a

e, paratodoom € N,

a+2m a+2m |
/ cos?(mx)dx = / 5(1+cos(2mx))dx

1 1 a+2m
= Ex—i— 4y, SE0 (me)] )
- ! —|—7H—Lsen(2 +4m) ! Lsen(2 )
T TR gy e 24T gy
=7
temos
1 rat2zm
E/ f(x)cos(mx)dx se meN
a
4y = (4.46)
1 a+2m
E/a f(x)dx se m=0
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Por outro lado, para todo o n € N, temos

a+2m
/a f(x)sen (nx)dx

by = a+2m
/ sen’ (nx) dx

e, uma vez que, para todoon € N,

a+21m a+27
/ sen’(nx)dx = / 5(1 —cos(2nx))dx

1 1 a+2m
= 2x—4nsen(2nx)]a
1+7r : (2na+4nm) 1+1 (2na)
54 2, Sen (2na+4n Sa+ . sen(2na
=

temos, para todo on € N,

1 rat2m
b, = p /a f(x)sen (nx)dx. (4.47)

Consequentemente, a série de Fourier associada a funcdo f ¢ a série
~+oo
ao+ Y (ancos(nx) + bysen (nx))
n=1

cujos coeficientes sdo dados pelas expressdes (4.46) e (4.47).

Uma vez que

ap ! / o f(x)dx ! / o f(x)cos(0x) dx,

a série de Fourier associada a f é habitualmente apresentada na forma

ao

~+oco
5 + Z (ancos(nx) + bysen (nx))

n=1

1 a+2m
comay = — x)cos(0x) dx.
[ rweos
a

Com esta notacao podemos escrever, para todo o m € Ny,
1 a+2m
am = E/ f(x)cos(mx)dx.
a

Formalizando, podemos apresentar a seguinte defini¢do:

Defini¢io 4.76. Sejama cRe f: [a,a+2n] — R uma fungdo integravel em [a,a+27].

Chama-se série de Fourier associada a fungdo f a série de funcdes

~+oo
%0 + Y (ancos(nx) + bysen (nx)) , (4.48)
n=l1
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onde, para todo o m € Ny,

1 ratzm
am = E/ f(x)cos(mx)dx (4.49)
a
e,paratodoon € N,
1 rat2zm
b, = E/ f(x)sen(nx)dx. (4.50)

Aos coeficientes da série (4.48) dados pelas expressdes (4.49) e (4.50) chamamos coeficientes de

Fourier da funcio f.

Para exprimir que a série (4.48) esta associada a funcio f escrevemos

flx) ~ % + f (ancos(nx) 4 bysen (nx)) ,
n=1

para todo o x € [a,a+27|.

Exemplo 4.77. 1. Consideremos a fung¢io f definida em [—7, 7] por

flx)=

-1 se xe[-m0]

{ 1 se xel0,7]

A fungio f é integrdvel em [—, 7] j& que € limitada neste intervalo e continua em todos os
pontos deste intervalo excepto num ponto. Vamos determinar a série de Fourier associada a

funcdo f. Temos

— para todo o m € Ny, .
am = % . f(x)cos(mx)dx =0
ja que a fungdo integranda é uma fungdo impar em [—7, ]\ {0} e o intervalo de integragdo
é simétrico relativamente a origem;

— paratodoon € N,

bnzl/7r f(x)sen(nx)dx:2/Onf(x)sen(nx)dx

TJ)-rn T

ja que a funcgdo integranda € uma funcgdo par e o intervalo de integracdo é simétrico

relativamente a origem.
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Uma vez que

/Oﬂf(x) sen(nx)dx = /On sen (nx) dx

= —% cos(nx)} .

1 1
= ——cos(nm)+ -
n n

se n é par

se n é impar

temos
0 senépar
bn = z 7
— se n é impar
nw

A série de Fourier associada a funcdo f ¢ entdo
4 sen(3x) 4 sen(5x)

4
Esenx#—; 3 +E 5 +-

que pode ser escrita na forma
f 4 sen((2n—1)x)
P4 2n—1
Podemos entdo escrever, para todo o x € [—7, 7],
4 4 sen(3x) 4 sen(5x)

f)~ Zsenxd o= 4o —5

ou seja
Foo _
f@)~ Y ;‘;sen(z(in_ 1l)x)

n=1
Observe-se que, neste caso, a funcdo f € uma funcdo impar e a série de Fourier que lhe estd
associada € uma série de senos.
Na figura seguinte estao representados os graficos de f e de alguns dos primeiros termos da
sucessdo das somas parciais da série de Fourier obtida.

y
1 $45%

R e )

-
L
|
i
i
i
[

Wz = ....T,l

Observe-se que, a excepcao do primeiro termo, os graficos dos termos da sucessdo das somas
parciais aproximam-se do grafico de f em todos os pontos, excepto nos extremos do intervalo

e no ponto em que a funcio € descontinua.

2. Consideremos a func@o f definida em [—7, 7| por f(x) = |x|.
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A funcdo f € continua, logo integravel em [—m,7|. Vamos determinar a série de Fourier

associada a funcdo f. Temos

— paratodoon € N, -
by=— [ f(x)sen(nx)dx=0
TJ)-n

jé que a funcdo integranda € uma funcdo fmpar e o intervalo de integragdo € simétrico
relativamente a origem;

— para todo o m € Ny,

2

am = % 7; f(x)cos(mx)dx = = /Oﬂf(x) cos(mx) dx

ja que a funcgdo integranda ¢ uma funcgdo par e o intervalo de integracdo é simétrico

relativamente a origem.

Temos entao

Uma vez que, paratodoom € N,

/Oﬂf(x) cos(mx)dx = /Onxcos(mx) dx

1 S B
= —xsen (mx)} —— [ sen(mx)dx
m o mJo
T 1 4
= —sen(mm)+ [mz Cos(mx)]

m 0

= Wcos(mn') 3

0 semépar
= 2 .
—.3 seméimpar
temos
T sem=20

ay = 0 se m € N é par

——— sem € Néimpar
m’m

A série de Fourier associada a funcdo f ¢ entdo
T 4 4 cos(3x) 4 cos(5x)

— — —COSX— — - = —

2 T 32 T 52

que pode ser escrita na forma

27" T (2n—1)2

72r +°°< 4cos((2n—1)x)>

n=1
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Podemos entdo escrever

] T fcosx— 4 cos(3x) 4 cos(5x)
2 32 T 5

para todo o x € [, 7].

Observe-se que, neste caso, a funcdo considerada é uma fungdo par e a série de Fourier que

lhe esta associada € uma série de cosenos.

3. Consideremos a fungéo f definida em [—, 7] por f(x) = x.

A funcdo f € continua, logo integrdavel em [—m,7|. Vamos determinar a série de Fourier

associada a fung@o f. Temos

— para todo o m € Ny,
1 T
am=— [ f(x)cos(mx)dx=0
TJ)-x
ja que a funcdo integranda € uma funcdo impar e o intervalo de integracdo € simétrico

relativamente a origem;

— paratodoon € N,

1 T

2 T
b, = p _nf(x) sen (nx)dx = E/o f(x)sen (nx)dx

ja que a func¢ao integranda € uma funcfo par e o intervalo de integracdo é simétrico
relativamente a origem.

Uma vez que, paratodoon € N,

/Onf(x) sen(nx)dx = /Onxsen (nx)dx

1 oy

= —xcos(nx)} +7/ cos(nx) dx
n 0 nJjo

/s

_ —%cos(nﬂf) + [nlzsen (nX)] )

T
= —— T
ncos(n )

T 4
—— senépar
n

T ‘s
— sen é impar
n

T
_ 71n+17
(1

temos

nel2
bn — (_1) +1;7

paratodoon € N.
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A série de Fourier associada a funcdo f ¢ entao

oo

2sen (3x)

2sen (4x)

2sen (5x)

z:(_1),Hrl2scm (nx)  deny— 2ser12(2x)
n

n=1

c, portanto, podemos escrever
oo
e~ Y1
n=l1

para todo o x € [, 7].

3 4

41 2sen (nx)

)
n

5

Observe-se que, neste caso, a funcdo considerada € uma funcio impar e a série de Fourier

que lhe estd associada € uma série de senos.

Na figura seguinte estdo representados os gréificos da funcdo f e de alguns dos primeiros

termos da sucessdo das somas parciais da série de Fourier obtida.

y

T4

Observe-se que, a excepg¢do do primeiro termo, os graficos dos termos da sucessdo das somas

parciais da série de Fourier obtida aproximam-se do grafico de f em todos os pontos do

intervalo em que a funcfo esta definida, excepto nos extremos do intervalo.

. Consideremos a fun¢io f definida em [—7, 7]

por f(x) = x+x%.

A fungdo f € continua, logo integravel em [—7m,7]. Vamos determinar a série de Fourier

associada a funcao f. Temos

— paratodoom €N,

1 T

am = =
TJ)-n
T

(x+x%)

1
= — [ xcos(mx)dx+ —

T
2

T Jo

—T
T
= = [ x’cos(mx)dx,

cos(mx) dx
T

-7

x% cos(mx) dx

Jj4 que, no primeiro integral, a funcdo integranda ¢ uma fun¢do impar e o intervalo de
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integracao é simétrico relativamente a origem e, no segundo integral, a fun¢ao integranda
€ uma funcdo par e o intervalo de integracdo & simétrico relativamente a origem.

Uma vez que

m 1 T 9 rm
/ x? cos(mx)dx = xzsen(mx)] —— [ xsen(mx)dx
0 m 0 m Jo
2
T 2 (7
= —sen(mn)— — [ xsen(mx)dx
m m Jo
2 o2
= mzxcos(mx)]o—mz/o cos(mx) dx
2 2 i
= {mzxcos(mx) — o ysen (mx)} .
2 2
= — T)—— T
) cos(mm) 3 sen (mm)
2
= — T
o cos(mm)
2n 3
P se m € N é par
2n >
- se m € N é impar
2n
= —1 m__
-
temos, para todoom € N,
— (-
am = 3
Para m = 0 vem
1 T
ag = —/ (x4 x%) dx
TJ)-x
XX i
- 2 3m| ,
_on?
-3
— paratodoon € N,
I
b, = —/ (x+x~) sen (nx) dx
TJ-n
1 /= 1 /=
= —/ xsen (nx)dx+— [ x*sen(nx)dx
)z )
2 T
= —/ xsen (nx) dx
T Jo

j4 que, no primeiro integral, a funcdo integranda é uma funcdo par e o intervalo de
integracdo € simétrico relativamente a origem e, no segundo integral, a fun¢ao integranda

€ uma funcdo impar e o intervalo de integracdo é simétrico relativamente a origem.
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Uma vez que, paratodoon € N,

T T
/ xsen (nx)dx = (—1)""1=
0 n

temos

a1 2
b, = (_1) +1£’

paratodoon € N.

A série de Fourier associada a funcdo f € entao

7;2 N JFZ":’ <(_1)n4 cos(nx) (1 2sen (nx))

2
e, pOl’tantO, pOdeOS escrever

/e L4 cos(nx)
vt T Y (e

n=1

ne12sen (7x)
n Y

para todo o x € [T, 7]

5. Seja f: [-m,m] — R uma fungdo integravel em [—x,7]. Suponhamos que f € uma
funcdo impar e vamos verificar que a série de Fourier associada a esta fungdo é uma série de

Senos.
Temos
— para todo o m € Ny, .
am = ;/_ﬂf(x)cos(mx)dx: 0
ja que a funcdo integranda € uma funcdo impar e o intervalo de integracdo € simétrico
relativamente a origem;

— paratodoon € N,

b, = % _Zf(x) sen (nx)dx = jzr/oﬁf(x) sen (nx) dx

ja que a func¢ao integranda € uma funcfo par e o intervalo de integracdo é simétrico
relativamente a origem.

A série de Fourier associada a fun¢do f é uma série do tipo

—+oo
Z by, sen (nx)
n=1
e, portanto, é uma série de senos.
6. Seja f: [-m ] — R uma fungdo integravel em [—7, ]. Suponhamos que f é uma

funcdo par e vamos verificar que a série de Fourier associada a esta funcdo é uma série de

Ccosenos.

Temos
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— para todo o m € Ny,

1

am = — 7; f(x)cos(mx)dx = i_/oﬂf(x) cos(mx) dx

j4 que a fun¢do integranda € uma func¢do par e o intervalo de integracdo € simétrico

relativamente a origem;

— paratodoon €N,
1 T
bp,=— [ f(x)sen(nx)dx=0,
TJ-n
jé que a funcdo integranda € uma funcdo impar e o intervalo de integragdo € simétrico

relativamente a origem.

A série de Fourier associada a fungdo f € uma série do tipo

ao

o0
> + ngl an cos(nx)

e, portanto, é uma série de cosenos.

Observacao 4.78. Seja f uma fungdo definida em [a,a+ 2], excepto num nimero finito de pontos

{x1,%2,-+ ,x,} deste intervalo. Admitamos que f ¢é limitada em [a,a+ 27] \ {x1,x2, - ,xn}.

Admita-se que se tem a < x; < xp < --- < x, <a+27 e que f € continua em todo o intervalo
|xi—1,xi[, com i € {2,3,--- ,n}, é continua no intervalo |a,x;[, sempre que a < x| e é continua no

intervalo |x,,a + 27 sempre que x, < a+ 27.

Uma vez que f é limitada temos que, para todo o i € {1,2,---,n}, os limites laterais lim f(x) e

x—x

lim f(x) sdo ambos finitos. Note-se que, uma vez que a fungdo f nio estd definida nos pontos do
X—=x;

conjunto {xy,x2,---,X,} C [a,a+ 27| ndo podemos definir a série de Fourier associada a fungdo
f. No entanto, como veremos a seguir, podemos construir uma série de Fourier cujos coeficientes

dependem da funcdo f e que convencionaremos designar série de Fourier associada a fun¢ao f.

Seja g uma extensdo de f ao intervalo [a,a + 2], isto é, seja g uma fun¢@o definida em [a,a + 27]

tal que, para todo o x € [a,a+27] \ {x1,x2, - ,xn}, g(x) = f(x).

Note-se que, paratodo o i € {1,2,---,n}, tem-se g(x;) = k;, com k; € R podendo ter-se, em parti-

cular, g(x;) = lim f (x) ou g(x;) = lim f(x).

X—X; X—X;
Atendendo a forma como g estd definida, temos que g é continua em [a,a + 27| excepto possi-
velmente num ndmero finito de pontos deste intervalo, logo integravel em [a,a + 27] e, portanto,
podemos determinar a série de Fourier associada a g.

Temos

~ %

g(x) >

—+oo
+ Y (ancos(nx) 4 bysen (nx)) ,
n=1

onde, para todo o m € Ny,

1 [at2m
am = —/ g(x) cos(mx) dx
T Ja
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e,paratodoon € N,

1

a+21
b, = —/ g(x)sen (nx)dx.
T Ja

Sendo h uma outra restri¢do de f a [a,a + 27| temos que & € integravel em [a,a + 27| e, portanto,

podemos também determinar a série de Fourier associada a 4. Obtemos entao

~+oo
h(x) ~ a—zo + Y (aycos(nx)+bysen (nx)) ,
n=1
onde, para todo o m € Ny,
1 a+2m
am = ;/ h(x)cos(mx)dx
e,paratodoon € N,
1 a+2m
b, = —/ h(x)sen (nx)dx.
T Ja

Uma vez que g e h sdo duas fungdes integraveis em [a,a + 27| que coincidem em todos os pontos

deste intervalo, excepto num nimero finito de pontos, podemos concluir que, para todo o m € Ny,

/aa+2”g(x) cos(mx)dx = /:Jrznh(x) cos(mx) dx

e,paratodoon € N,

1 1

a+2m a+2m
p / g(x)sen (nx)dx = p / h(x)sen (nx)dx.

Consequentemente, a série de Fourier associada a funcdo g coincide com a série de Fourier asso-

ciada a funcdo h.

Exemplo 4.79. Consideremos a fungéo f definida em | — &, £[\{0} por f(x) = |x|.

A funcio g; definida por

|x| se xe€]—m mx[\{0}
gix)=¢ 0 se xe{-mnx}
T
5 se x=0
a fungdo g, definida por
|x| se xe€]—mn[\{0}
82(x) = g se xe€{-m0,7}

e a fungdo g3 definida por

g}(x):{ x| se xe[-m ]\ {0}

T se x=0

sdo extensdes de f a [—7, 7|
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Nio é dificil verificar que, para todo o i € {1,2,3}, os coeficientes de Fourier da fungéo g; coinci-
dem com os coeficientes da fungdo médulo no intervalo [—7, 7] e, portanto, atendendo ao Exemplo

4.77, temos

£ (-1mie)

T
gi(x) ~ 5 + Z
n=1
para todo o x € [—m, 7] e, paratodo o i € {1,2,3}.

Observe-se também que, sendo g uma qualquer extensdo de f, existem ki, kp,--- ,k, € R tais que

g é a funcdo definida por

) f(x) se xe€la,a+2m]\ {x1,x2, -, X}
glx) =

ki se x=ux;, paraic{l1,2,---,n}
Atendendo a forma como g esta definida, temos, para todo o m € Ny,
1 a+2m
am = —/ g(x) cos(mx)dx
T Ja

= % (/:I £ (x) cos(mx) d)H-ki:2 </x:k] £ (x) cos(mx) dx> +/x:l+2nf(x) cos(mx) dx) :

e, paratodoon € N,
b, = % /a a+2ng(x) sen (nx) dx
= % (/jl f(x)sen (nx) dx+kzn:2 </x:kl f(x)sen (nx) dx> + /):Hﬂf(x) sen (nx) dx) .

e, portanto, os coeficientes de Fourier da funcdo g dependem apenas da fungao f.

A série de Fourier associada a qualquer extensdo de f €, por convengao, a série de Fourier associada
a fungdo f e, aos coeficientes de Fourier de qualquer extensao da fun¢do f chamamos coeficientes

de Fourier da funcio f.

Tendo em atencdo o que foi dito, podemos afirmar que, por convencao, a série de Fourier asso-
ciada a uma func@o f definida num intervalo [a,a + 27|, excepto num ndmero finito de pontos
a<x;<xp<-<x, <a+2m deste intervalo, limitada em [a,a+ 27|\ {x1,x2,--- ,X, }, continua
em todo o intervalo |x;_1,x;[,comi € {2,3,--- ,n}, continua no intervalo |a,x; [, sempre que a < x;

e continua no intervalo |x,,a + 27| sempre que x, < a+ 27, é a série

ap
> —|—ngl(an cos(mx) + by sen (nx)) (4.51)
onde
X1 n X a+2m
am = 711:/“ f(x)cos(mx) dx+]§2 (; - f(x)cos(mx) dx> + % /xn * f(x)cos(mx)dx, (4.52)
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para todo o m € Ny, e

b, = 1/)61 f(x)sen (nx)dx+ i (1 " f(x)sen(nx) dx> +1/a+2ﬂf(x) sen (nx)dx, (4.53)
"omla k=2 \T X C

Xk—1 T
paratodoon € N.

Exemplo 4.80. 1. Consideremos a fungdo f definida em | — 7, 7] por

f(x):{_l se —nmT<x<O0

1 se 0<x<m

Neste caso os coeficientes de Fourier da funcdo f sdo dados por

l T
am=— [ f(x)cos(mx)dx,
nJ-n
para todo o m € Ny, e por
1 T
by,=— [ f(x)sen(nx)dx,
TJ)-x

para todoon € N.
Atendendo ao Exemplo 4.77, temos que

£s) f (_4_sen<(zn—1)x)> |

= /4 2n—1

para todo o x €] — 7, 7|.

2. Consideremos a func@o f definida em | — , ﬂ[\{g} por

T
1 se —mT<x<—

flx)= 4 2

0 se —<x<m
2

Temos

L rwavs L7 pyan= L [ ax= 3,
ap=— . x)dx 7 e x)dx = — . x= 3
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— paratodoon € N,

1 r7/2 1 /%
ay = — f(x)cos(nx)dx+—/ f(x)cos(nx)dx
TJ)-n T Jr/2
1 r7/2
= = cos(nx) dx
TJ-n

1 /2
= —sen (nx)]

-7

1 ( 7r>+ 1 (n7)
= —sen(n— —sen(n
nw 2 nw

0 seneNEépar

1
— sene{l,59,---}

1
. €{3,7,11, -
- sene {3,7,11,---}

e
1 [7/2 1 [~
b, = — f(x)sen(nx)dx+ — / f(x)sen (nx)dx
TJ-n T Jr/2
1 rm7/2
= = sen (nx) dx
TJ)-x

1 /2
= —— cos(nx)]

nmw .
1 n7r+ 1 (n7)
= ——CcoS— + —cos(n
2 nw
2
— €1{2,6,10,---
. sene {2, }

= 0 senc{4,8,12,---}
1 »
—— sen é impar
nmw " p

Entdo a série de Fourier associada a f ¢ a série

3 N Jf’ (—1)r 1 cos((2n—1)x) 1 sen((2n—1)x) 2 sen((4n—2)x)

4 &= T 2n—1 T 2n—1 T dn—2 ’
ou seja,

3 N Jf’ (—1)r 1 cos((2n—1)x) 1 sen((2n—1)x) 1 sen((4n—2)x)

4 = T 2n—1 T 2n—1 T 2n—1 '

o Série de Fourier associada a uma funcio perioédica de periodo 27

Suponhamos que a fungdo f: R — R € uma fun¢do integravel em qualquer intervalo de

amplitude 27 e periédica # de periodo 27.

4Dizemos que uma fungio f: R — R & periddica se existe T > 0 tal que, para todo o x € R, f(x)=f(x+T).
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Uma vez que, para todo o m € Ny e, para todo o n € N, as fungdes g, e h, definidas, respecti-
vamente, por g, (x) = f(x)cos(mx) e h,(x) = f(x)sen (nx) sdo periddicas de periodo 27, tem-se

que
a+2m T
/ ’ f(x)cos(mx)dx= [ f(x)cos(mx)dx,

para todo o m € Ny, e

a+27m V1
/a f(x)sen (nx)dx = 7ﬂf(x) sen (nx) dx,

para todo o n € N, e, portanto, os coeficientes de Fourier da fun¢do f em qualquer intervalo de
amplitude 27 coincidem com os seus coeficientes de Fourier no intervalo [—, 7|, o que significa
que, qualquer que seja o intervalo [a,a + 27|, com a € R, a série de Fourier associada a fungéo f
neste intervalo coincide com a série de Fourier associada a fun¢do f no intervalo [—7, x]. Conse-

quentemente a série de Fourier associada a funcdo f em R é a série

+
% Z ay, cos(nx) + by, sen (nx))
onde, para todo o m € Ny,
1 T
am=— [ f(x)cos(mx)dx
V[

e,paratodoon € N, .
b,=— [ f(x)sen(nx)dx.
TJ-n

Exemplo 4.81. 1. Consideremos a fung¢do periédica de periodo 27 definida em | — 7, 7] por

) = -1 se x€]—m0[

1 se xel0,n]

Os coeficientes de Fourier da funcdo f sdo os coeficientes da sua restricdo ao intervalo

[—m, ). Tendo em atenc¢@o o Exemplo 4.80 temos a,, = 0, paratodoom € N, e

4
— sen é impar
b, = nmw
0 senépar

Consequentemente, a série de Fourier associada a funcdo f ¢ a série

4 sen((2n—1)x)

= 2n—1

A T chamamos o periodo de f e ao menor valor de T' que verifica a igualdade f(x) = f(x+T), para todo o x € R, chamamos
periodo fundamental.

Prova-se o seguinte

Teorema: Se f é uma funcgdo periddica de periodo T entdo, para todo o a € R, temos

/ flx)dx= /T 2f(x)dx4

/2
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pelo que
4 sen((2n—1)x)
T 2n—1 ’

f(x) ~

n=1
paratodo o x € R.
Um esbogo de uma por¢ao do grifico de f bem como dos graficos de alguns dos primeiros

termos da sucessdo das somas parciais estdo representados na figura seguinte.

Observe-se que, a excepc¢do do primeiro termo, os graficos dos termos da sucessdo das somas
parciais da série de Fourier obtida se aproximam do gréfico de f em todos os pontos, excepto

nos pontos em que a fungdo € descontinua.

2. Consideremos a fungio periédica de periodo 27 definida em | — 7, 7] por f(x) = x°.

Os coeficientes de Fourier da funcdo f sdo os coeficientes da sua restricdo ao intervalo

[—m, m]. Temos entdo
17 n?
- ap=— X dx=2";
TJox 3
— paratodoon € N,

1 T
a, = —/ x* cos(nx) dx
TJ-n
= —/ x” cos(nx)dx
T Jo
4
= —1 n—;
(1)
— paratodoon € N, .
T
bn:—/ x?sen (nx)dx =0
TJ)-n

J4 que a funcdo integranda € uma funcdo impar e o intervalo de integragdo € simétrico
relativamente a origem.

Consequentemente a série de Fourier associada a funcdo f € a série
T 4.cos(nx)
—_— — ni
3 + Z ( 1) 2

pelo que temos
cos(2x)  cos(3x)
22 —4 32 4+

flx)~ % —4cosx+4

para todo o x € R.
Na figura seguinte representam-se um esboco de uma porcao do gréfico de f, bem como dos

gréaficos de alguns dos primeiros termos da sucessao das somas parciais da série de Fourier
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associada a funcao.

Observe-se que, neste caso, a fungdo € continua em todos os pontos do dominio e, a excepgao
do primeiro termo, os gréficos dos termos da sucessdo das somas parciais da série de Fourier

obtida aproximam-se do grafico de f em todos os pontos do dominio.

3. Consideremos a funcao periddica de periodo 27 definida em [— 7, [ por

f(x):{ x se xel0,7]

0 se xe[-m0]

Vamos determinar os coeficientes de Fourier da funcdo f, ou seja, vamos determinar os

coeficientes de Fourier da sua restri¢ao ao intervalo [—7, 7).

— Atendendo a que,

T T ”2
f(x)dx:/ xdx = —
-7 0
temos
1 /7 73
= = dx = —.
ao p %f(x) X )
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— Paratodoon e N,

1 T
a, = — / xcos(nx)dx
T Jo
1 S I
= —uxsen (nx)] ——/ sen (nx) dx
nmw o nwJo
1 1 i
= | ——xsen(nx) + —— cos(nx)
nmw n’m 0
~sen () + 1 cos(nm) —
= —sen(n ——cos(nmw) — ——
n 2r n*m
1 (n7) 1
= ——cos(nmw)— ——
n’m n’m

0 se n é par

——— sen éimpar
n’m

— Paratodoon e N,

1 T
b, = —/ xsen (nx) dx
TJo
1

T 1 T
= —xcos(nx)} —&-f/ cos(nx) dx
nmw 0 nw Jo

T

1 1
= [— ﬁxcos(nx) + 2 Sen (nx)}

0

1 1

= —— TT)+—— T
ncos(n )Jrnznsen(n )
1

= _— T
ncos(n )

1
—— senépar
n

1
— sen é impar
n

1
— -1 n+1 -~
(-1

Consequentemente, a série de Fourier associada a funcdo f ¢ a série

it AT (—1)”+]:lsen(nx)>

2 e <_2 ~cos((2n—1)x) n (_l)nﬂlsen(m)

T (2n—1)2 n >’

para todo o x € R.
Na figura seguinte representam-se um esbo¢o de uma porcao do grifico de f, bem como de

alguns dos primeiros termos da sucessdo das somas parciais da série de Fourier obtida.
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Observe-se que, a excepcao do primeiro termo, os graficos dos termos da sucessao das somas
parciais da série de Fourier aproximam-se do grafico de f em todos os pontos do dominio, a

excepcao dos pontos de descontinuidade.

4. Consideremos a fungdo periddica de periodo 27 definida em [—7, 7| por

x| se xe€]—mn[\{0}
fx)=¢ 7© se x=0

0 se x=—=x

Os coeficientes de Fourier da fun¢do f coincidem com os coeficientes de Fourier da sua
restricdo ao intervalo [—, 7r]. Pelas propriedades das fungdes integraveis, os coeficientes de
Fourier da restricdo de f ao intervalo [—7, 7] coincidem com os coeficientes de Fourier da
restricdo da fungdo médulo ao intervalo [—, ]. Utilizando o Exemplo 4.77 temos entéo

T 4 4 cos(3x) 4 cos(5x)

L I -

para todo o x € R.

Um esbogo de uma porg¢ao do gréifico de f, bem como dos graficos de alguns dos primeiros
termos da sucessdo das somas parciais da série de Fourier obtida, estdo representados na

figura seguinte.

AN /
NSNS

Observe-se que, tal como nos casos anteriores, a excep¢ao do primeiro termo, os graficos dos

termos da sucessdo das somas parciais da série de Fourier aproximam-se do grafico de f em

todos os pontos do dominio, a excep¢ao dos pontos de descontinuidade.

e Série de Fourier associada a uma funcio definida num intervalo de amplitude 7', com 7 € R™

Seja f uma funcdo definida num intervalo [a,a+ T], com a € R. Suponhamos que f é integravel

neste intervalo. Utilizando uma substituicdo de varidvel adequada, podemos reduzir o problema
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da determinacdo da série de Fourier associada a f em [a,a + T'| a determinagdo da série de Fourier

associada a uma nova funcé@o F definida num intervalo [d’,a’ 4 27], com d’ € R.

De facto, consideremos a fun¢ao F definida por

T
Fit)=f(-—t). 4.54
0=1(55) “54)
Note-se que
. T ; ; 2ma
XxX=a — ==t =—
27 T
e
T 2ma
x=a+T= | —t=a+T<=t=—+21
2 T
. . . ; , 2ma
pelo que F esta definida no intervalo [d’,a’ 4 27] com a' = = eR.

Utilizando a Defini¢do (4.76) temos que série de Fourier associada a fungéo F em [d¢',d’ +27] é a
série

ap =
> + Z (aycos(nt) +bysen(nt))
n=1

onde, para todo o m € Ny,

1 rd+2x
= — / F(t) cos(mt)di (4.55)
T Ja
e,paratodoon € N,
1 a2
b= / F (1) sen (nt)di. (4.56)
al

Consequentemente temos

ao
~ —

5 + f (ancos(nt) +bysen (nt))

n=1

F(t)

paratodoot € [d',d' +2n].

. 2
Considere-se t = T comx € [a,a+T]. Entdo ¢ € [@',a’ +27] e, portanto, temos,

21X a = 27nx 21nx
F(t):F<T> ~30+Z <ancos T + b, sen T ) .

n=1

Atendendo a igualdade (4.54) temos, para todo o x € [a,a+T],

+oo o) 2
f(x) ~ 61270 —|—n§’1 (an cos 7;nx + b, sen 7;nx> ) (4.57)

onde os coeficientes a,, com m € Ny, sdo dados pela expressdo (4.55) e, para todo o n € N, os

coeficientes b, sdo dados pela expressao (4.56).

Vamos ver que é possivel obter, para os coeficientes da série de Fourier (4.57), uma expressio que

depende da fung¢do f e do intervalo [a,a+T].
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— Seja m € Ny, arbitrario. Temos

1 rd+2m
= — / F(t) cos(mt)di
T Ja

. . 2
e, efectuando a mudanca de varidvel definida por t = 7x, obtemos

1 fetT 2x 27 27Tmx
am = 7/ —F | —x ) cos dx,
T Ja T T T

2 ra+T 2
= ?/a f(x)cos jr;jlxdx.

— Sejan € N, arbitrdrio.Temos

a2

b, = —/ F(t)sen (nt)dt

T !
> . 2
e, efectuando a mudanca de varidvel definida por t = T obtemos

1 a7 2x 27 27
b, = —/ —F | —x | sen id dx
T Ja T T T

2 ratT 2
= ?/a f(x)sen 7;nxdx.

Do que foi dito, resulta que a série

o0
ap 27mnx 27mnx
> +’; (an cos T + b, sen T > (4.58)

onde, para todo o m € Ny,
2wmx

2 a+T
am = ?/ f(x)cos dx (4.59)

e,paratodoon € N,
27nx

2 rat+T

by, == / f(x)sen dx (4.60)
T Ja

¢ a série de Fourier associada a fung¢ao f.

Exemplo 4.82. Consideremos a fungdo f definida em [—2,2] por f(x) = x. Vamos determinar a

série de Fourier associada a fungao f. Utilizando a expressao (4.59) temos, para todo o m € Np,
2 /2 27mmx J
ay, = - [ xcos X
" 4/, 4

1 /2 T
= 5/72xcos$dxzo

ja que a fun¢do integranda é uma func¢ao impar e o intervalo de integracdo é simétrico relativamente

a origem.
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Utilizando a expressao (4.60) temos, para todo o n € N,
2 (2 27
b, = Z/_zxsen 4nxdx

2
Tnx
= / xsen — dx
0 2

ja que a funcdo integranda € uma funcao par e o intervalo de integragcao é simétrico relativamente

a origem.

Consequentemente temos

2
b, = /xsen—dx
0

n 2 nmw
B 2x co nT. L 4 Sennﬂx
- nmw 2 n?m? 2 |,
4 4
= —— )+ —>— T
mTcos(n )+n27t2 sen (nm)
4
= ——cos(nxw
o (n7)
—— senépar
nw nep

— sené impar
nw

4
= (-1)"—.
(=)™

A série de Fourier associada a f € a série

4 nmwx
_1 n+1 T it
r;( ) o sen >

e podemos escrever, para todo o x € [—2,2],

> 4 nITx
~ —1)" —gsen—— .
o n;l( ) nmw 2

Observacio 4.83. Suponhamos que a fung@o f estd definida no intervalo [a,a + T excepto num
nimero finito de pontos {xj,xp,---,x,} taisque a < x; < x; < -+ <x, <a+7T, é continua em
todo o intervalo |x;_1,x;[, com i € {2,3,--- ,n}, é continua no intervalo ]a,x; [, sempre que a < x; e
¢ continua no intervalo |x,,a+ T[ sempre que x,, < a+ T. Utilizando argumentos andlogos aos que
usdmos na Observacdo 4.78, podemos associar a f a série de Fourier (4.58) com os coeficientes

dados pelas expressoes

258



Sucessdes e Séries de Fungdes 4.5. Séries de Fourier

2 o 2 no 0 2 2 [aiT 2
am:?/a f(x)cos n;nxdx+1§2(T/Xk1f(x)cos n;ixdx>+ f(x)cos nfxdx,

paratodoom € Ny e

2 [ 2 L 2 [ 2 2 ratT 2
bn:?/a f(x)sen z"Hde—i_,;z(T/xklf(x)sen 7;nxdx>+T/x f(x)sen 7;nxdx,

paratodoon € N.

Exemplo 4.84. Consideremos a funcéo f definida em | —2,2[\{0} por

fx) =

X se x€]—2,0]
0 se x€]0,2]

Utilizando a expressao (4.61) temos, para todo o m € Ny,

2 2 (2 2 1 /0
ﬂfxdx—i—z/o f(x)cos jznxdx:f/ x%os?dx

2/
19, 1/0 8\ 4
w=75 [ ¥ dx_2<3+3>_3

am = i/_ozf(x)cos

Se m = 0 obtemos

e, para todo o m € N, vem

a, = = x“cos ——dx
" 2/, 2
2 0 0
X Tmx 2 m.
= —sen—— - xsen — dx
Tm 2 |, mm/2
2 (0 Tm.
= —— xsen — dx
mm )2
4x Tmx 4 0 Tmx
= 55 COS 5 cos —dx
T“m 2 ,  TEm* J2
8 ( ) wmx]°
= cos(—mm sen ——
R-sz 7'L'3 3 2 5
_ 8 8
= 53 cos(mm) + ——sen (—7m)
8
= cos(mm
3 .
= se m € par
8 »
a2 se m é impar
a8
- m2m?
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Utilizando a expressao (4.62) temos, para todo o n € N,

2 2
b, = 4 / ) sen o dx+ ) / )sen 7an dx

x2 Tnx 2 /0 nx
= ——CcoS—— — xcos —dx
T 2 , TnJ-2 2
(—n) + mnx]° 4 /0 n P
= —cos(—7n xsen — sen — dx
n 2p2 2 w2n? ),

4 (7on) + 8 (—7n) + 8 nx
= —cos ——sen(— —— COS ——
n T g " w3n3 5

> cos(mn) + (n)
= —cos(nwn)+ —— — ——=cos(mn
mn w3 wnd
4 .
— se n é par
— 4 n P
—%4—% se n é impar
A série de Fourier associada a fungéo f € a série
2 = 8 Tnx 4 nx 16 (2n—1)
3T L <(‘1>"nznz cos S H ) s S B T 2
€, portanto, temos
2 Tnx 4 Tnx 16 n(2n—1)x
~Z T (—1)" L sen ==
3+Z( 7r2n2 08— s St B T 2 >

para todo o x €] —2,2[\{0}.

e Série de Fourier associada a uma funcio periédica de periodo 7 € R™

Seja f: R — R uma fungdo periddica de periodo 7. Utilizando argumentos andlogos
aos que foram utilizados para as funcdes periddicas de periodo 27 temos que a série de Fourier

associada a fung¢do f € a série

+o0
aop 27nx 27mnx
3—1-”;1 <ancos T + b, sen T >

com os coeficientes dados pelas expressoes

T/)2 2
ay / T gy (4.63)
T T/2 T
paratodoom € Ny e
T/2 2
b, / Y g (4.64)
T T/2

paratodoon € N.
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Exemplo 4.85. Consideremos a fungéo f periddica de periodo T' = 4 definida em [—2,2[ por

) x ose x€]=22
f(X)_{O se x=—-2

Tendo em atengdo o Exemplo 4.82, temos

para todo o x € R.

4.5.3 Uma abordagem ao estudo da convergéncia de uma série trigonométrica de Fourier

Na subsec¢do anterior vimos como associar uma série de Fourier a uma fungdo f: R — R
periddica e integravel.

Como j4 referimos anteriormente, a série obtida pode ser ou ndo convergente € a sua soma pode
coincidir ou ndo com a fun¢do f.

Consideremos, por exemplo, a fungdo periddica de periodo 27 definida em | — 7, 7] por

f(x):{l se x€|—m,0]

0 se xe0,7]
Temos
0
® qy= — dx=1;
TJ)-n
e paratodoom €N,
0

am = — [ cos(mx)dx
VA
1

0
= —sen
o]

1
= ——sen(—mn)=0;
mm

e paratodoon €N,

1 1
= ——+—cos(—nm)
nw  nmw

0 senépar

2
—— senéimpar
nm
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Temos entdo
) 1+Ji° 2 sen((2n—1)x)
X) ~ — RN . S A
2= T 2n—1 ’
para todo o x € R.
Seja S a funcdo soma da série considerada.
Note-se que, se x = k7, com k € Z, obtemos a série cujos termos sdo todos nulos, excepto o primeiro

que é igual a 1/2 que, como sabemos, € uma série convergente e tem soma 1/2.

Temos entdo, para todo o k € Z, S(km) = 3 # f(km). Observe-se que, para estes pontos, temos

0 k ¢é
fnt)= tim fa)=4 =~ > ° P
x—(km)* 1 se k ¢éimpar

flkn™) = Mlﬂ@z{

x—(km)~

Podemos entdo escrever

Se tomarmos x = 7 /2 obtemos a série
1+f 2 sen((2n—1)m/2) 1 +Z (—1)nHt
2 '} T 2n—1 2 = 71? 2n —1

Utilizando a série de Mac-Laurin que representa a funcdo arcotangente temos

)n+1

= arct 1—E

£

e, pelas propriedades das séries numéricas convergentes, obtemos a igualdade

(=)t 1 2=z
- =--=.2=0.
+Z< T 2n—1 2 m 4

TemosentaoS( )—0 f( )

Se considerarmos, por exemplo, a fun¢éo periddica de periodo 27 definida em | — 7, 7| por

f(x)—{ -1 se x€]—m,0

1 se xel0,7]

temos
sen ((2n—1)x)

ZE 2n—1

Sendo S a fung¢do soma da série de Fourier associada a fung@o f temos, para todo o k € Z,
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S(km) =0 +# f(km). No entanto, também neste caso, temos

flkn®) + f(kz”)

S(km) =
(k) nim
ja que
1 se k épar
flknt) = lim f(x) = b
x—(km)* —1 se k ¢éimpar
e

flkn )= lim f(x) =

x—(km)~

Se considerarmos x = /2 obtemos a série

+i° 4 sen((2n—Dm/2) F4 (-
= 2n—1 & mo2n—1

Uma vez mais, utilizando a série de Mac-Laurin que representa a fungdo arcotangente temos

e, portanto,

4

Temos entdo S (g) =1=f <§)
Nesta subseccdo vamos apresentar, sem demonstragdo, dois teoremas que, sob certas condigdes,
garantem a convergéncia pontual ou uniforme de uma série de Fourier. Veremos em particular que, sob
certas condi¢des, a série de Fourier associada a uma fungdo f converge para a funcdo f nos pontos de
continuidade e, em cada ponto de descontinuidade, converge para a semi-soma dos limites laterais a
esquerda e a direita do ponto, confirmando os resultados obtidos nos dois exemplos apresentados.

Antes de enunciarmos esses resultados temos de introduzir a seguinte defini¢éo.

Definicao 4.86. Seja f: R —— R uma funcdo periddica de periodo 7" que € continua em cada
intervalo de amplitude 7', excepto possivelmente num conjunto finito de pontos {xj,x2,--,x,} desse
intervalo. Dizemos que f é parcialmente continua se, paratodo o i € {1,2,--- ,n}, os limites laterais a

esquerda e a direita de x;

f5") = lim f(x) e fx7) = lim f(x)

x—x xX—;
sd0 ambos finitos.
Resulta da Definicao 4.86 que:

1. toda a fun¢ao parcialmente continua € integravel em qualquer intervalo de amplitude T';

2. toda a fungdo continua € parcialmente continua.
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Exemplo 4.87. 1. Consideremos a fungdo f: R —— R periddica de periodo 27 definida em
| — m, m] por
-1 se —w<x<0
1 se 0<x<m

flx)=

Na figura que se segue apresenta-se um esboco de uma por¢do do grafico de f.

y

A funcdo f é continua em qualquer intervalo de amplitude 27, excepto num ndmero finito de
pontos deste intervalo, e os limites laterais a esquerda e a direita de cada um desses pontos sdo

finitos. Entdo f € parcialmente continua.

2. Consideremos a fungdo f: R — R periddica de periodo 27 definida em [—x, 7| por

. i se xe[-mx\{0}
0 se x=0

Na figura que se segue apresenta-se um esboco do gréfico de f.
y

e

Em qualquer intervalo de amplitude 27 a funcdo f € continua em todos os pontos, excepto num

nimero finito de pontos desse intervalo mas, atendendo a que, por exemplo,

F(0%) = Tim f(x) = 4o,

x—0F
temos que f ndo é parcialmente continua.

O teorema que apresentamos a seguir vai permitir concluir que, sob certas condigdes, a série de
Fourier associada a uma fun¢éo periddica de periodo 27 e parcialmente continua converge pontualmente

para uma funcdo que coincide com f nos pontos de continuidade.
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A demonstragdo deste teorema sai fora do ambito deste curso, pelo que é omitida.

Teorema 4.88. Sejam f: R — R wuma fungdo periddica de periodo 21 parcialmente continua e

¢ € R. Suponha-se que os limites

o feE = fe) L et h) = ()

h—0+ h h—0- h

existem e sdo finitos.

1
Entdo a série de Fourier associada a fungdo f converge no ponto ¢ para 3 (f(c)+ f(c7)), ou seja,

%(f(ch) +f(c7)) = 0720 + i(ancos(nc) + by sen (nc)).
n=1

Observacao 4.89. 1. Resulta do Teorema 4.88 que, sendo f: R —— R uma fun¢do periddica

de periodo 27, parcialmente continua e ¢ € R, se f é continua em c e os limites

o SR =) et ) = f(e)

h—0+ h h—0~ h

existem e sdo finitos, entdo a série de Fourier associada a f converge em ¢ para f(c), ou seja,

fle)= % + i (ancos(nx) +bysen (nx)),

n=1

uma vez que f(ct) = f(c) = f(c™).

2. Seja f: R — R umafunglo periddica de periodo 27 e parcialmente continua tal que, para

todo o x € R, os limites

L fEE S k) = S

h—0+ h h—0- h

existem e sdo finitos. Pelo Teorema 4.88, a série de Fourier associada a f converge pontualmente

para a funcdo S definida por

f(x) se f é continua em x

se f nao € continua em x

Exemplo4.90. 1. Seja f: R — R uma fungfo periddica de periodo 27 definida em [—7, 7|
por f(x) = |x|.
Como f é continua em R conclui-se, pela Observac¢do 4.89, que a série de Fourier associada a

funcdo f converge pontualmente em R para a funcdo f. Utilizando o Exemplo 4.77 temos entio
T &/ 4 cos((2n—1)x)
‘X|—2+’§’1< 5‘4(2’1_1)2 ’
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para todo o x € R.

Na figura seguinte estdo representadas porcdes dos graficos de f e dos primeiros termos da su-
cessdo das somas parciais da série de Fourier obtida. Observe-se que, a excepcdo do grafico do
primeiro termo, os grificos dos termos da sucessdo das somas parciais representados aproximam-

se do gréfico de f em todos os pontos do dominio.

y

AN

AN
N N\

Por outro lado, uma vez que, para todo o n € N e, para todo o x € R,

4 cos((2n—1)x)| _ 4 1
T (2n—1)2 T (2n—1)?
e a série
=4 1
S~ (2n—1)?

€ uma série convergente de niimeros reais positivos conclui-se, pelo critério de Weierstrass, que a

série de Fourier obtida converge uniformemente em R para a fungéo f.

Observe-se ainda que, para x = 7, temos

n:n+f<_4.cos((2n_l)”)>’

2T A\ 2n—ap
ou seja,
i( 4 cos((2n—1)m ))
= T (2n—1)? '
Uma vez que, para todo o n € N, cos((2n— 1)) = —1, temos
T o4 1
2 ~m (2n—1)?

donde resulta que

~+oo 1
e, desta forma, obtemos a soma da série numérica Z —_—
‘(2n—1)%
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2. Consideremos a fungdo f: R —— R periddica de periodo 27 definida em | — 7, 7] por

f(x):{_l se —mT<x<0

1 se 0<x<m

Como vimos no Exemplo 4.85, esta fungdo é parcialmente continua.

h) — f(x* h)— f(x~
Nao é dificil verificar que, paratodo o x € R, os limites lim farth) = fT) e lim Flath) = fx7)
h—0+ h h—0- h
existem e sdo finitos.

Por outro lado, a fun¢do f € continua em R\ {k7,k € Z} e, para todo o ¢ = k& com k € Z temos

f(c*):{ 1 seképar

—1 se k é impar

f(c):{ —1 seképar

1 sek éimpar

Atendendo a Observacgao 4.89 e ao Exemplo 4.77 temos que

+oo g sen((2n—l)x)_ f(x) se xER\{kﬂf,kEZ}
,1;5 2n—1 a f(x*);f(x‘) se xe{kmkeZ}

pelo que

oy _— 1 se x€)2km,mw+2kn], com ke Z
Zn.sen(z(nn_—l)x)_ —1 se x€|—m+2kn,2kx[, com keZ
i 0 se xe{kmkeZ}

Na figura seguinte apresenta-se um esboco do grafico da fun¢do soma da série de Fourier associada
a fun¢do que estamos a considerar. Observe-se que este grafico coincide com o grafico da funcio
fem R\ {km,k € Z}.

>
E
»

T
Tomando x = 5 temos

&4 sen((2n—1)m/2)
D =

n=1
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Uma vez que, para todo o n € N, sen ((2n—1)7/2) = (—1)"*!, temos

)n+l T

+
Z:: m—1 4

O teorema que apresentamos a seguir estabelece que a série de Fourier associada a uma funcgao
periddica de periodo 27 e parcialmente continua converge uniformemente para a funcio f, desde que a
sua derivada f’ seja uma funcéo periédica de periodo 27 e parcialmente continua. A demonstragio deste

teorema sai fora do ambito deste curso, pelo que é omitida.

Teorema 4.91. Seja f: R — R uma fungdo periddica de periodo 21 continua tal que a sua
derivada f' é uma fungdo periédica de periodo 27 e parcialmente continua. Entdo a série de Fourier

associada a fungdo f converge uniformemente em R para a fungdo f.

Exercicios 4.7 1. Em cada uma das alineas que se seguem determine a série de Fourier associada a

fun¢do considerada:

(a) f periddica de periodo 27 definida em [—7, 7] por f(x)

_T

4’
o . , se x€]—m,0]
(b) f periddica de periodo 27 definida em | — 7, ] por f(x) ;

se x€ 0,7
x se x€[0,m/2]
(c) f periédica de periodo 27 definidaem | — 7, 7| por f(x) = T—x se x€[m/2,7 ;
—f(=x) se xe€[-m,0]
2. Considere a fungdo f definida em [0,27] por f(x) =e*

(a) Determine a série de Fourier associada a f.
oo 1
(b) Utilize a série obtida na alinea anterior para determinar a soma da série Z R
n=1 n-+
3. Em cada uma das alineas que se seguem determine a série de Fourier associada a funcdo

indicada.
(a) f periddica de periodo T =2 definida em [—1, 1] por f(x) = |x|;
(b) f periddica de periodo T = 4 definida em [—2,2[ por f(x) =
0 se xe€]—3,0]
(c) f periédica de periodo T = 6 definida em | —3,3] por f(x) =< 1 se x€]0,1]
0 se x€|l,3]
4. Sejam f: [0,7] — R uma fun¢do parcialmente continua e f, a fungdo periddica de

periodo 27 definida em [—7, 7| por

B f(x) se xel0,7]
f”(x)_{ Fl=x) se xe[-m,0[

(a) Mostre que a restri¢do de f, a [—7, 7] é uma fungdo par.

Nota: Esta restricdo de f), € habitualmente designada prolongamento par de f.
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(b) Mostre que a série de Fourier associada a f), € dada por

—+oo
% + ) ancos(nx),
n=1

onde, para todo o n € Ny,

a, = jzr/onf(x) cos(nx)dx

Nota: A série aqui obtida € habitualmente designada série de Fourier de cosenos de f.

(c) Seja S afungdo soma da série de cosenos de f. Justifique que:

(d)

1.

il.

ii.

h)— f(c* h)— f(c~
sendo ¢ €]0, 7| tal que os limites lim fleth) = A(c) e lim fleth) = fle7)
h—0+ h h—0- h
existem e sdo finitos, entdo a série de Fourier de cosenos de f € convergente em

[+ 1),
5 ;
f(h) = f(07)

¢ finito, entdo a série de cosenos de f na origem é

x=cetemsoma S(c) =

se o limite lim
h—0+ h

convergente e tem soma S(0) = £(07);
se 0 limite lim fmth)—f(x)
h—0~ h

é convergente e tem soma S(7) = f(n™);

¢ finito, entdo a série de cosenos de femx =7

Em cada uma das alineas que se seguem, determine a série de Fourier de cosenos da

funcdo considerada e determine também a restricao da fun¢do soma desta série ao inter-

valo [0, 7t].

1.

il.

ii.

1v.

V.

f definida em [0, 7] por f(x) =
f definida em [0, 7] por f(x) = senux;
f definida em [0, 7] por f(x) = { L ose x€[0,m/2)
se x€|n/2,m
{ m/2—x se xel0,m/2]
f definida em [0, 7| por f(x) :
se x€|n/2, |

f definida em [0, 7] por f(x

5. Sejam f: [0,m] — R uma fungdo parcialmente continua e f; a fun¢do periddica de

periodo 27 definida em | — 7, 7] por

flx) se x€]0,7]
filx) = 0 se x=0
—f(=x) se xe€]—m0|

(a) Mostre que a restri¢do de f; a [—m, 7] € uma fungdo impar.

Nota: Esta restricdo da funcdo f; é habitualmente designada prolongamento impar de

f.
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(b) Mostre que a série de Fourier associada a f; é dada por

oo
Z by sen (nx),

n=1

onde, paratodoon € N,

b, = 2/Oﬂf(x)sen(nx)dx.

T

Nota: A série obtida é habitualmente designada série de Fourier de senos de f.

(c) Seja S a funcdo soma da série de senos de f. Justifique que:

L.

il.

iil.

c+h)—f(ct c+h)—f(c”
sendo ¢ €]0, 7| tal que os limites lim fleth) = flcT) e lim fleth) = fle7)
h—0+ h—0- h
existem e sdo finitos, entdo a série de Fourier de senos de f € convergente em x = ¢

fe)+f(c).

2 b

_ +

se o limite lim M
h—0+ h

origem e tem soma S(0) = 0;

se o limite lim f(a+h)—f(x7)
h—0~ h
emx = 7 e tem soma S(7) = 0;

e tem soma S(c) =

é finito, entdo a série de senos de f é convergente na

é finito, entdo a série de senos de f € convergente

(d) Em cadauma das alineas que se seguem, determine a série de Fourier de senos da fungdo

considerada e determine também a restri¢do da sua fungdo soma ao intervalo [0, 7].

1.
il.

ii.

f definida em [0, ] por f(x) = 1;
f definida em [0, 7] por f(x) = cosx;
1 se xe[0,m/2]

[ definida em [0, 7] por f(x) = { 0 se xg|n/2,7]

iv. f definida em [0, 7] por f(x) = 7w —x;
v. f definida em [0, ] por f(x) = x(7m —x)

6. Considere a fungio f definida em [0, 7] por f(x) = x°.

(a) Determine a série de Fourier de cosenos de f.

(b) Utilize a série obtida na alinea anterior para mostrar que

f(_l)n—s—li — TLZ
= n? 12
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4.6 Solucoes dos exercicios propostos

Exercicios 4.1

1
< —.
+nx " n

1. Sugestdo: Atenda a que, para todo o x € RJ e,paratodoon € N,
2. (a) Sugestao: Utilize a defini¢ao.
(b) Sugestao: Utilize a definigao.

3. Sugestdo: para justificar que a sucess@o (f,) ndo converge uniformemente em [0, 1] para fungdo

nula, mostre que existe € > 0 tal que, para todo o p € N, existem n € N e x € [0,1] tais que
|(x0)" (1= (x0)")| = €.

Exercicios 4.2
1. (a RY

(b) R
(c) R
(d) | —oo,—1]
() |—2,2[
(f) R*U{km k€ Zy}
(@) | —oo, =1[U] = 1/3, 400

(h) ]-1,1]
1
2. (a) Verifique que |—| < —, para todo o x €]0,1] e, para todo o n € N, e utilize o Critério de
n n
Weierstrass.
, cos(nx) 1 - o
(b) Verifique que 3 < —,paratodoox € [0,27] e, para todo o n € N, e utilize o Critério
n n
de Weierstrass.
1
(c) Verifique que | ———| < —, paratodo o x € R e, para todo o n € N, e utilize o Critério
4n2 +x*| — 4n?
de Weierstrass.
(d) Verifi =D o todo 0 x €] — 2, 4o todo o n € N, e utili
erifique que ,paratodo o x €] —2,+o0| e, para todo o n , e utilize o
A | = 2P P
Critério de Weierstrass.
(_ 1 )n+1
(e) Verifique que m < T para todo o x € [0,+oo[ e, para todo o n € N, e utilize o

Critério de Weierstrass.
Exercicios 4.3

~+oo 1
1. lim =1.
x—0t Z 2tp*

n=1
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~+oo

Sugestdo: para mostrar que a série 2'1 TP ¢ uniformemente convergente em [0, 1] atenda a que,
n=

1
—, para todo o x € [0, 1]

para todo o x € [0,1] e, para todo o n € N, n* > 1, conclua que < T

2"p~
e, para todo o n € N e utilize o Critério de Weierstrass.
2. Sugestdo: em primeiro lugar mostre que a série é uniformemente convergente em qualquer inter-

b
valo [0,b], com b € RT, verificando que -3 para todoox € [0,b] e, paratodoon € N

el
e utilizando o Critério de Weierstrass.

3. (a) Sugestdo: para mostrar que a série € uniformemente convergente em R verifique que

A
—» para todo o x € R e, para todo o n € N, e utilize o Critério de Weierstrass.

+
b) S'(x)= Z M, para todo o x € R.
n3

cos(nx) , . .
Sugestdo: para mostrar que a série Z L ¢ uniformemente convergente em R verifique
n=1
cos(nx) 1 - s .
que |—5—| < —, paratodo o x € R e, para todo o n € N e utilize o Critério de Weierstrass.
n n

n

4. (a) Sugestdo: verifique que |e ™| < e ", para todo o x € [1, 40| e, para todo o n € N, e utilize o

Critério de Weierstrass.

+
(b) Sendo S a fungio soma da série, temos S’ (x Z para todo o x € [1,+oo].
oo N
Sugestdo: para mostrar que a série Z ( — ne’"") ¢ uniformemente convergente em [1, 40|
n=1

verifique que | —ne ™| <n (%)”, para todo o x € [1,4o0[ e, para todo o n € N, e utilize o

Critério de Weierstrass.

5. (a) Sugestdo: para mostrar que a série é uniformemente convergente em [, 40|, verifique que
|ne™™| <ne™", paratodo o x € [1,+4o0| e, paratodo o n € N, e utilize o Critério de Weierstrass.

4 (e 1

(b) /h13 nz::lne dxza
Sugestdo: uma vez que [In3,In4] C [1, +oo[, justifique que a fungéo soma da série considerada
¢ integravel em [In3,In4], utilizando o facto de a série ser uniformemente convergente neste

intervalo.

paag |
3

X
cos —, para todo o x € R.

6. Sendo S a fungdo soma da série, temos S’ (x) =
o n

—_

n=
R | X
Sugestdo: para mostrar que a série Z — cos — € uniformemente convergente em R verifique que
n n
n=1

X
— COS —

1 . . .
3 < —, para todo o x € R e, para todo o n € N e utilize o Critério de Weierstrass.
n n n

7. (a) Sugestdo: para mostrar que a série é uniformemente convergente em |0, 1], verifique que
nx" ! cos(x")
2n

Weierstrass.

n .. o
< o para todo o x € [0,1] e, para todo o n € N, e utilize o Critério de
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nx"~ cos( ) 1
(b)/ ( >dx—zsen1

Exercicios 4.4

1. (a) [-3,3], sendo simplesmente convergente em x = —3 e absolutamente convergente nos res-

tantes pontos.
16 14 .
®d) |- 373 sendo absolutamente convergente em todos os pontos deste intervalo.

(c) [—6,12], sendo absolutamente convergente em todos os pontos deste intervalo.

(d) R, sendo absolutamente convergente em todos os pontos deste conjunto.

(e) 33 , sendo simplesmente convergente em x = 1/3 e absolutamente convergente nos res-

tantes pontos.
(f) {0}, sendo absolutamente convergente neste ponto.

(g) [—3,—1], sendo simplesmente convergente em x = —3 e absolutamente convergente nos res-

tantes pontos.
4
h |—— 2
W]t 3]
restantes pontos.

, sendo simplesmente convergente em x = 8/3 e absolutamente convergente nos

(i) [—1,1], sendo simplesmente convergente em x = —1 e absolutamente convergente nos res-

tantes pontos.

2. (a) |—2,2], sendo absolutamente convergente em todos os pontos deste intervalo.
(b) ]—5, 5| sendo simplesmente convergente em x = 1/5 e absolutamente convergente nos

restantes pontos.

Exercicios 4.5

oo
1. f(x)= Z(—Z)”x”, parax € ] -

n=0

N =

)

N =

|

oo 2n+1 . 11
2. f(x)= —1 X' parax € | —=, =
)= (1)t e | <55

oo
=Y n(n— 1)x"2, parax €] —1,1]

Exercicios 4.6
+oo An
1. (a) f(x)= Z —'x”, para todo o x € R; a funcio € analitica no ponto indicado.

= n!
~+oo

(b) f(x)= Z (—1)"(x—1)", para todo o x €]0,2[; a fun¢do € analitica no ponto indicado.
n=0
o0

© f(x)= Z (=D)"(n+1)(x—1)", para todo o x €]0,2[; a fungo ¢ analitica no ponto indicado.
n=0
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Sy
d) f(x) = (¥=73)" paratodo o x € R; a fungio ¢ anali to indicado.
@ f(x) r;)@n)' x—> para todo o x a func@o € analitica no ponto indicado
—+oo
2. (@) f(x)=Y (=", parax €] —1,1]
n=1
R <_1)n n
() fx)= ", parax € R
= n!
vl 2+
© flx)=) ———x""" paraxeR
= (2n+1)!
e )
@ flx)= Z 5 x™", parax € R
n=0 n)

e) f(x) 1+Z2x parax €] —1,1]
n=1

& 2
(f) f(X):Zm 2”+],parax6]—1 1[

(e flx Z2x2” parax €] —1,1]
n=0

+oo -1
) fx)=Y mxz"”, parax €] —1,1]
n=0

) flx)= Jio (=1)" x**2 para x el—-1,1]

= 2n+1
() sen(x?) = fﬂ +2 parax € R
= (2n+1)! ’
v ! n+1
() fl) =}, " parax € R
n=0"""
| v (= 2t R
0 f(x)_n;m ,parax €
(m) f(X):Jio 1y X3 parax e R
= (4n+3)(2n+1)! P
1
3. (a) Z "(n+1)x m,ParaxE]—l,l[
oo 1
(b) Y (=1)'" = g parax €] — 1, 1]
n=0
e"<x—xl)+1 se x£0
© Z n+1
0 se x=0
=
@ F Ly (10—, g
n=2
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Exercicios 4.7

L @ f(x)~

a\wma

(b) f(x) ~

4 . nwn 1 wn| .
— 3 Sil o= — -~ cos - sin(nx).

3
Il
—_

c
=
¢
1%
| —
3
3

ET—111 & (cos(nx) msin(nx)\ |
2. @ f)~— 2+,;(n2+1 T > ’
RS | T e+l 1
® Y= 1 2
1 4 & cos(m(2n—1)x)
3. (a) f(x)Ni—pnzlw
Y nxm
B) F(x) ~ Z(—l)"*lm(nz);
n=1

(b)
(©
@ i f Z—izco((z(j’:l)),S(x):f(x),xe{o,n];
i f % o) Z fos((zz';x — f(x),x € [0,7];
1 2+°° cos((4n—3)x) cos((4n—1)x) B
iii f(x)~2+7rr;< 47—3 — yP— ),S(x)—f(x),xe[0,7r/2[U]7r/2,1]
eS(m/2)=1/2;
0~ T2 Y L (M) - cos(u): S() = ), € 0,7
iv. f(x A nr;n251n 1 cos(nx); S(x) = f(x),x , s
2 2 cos(2nx
w )~ T - B s < o) e (0
5. (a)
(b)
(©)
@ i fw~ 2y D0 g p,xe o,

2n—1

i iM*

ii. sin(2nx); S(x) = f(x),x € [0, 7];

o

S
[\ ]
|

—_

S
31

sin? (@) sin(nx); S(x) = £(x),x € [0,7/2[U)m/2,1] e S(m/2) = 1/2;

iii. f(x) .

2

=

=

2
CTRESEENECE SR FS

S| =

3
Il
—_
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& sin(nx
i f(5)~2 1 T 5(0) = £ (0. 0.7
8 ¥ sin((2n—1)x)
v f(x)NEn:1 (Zn_l)’; ’ () f(X),XE[O,TC]-
2 o ( 1\n
6. (a) f(x)~7;+4+ (ni) cos(nx);
1

(b) Fazendox=0...
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