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(5.0) 1. Resolva a seguinte relacao de recorréncia, justificando todos os passos:
ap =0n—2+n, n>2, ay=0, a=1.
Resolugao: A equacao de recorréncia dada é linear nao homogénea, com solucao geral
an = al +aP,

(h) (p)

onde ay, ’ corresponde a solugao da parte homogénea, a,, —a,—2 = 0, e ay;’ é a solucao particular associada

a

an_an—2:f(n)’ com f(n):n
Da parte homogénea resulta a equacgao caracteristica:

?—-1=0 & (z—1)(z+1) =0,

pelo que, 1 é raiz caracteristica de multiplicidade m = 1 e —1 é raiz caracteristica de multiplicidade

m = 1. Assim,
al = Cy + Oy(—1)",

onde C7 e (5 sao constantes a determinar.

Como f(n) = n é um polinémio de grau k = 1 e 1 é uma raiz caracteristica com multiplicidade r = 1

tem-se
aP) = Agn” + A" 4 AR = Agn 4+ Ajn?.

Substituindo aﬁlp ) em (1), determinam-se as constantes Ay e Ay, vindo

Agn+ A1n? — Ag(n —2) — A1(n —2)*  =n & Agn + Ain? — Ag(n —2) — Ay(n® —4n+4) =n

Ag =

<:>2A0—|—4A1n—4A1:n<:>2(A0—2A1)+4A1n:n<:>{ A
1_

= N

Assim,

1 1
an = C1 + 02(_1)71 + 5?7/ + Z?’LQ,

e, atendendo as condigoes iniciais, ag = 0 e a1 = 1, podem calcular-se as constantes C7 e Co:

CLQ:O 022—01 CQZ—%
= =
a1:1 201:i 01:%.

1 1 1 1
an:§—§(—1)"+§n+1n2, n>0.



(2.5) 3.

> 1 . /n+m—1 1
Formulario: ™ = Mg = ———— .
T;)ax 1—azx’ Z< n >a$ (1— ax)™

n=0
. < . . . x
. Determine a sucessao (b,)n>0 associada a fungao geradora B(x) =1+ el
= -z
A+B=0
. T _ A B T _ A+Ax+B-—Bzx
Resolugao: Temos que = = 5, + 57 & 17 = 1.2 & { A_B—1

o0

Logo, B(x) SV SN SV 1+1§:“ 12( " 1+§:1(1 (—1)")a"
0go ) = — - = — r — = —T = - — | X .
5 2n:O 2 n:O2

0o 1z 2714z

n=0

A sucessao associada a B(x) é

1 1
bo=1+ 5((—1)O ~1)=1 e b,= 5(1 —(-D)"), n>1.
Considere o problema de determinar o ndmero de maneiras de distribuir n mel6es por 5 caixas, de modo
que nenhuma das caixas fique vazia e numa dessas caixas se tenha um niimero de meloes que seja multiplo

de 5, para n € N. Mostre que, a solu¢ao do problema pode ser obtida a partir da funcao geradora:

79

I-o) 1-a%)

F(z) =

Resolucdo: A solucdo do problema é dada pelo coeficiente de z* 27 zF 2! 2™, com i = 5,10,15,...
(nimero de meldes positivo e multiplo de 5) j, k,I,m = 1,2,3,... (nenhuma caixa fica vazia), tal que,

1+ j+ k+ 14+ m = n, resultante do desenvolvimento da fungao geradora

F(z) = (335—|—:U10—|—a:15+...) (:U—i—x2+x3—|—...)4,

ou seja,
1
Flz) = a® (142" +20+..) o* (1+x+x2+...)4 s F(z) = 2° (1+(x5)1+(:z5)2+...) zt
1 1

& F(z) = 2’ :

(z) T (1—x2)*
E, portanto,

29

tal como se pretendia mostrar.

(1—=)



4.

(3.5) 4.(a)

(1.5) 4.(b)

Considere os grafos G; = (V(G;), E(G;)), para i = 1,2, ..., 13, representados na figura seguinte:

G, G, I G, A G,
% | :
Gl 2

6

@@@

Gy, Gys

Al't)‘{‘_‘:

Indique dois grafos da mesma ordem que sejam bipartidos e isomorfos. Justifique devidamente.

Resolugao: G5 e G sao ambos grafos simples 3-regulares de ordem 6. G5 e Gg sao bipartidos porque
nao tém ciclos de comprimento impar (apenas de comprimento 4 e 6). De acordo com a numeracao dos
vértices destes grafos (acima na figura) é possivel obter as seguintes biparti¢oes dos conjuntos dos seus

vértices, de modo a que as arestas unem apenas vértices de subconjuntos distintos:
Gs = (X,Y,E(G5)), X =A{a,c,e}, Y ={bd, f}, com V(G5)=XUY,
Ge = (W,Z,E(Gs)), W =1{1,2,3}, Z=1{4,5,6}, com V (Gg)=WUZ.

Existe uma bijecao ¢ : V(Gs) — V(Gg), com ¢(a) =1, ¢p(b) =4, ¢(c) =2, ¢(d) =5, ¢p(e) =3 e ¢(f) =
tal que, para x,y € V(G5), vy é uma aresta de G5 se e 86 se ¢(x)p(y) é uma aresta de Gg. Logo ¢ é um

isomorfismo dos grafos G5 e Gg e estes grafos sao isomorfos, isto é, G5 = G.

Numere os vértices do grafo representado por G2 e escreva a matriz de adjacéncia desse grafo.
Resolugao:
1 2 3 4 5 6 7
1/0 1. 0 0 0 0 O
211 0 1.0 0 1 0
310 1. 0 1 0 0 1
Aca= 4]0 01 0 1 0 0
510 0 01 0 0 O
610 1 0 0 0 O O
7T\0O 01 0 0 0 O




5. Considere o grafo H = (V(H), E(H)), com V(H) ={a,b,c,d,e, f}, definido pela matriz de custos:

0 o 3 4 o0 ™

co 0 6 8 10 o©

3 6 0 18
W 00 0

4 8 oo 0 20 o

oo 10 oo 20 0 30

oo oo 18 oo 30 0

(1.5) 5.(a) Represente o grafo H com indicacao do custo associado em cada uma das arestas.

Resolugao: O grafo H com os custos nas arestas é

(3.5) 5.(b) Aplicando o algoritmo de Dijkstra, determine o caminho de custo minimo entre os vértices a e f do grafo

H representado na alinea anterior, indicando também qual é esse custo.

Resolugao: Aplicamos o algoritmo de Dijkstra, comecando pelo vértice z = a e parando quando o vértice

z = f se torna definitivo:

Iteracao a b c d e f z
0 0,9 [ (00,9 [ (0,9) [ (00, 9) | (00,2) [ (0,0 | @
1 < (00,0 | Ba) | (4a) | (00,—) | (00,-) | €
2 X (9,¢) X (4,a) | (00,—) | (21,¢) | d
3 X (9,¢) X (24,d) | (21,¢) | b
4 X X X X (19,b) | (21,¢) | e
5 X X X X X (21,¢) | f

Concluimos que o caminho de custo minimo entre os vértices a e f é P = a,c, f, com custo 21.



