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Definicdo, exemplos, existéncia e propriedades basicas

Transformada de Laplace

Definicdo:
Seja f : [0, +00[— R, chama-se transformada de Laplace de f a fungdo F
definida por

F(s) = /O T et (it dr

nos pontos s € R em que este integral impréprio é convergente.

Notacdo: F(s) ou L{f}(s) ou L{f(t)}(s) ou, simplesmente, L{f}.
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Definicdo, exemplos, existéncia e propriedades basicas

Exemplo
f 1[0, +oo[— R tal que f(t) = 1. Por defini¢do

+oo
L{1)(s) = /0 &5t g

para s € R em que este integral impréprio é convergente. Ora, estudando
a convergéncia do integral conclui-se que

+oo 1
/ e Stdt ==, paras >0
0 S
(para s < 0 este integral diverge). Assim,

1
L{1}(s) = 5o paras> 0
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Definicdo, exemplos, existéncia e propriedades basicas

Outros Exemplos

1 se t#1,t#2,
@ g:[0,400[— R dada por g(t) =¢ 2 se t=1,
0 se t=2.

L{g}(s) = %, s> 0. [Verifique!]

o g{eaf}(s):sia, s>a (a€R)

o L{t"}(s) = iy, 530, (neNo)

o L{sen(at)}(s) = popp Rl >0, (aeR)
)
o L{cos(at)}(s) = oo Rl >0, (aeR)
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Definicdo, exemplos, existéncia e propriedades basicas

Linearidade da Transformada de Laplace

Proposicao:

Sejama € Re f,g : [0,4+00[ — R. Suponha-se que existem L{f}(s) e
L{g}(s) para s > sf e s > sz, respectivamente. Entdo:

(i) L{f + g}(s) = L{f}(s) + L{g}(s),
(i) L{af}(s) = aL{f}(s),

S > sf.

s > max{sr, sg};

Exemplos de aplicac3o:

o ﬁ{COSh(at)}(s) — £ eat_zefat } (S)
1
2
1.1 11
352 T 3s%as
= 52i32 ) s> ]a],
@ L{senh(at)}(s) = 2%z, s> al

L{e} (s)+3L{e 7} (s)

s>a e s> —a
(a€eR)

(a e R)

analogo, exercicio!
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Definicdo, exemplos, existéncia e propriedades basicas

Existéncia da Transformada de Laplace

Observacdo:

Nem toda a funcdo admite transformada de Laplace.

2
Por exemplo, f(t) = e’ ndo tem transformada de Laplace, uma vez que o
+o0

integral impréprio e

0
[Verifique!]

—stet’ gt diverge para qualquer s € R.

Questio:

Que propriedades da fung¢do f poderdo garantir a existéncia de L{f}(s),
com s > sp, para algum sp € R ?
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Definicdo, exemplos, existéncia e propriedades basicas

Condicdo Suficiente de Existéncia de Transformada de Laplace

Definicao:
Sejam fungdo f : [0,4+00[— R e k € R. f diz-se uma funcio de ordem
exponencial k (a direita) se existem constantes M > 0, T > 0 tais que

IF(t)| < Mekt,  vt>T.

Teorema:
Se f : [0,4+0c[ — R é uma fung3o seccionalmente continua e f é de ordem
exponencial k (para algum k € R) entdo L{f}(s) existe para s > k.
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Definicdo, exemplos, existéncia e propriedades basicas

Sobre funcdes de ordem exponencial

llustragdo grafica de uma fungdo de ordem exponencial (caso k > 0):

|
|
T

Exemplos de funcdes de ordem exponencial:
@ Funcdes polinomiais;
@ Funcdes limitadas;
© Fungdes do tipo f(t) = t"e? cos(bt), com n € Ny, a, b € R.
© Fungdes do tipo f(t) = t"e?sen(bt), com n € Ny, a,b € R.

V.
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Definicdo, exemplos, existéncia e propriedades basicas

Observacio:
Se f é uma funcdo de ordem exponencial k, entdo

lim e *'f(t)=0, paratodo s> k.

t—+400

[Porqué?|

Observacio:

< 2 . :
A fungdo f(t) = e" ndo é de ordem exponencial.
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Propriedades da Transformada de Laplace

Propriedades da Transformada de Laplace

© (deslocamento na transformada)
f : [0, 4+o00[ — R integrdvel em todo o intervalo [0, b], b >0, e A € R.

Se L{f}(s) = F(s) existe para s > sf, entdo
L{eMf(t)}(s) = F(s—\), para s> A+ s¢

@ (transformada do deslocamento)
f:R — R integrdvel em todo o intervalo [0, b], b > 0, H,(t) a
funcdo degrau unitario® em t = a.
Se L{f}(s) = F(s) existe para s > sf, entdo, para todo a € R™,

L{HA(t)f(t —a)}(s) = e * F(s), para s > sf

0 set<a

'Func3o de dominio R tal que H,(t) = { 1 set>a" também designada por

fun¢io de Heaviside (quando a = 0).
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Propriedades da Transformada de Laplace

Propriedades da Transformada de Laplace (cont.)

© (transformada da expansdo/contra¢do)
f 1[0, 4+00[ — R integrdvel em todo o intervalo [0, b], b > 0.
Se L{f}(s) = F(s) existe para s > s, entdo, para todo 0 a € RT,

1
L{f(at)}(s) = 3 F (g) para s > asr.
© (transformada da convolugdo)

O produto de convolugdo de duas fungdes f e g, caso o integral
exista, define-se como

(f*g)(t):/of F(F)g(t - 7)dr, £ 0.

Se f e g sdo fungdes ordem exponencial sy, para algum sp € R, e
seccionalmente continuas em [0, +-00[, entdo

L{(f xg)(t)}(s) = F(s)G(s), para's > s,

(F e G s3o as transformadas de Laplace de f e g, respetivamente.)
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Propriedades da Transformada de Laplace

Propriedades da Transformada de Laplace (cont.)

© (derivada da transformada)
f : [0, +oo[ — R integravel em todo o intervalo [0, b], com b > 0. Se
L{f}(s) = F(s) existe para s > s¢, entdo, para todo n € N,
L{t"F(£)}(s) = (=1)" F(")(s), para s > s¢.

onde F(" denota a derivada de ordem n da funcio F.

O (transformada da derivada)
Suponha-se que f, ', " ... f("=1) (n € N) funcdes ordem
exponencial sp, para algum sp € R;
Se £(") existe e é seccionalmente continua em [0, +-00[, entdo existe
L{f("M(t)}(s), para s > s, €
LLFM()}(s) = s"F(s) — s H(0) — -+ — sF"=2)(0) — £"~)(0)
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Propriedades da Transformada de Laplace

Exemplo

@ Célculo de £{cos? t} usando a transformada da derivada:
Como ( cos? t), = —sen (2t), entdo
—L{sen(2t)} = L {(cos2 t)/}

= sL{cos®t} — cos*(0)
= sL{cos’t} —1, paras>0.

Por outro lado, £{sen (2t)} = -2, e portanto

e
L{cos?t} = %(1 ~ L{sen(20)})
- s(s2+4)7 '
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Propriedades da Transformada de Laplace Aplicagdo a resolugdo de um PVI linear

Exemplo de aplicacdo das transformadas de Laplace na resolucdo dum PVI

Problema de Valor Inicial: Determinar y = y(t) tal que

y"+2y'+10y =1, y(0)=0, y'(0)=0.

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacio
dada, (admitindo que y(t) tem transformada de Laplace, Y(s))

s2Y(s) +2s Y(s) + 10 Y(s) = £{1}. [Porqué?]
Daqui resulta que

1

1
2 4251 10)Y(s) =~ ,ie, Y(s)= s
(7425 +10)¥(s) s e (s) s(s?2 + 2s + 10)

(s >0).

Falta averiguar que fungdo terd Y(s) como transformada de Laplace.
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Transformada de Laplace Inversa

Transformada de Laplace Inversa

Para terminar a resolucdo do PVI do slide anterior, falta identificar a
~ . o 1 .
funcdo que terd Y(s) = S(@i2s710) COMo transformada de Laplace. Isto §,

falta determinar a transformada de Laplace inversa de Y(s).

Em geral, dada F(s) interessa determinar “a” funcdo f (definida em R})
tal que £{f(t)} = F(s). Tal f, caso exista, chama-se transformada de
Laplace inversa de F e escreve-se

f=LYF} ou f(t)=LHF(s)}(t).

Serd esta funcdo Unica, existird? Nem sempre existe, mas, caso existam
funcbes nessas condi¢les, a unicidade pode garantir-se escolhendo aquela
que é continua (ver teorema do slide seguinte).
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Transformada de Laplace Inversa

Transformada de Laplace Inversa (unicidade)

Teorema

Sejam f e g duas fungdes seccionalmente continuas em [0, +o00[ tais que
L{f}(s) = F(s) = L{g}(s), paras>a (a€R).

Se f e g sdo continuas no ponto t € R, entdo f(t) = g(t).

Observacio:

Assim, em particular, se F(s) é transformada de Laplace de uma fungdo
continua f(t), esta fungdo é a dnica fung¢do continua nessas condi¢des (ou
seja, a Unica transformada inversa continua de F).
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Transformada de Laplace Inversa

Propriedades da Transformada de Laplace Inversa

O (linearidade da transformada inversa)
Suponha-se que F e G admitem transformada de Laplace inversa.
Ent3o as fungdes F + G e aF (a € R) também admitem tansformada
inversa e

(i) LHF+ G} =L YF}+L£7YHGY;
(i) L7HaF} =aLlL YF}.

@ (transformada inversa do deslocamento)
Se F admite transformada de Laplace inversa, entdo F(s — \)
também admite transformada inversa para todo A € R e

L7YF(s— M)} = M LHF(s))

© (transformada inversa do produto)
Se F e G admitem transformada de Laplace inversa, entdo FG
também admite transformada inversa e
L7YHFG)y = L7YF}y+«L7HG)
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Transformada de Laplace Inversa

Exemplos:

L 1 a1 1
° £ {5(524—1)} = £ {ss2+1}5>0

= (lxsen)(t) t>0

= /Otsen(T) dr

= —cos(t)+1
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Aplicagdo a resolugdo dum PVI linear(cont.)
Voltando ao PVI do slide 15:

Uma vez que 1

Y(s) = s(s? +2s+10)

a solucao do problema pode ser determinada do seguinte modo:

y(t) = L7HY(s)}

L(11 1 st2
_ 1) -_ - _ =>Tt=
= £ {105 10 52+2s—|—10} s> 0

1 1 1 s+2
R A e G e v

10 {s} 10 {(s+1)2+9}
11 s+1 + 1
10 10 (s+1)249 (s+1)2+9

11 o s 1, . 1
= 10 1w0° F {s2+9} T P

11, 1,
pu—y —_— — - A > *
0" 10°¢ cos(3t) 3¢ N (3t), t>0 )
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