Departamento de Matematica da Universidade de Aveiro

CALCULO II - Agrupamento 4 19 de julho de 2021
Exame da Epoca de Recurso Duragao: 2h30m
N Nome: ...
Curso: ............... N.° de folhas suplementares entregues: ......................

Declaro que desisto: ... ... .

O exame é composto por 8 (oito) questoes as quais devem ser respondidas em folhas separadas.
O formulario encontra-se no verso da dltima folha.

Justifique todas as respostas de forma clara e concisa.
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1. [30] Considere a série de poténcias S(z) = Z (@ 5
n n—

n=1

(a) Determine o dominio de convergéncia da série, indicando os pontos onde a convergéncia
é simples e os pontos onde a convergéncia é absoluta.

(b) Determine a soma S(x).

(Sugestao: Comece por identificar a derivada S’(x) e tenha em conta o valor de S(1))

2. [20] Usando o resto na forma de Lagrange, mostre que o erro (absoluto) cometido ao
aproximar f(z) = sen (2x) pelo polinémio de MacLaurin T f(x), no intervalo | — 0.1,0.1],
é inferior a 2 x 107*.

3. [30] Considere a fun¢do f definida em [—m, 7] por f(x) = |z|(7m — |z|).

(a) Justifique que a série de Fourier de f é uma série de cossenos, ou seja, da forma
ag >
5 1 Zan cos(nx) (a, €R, n € Ny)

e calcule o coeficiente ay que figura nesta série.

(b) Sabendo agora que a série de Fourier de f é

i cos( 2nx

n=1

cm|>1

mostre que esta série converge uniformemente em [—, 7] e indique a sua fun¢do soma.

(c) Usando o resultado da alinea anterior, prove que

Z n2 12'

n=1




4. [40] Considere a funcio f:R? — R definida por f(x,y) = 32 +2y* — 4y + 1.

(a) Determine os pontos criticos de f e classifique-os (em minimizante local, maximizante
local ou ponto de sela).

(b) Determine os extremos absolutos de f no circulo C' = {(z,y) € R*: 2* + y* < 16}.

5. [25] Resolva as seguintes equagdes diferenciais:
(a) 32%y%y =1+ 2°.
(b) ¥ 4 2zy = ¢ cos .

6. [20] Considere as seguintes equagdes diferenciais:

y/// +y/ — el’ (1)
y" 4+ y' = 6cos(2x). (2)
(a) Mostre que y; = % é solu¢do da equagdo (1) e que yo = —sen (2x) é solugdo da

equacdo (2).

(b) Determine a solucdo geral da equagdo diferencial

y" +y' = e" + 6cos(2x).

7. [25] Usando transformadas de Laplace, determine a solugdo do problema de valores iniciais

y'+y=4e', y(0)=4, ¢ (0)=-3.

8. [10] Considere a equagdo diferencial
y// + Qby/ 4 a2y — 0’

onde a,b € R. Mostre que se ¢ é uma solucdo da equacio dada, entdo ¢ = ¢’ é também
solucao da mesma equacao.



FORMULARIO

Algumas férmulas de derivacao
(f9) =fa+1d () = Lote
(kf) =kf (keR) (f*) =af* 'y (a€R)
(@) =fa’ ma  (a€RY)|(log, f) = 7k= (a€R\{1}
(sen f)' = f’ cos f (cos f) = —f'sen f
(tgf) = f'sec? f = 2hs | (cotg f) = —f' cosecf = — gl
(arcsen f) = \{% (arccos f) = —\/5:7
(arctg f) = lf:f2 (arccotg f) = —IJJ:P

Integragao por partes: /f’g =fg— /fgl

Alguns desenvolvimentos em série de MacLaurin

1 _ — no__ 2 n
ol_x—;x =l4a+a’+--+a"+-, ze|-1,1]
- > " _ z? " R
oe—zﬁ—l—kx—i-a%—‘”—i-ﬁ—i-'”, z e
n=0
o " p2n+l 3 N p2n+l1
osenm—ngo(—l) m_w_§+...+(_1) m+...’ reR
o . p2n 72 " p2n
ocosa:—yg)(—l) (zn)!—l—a—k--'—i—(—l) (2n)!+”’ z€eR
Algumas transformadas de Laplace
F(s) = L{f(t)}(s), s> sp
funcao transformada fungao transformada
|
t" (n € No) % 5> 0 Mf(t) (AeR) F(s =)
et (a € R) L s>a Ha()f(t —a) (a>0) ¢ (s)
s—a
a 1 s
sen (at) (a € R) ol s>0 f(at) (a>0) 5F<a)
cos(at) (a € R) 2 j_ ol s>0 t"f(t) (n€N) (_1)nF(n)(5)
senh(at) (a € R) 2 i 20 5> |al f'(t) (n€eN) sF(s) — f(0)
cosh(at) (a € R) 2 i 205> |al f'(t) (neN) s*F(s) — sf(0) — f'(0)
F(t) (n€N) S"F(s) =Y s" = 1(0)
k=1




