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Consequéncias Semanticas

Teorema

Uma formula ¥ é consequéncia logica (ou semantica) das formulas ¢, v, ..., ¥y
se e sdse (1 Apa A ... Aby) — ¥ & uma tautologia (formula valida).

Notacao
1/]17 s 7¢n }Z v

U é consequéncia logica (ou seméantica) de i1, ..., Y,

Y1, ...,y F U existe uma prova de W a partir de ¥,..., %,
A prova recorre a regras de dedugdo designadas por regras de inferéncia, e a
tautologias conhecidas.

Teorema

1/}17 s a¢n >: v
(U é consequncia logica de 11, ...,1,) se e 86 se o conjunto ¥y, ..., ¢,, ¥
é inconsistente, isto é, nao existe uma interpretagao para a qual todas as
férmulas do conjunto tomam valor 1.

Para verificar se este conjunto de formulas é inconsistente usamos uma
nova regra designada por resolucio:

Pp—0  WVy
ovy
Indicam que aplicaAmos a regra/método da resolugao.
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Casos particulares

1. Se 6 = | obtemos
Tl TV
AR



simplificando como: LVYy =9 e V5 1=0VI=V

Para este caso particular a regra da resolucao é:

- ¥ S
T\/wres — =W, ¥ 530 lineares complementares.

.Sef=1 e =1 (este éum caso particular do caso 1.)

Seyp=lentao¥Veyy=UVv.I=U
Substituindo no caso particular da regra de resolucdo obtida em 1.
tem-se
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Logica Proposicional

Definicao
Simbolos

Variaveis proposicionais: p,q, V, v, ...
Constantes: LeT Conetivos légicos: A, V, —, <>, 0, =
Regras de construcao

1. Se ¥ é uma férmula proposicional entdo ==t é uma férmula proposi-
cional.

2. Se ¢ e 0 sdo formulas proposicionais entdo ¥ A 6 é uma férmula pro-
posicional.

3. Se ¢ e 0 sdo formulas proposicionais entdo ¢ V 6 é uma férmula pro-
posicional.

4. Se 1 e 0 sdo féormulas proposicionais entdo ¢ — 6 é uma férmula
proposicional.

5. Se ¢ e 0 sdo formulas proposicionais entdo @ <> 6 é uma férmula
proposicional.

Deducao na légica proposicional

e Verificar se uma férmula é consequéncia légica de um conjunto finito
de férmulas.

wla"'vwnlz\ll

e Vimos que a consequéncia logica é vélida se e s6 se a implicacao
Y1 A A ... A, = U € uma tautologia.



Para verificar se uma consequéncia loégica é valida:

1. Verificar se a implicacao associada é uma tautologia.

2. Verificar se é possivel obter (também sao usados os termos deduuzir,

derivar, entre outros) ¥ a partir de v, ..., %y, recorrendo a regras de
inferéncia e tautologias conhecidas (propriedades dos conetivos logi-
CO8).

(através de uma sequéncia de dedugoes em que aplicamos as regras de
inferéncias e tautologias), diz-se que existe uma prova de ¥ a partir de

Wi, ..., Yy, € escreve-se Py, ..., 0, F U,

3. Aplicar a regra de resolugao - Método de resolugao.

Método de resolugao

A consequéncia logica 1, ...,1¢, =, ¥ é vélida se e s6 se o conjunto de
férmulas 1, ..., 9, 7V é inconsistente, ou seja, este conjunto contém L ou
é possivel deduzir L a partir deste conjunto de férmulas, isto é, existe uma
prova de | a partir de 1, ...,%,, V.



Logica de 12 ordem

Definicao

Exemplo de uma férmula da légica proposicional:

(pAq) —r

Para traduzir frases do tipo:

i) todos os gatos tém garras.

ii) alguns alunos de MD tém 20.

Passamos da 16gica proposicional para a logica de 1* ordem (esta ultima
engloba a outra).

Linguagem da léogica de 12 ordem

Alfabeto

1. Variaveis: x,y, z, .. .;
2. Conetivos logicos da logica proposicional: AV, —, >, =, =;
3. Constantes da légica proposicional: LeT;
4. Os quantificadores V e 3;
5. O simbolo de igualdade: =;
6. Simbolos de constantes;

7. Simbolos de fungdes com aridade n € N (isto é, com n argumentos);

8. Simbolos de predicados.



Termo

1. Cada variavel e cada simbolo de constante é um termo;

2. Se f é simbolo de funcdo com aridade n e tq,...,%, sdo termos entao
f(ti,...,ty) é um termo.

Exemplo:

o Varidveis: z,v, 2;
e Constantes: a = 1, b = Maria, ¢ = Gato tareco;

e Fungoes: pai(Maria), onde
Pai: P — P, onde P é o conjunto das pessoas.
e Predicado: par(z) ="x é par”, D =N
par(2) =1, par(3) =0, etc.

Como ¢é que se constroem as formulas da logica de 1.2 ordem?
Defini¢ao (recursiva) de formula:

e P(t1,...,t,) & uma férmla, considerando P um simbolo de predi-
cado e t1,...,t, termos.

e Se 1 e ¥ sao férmulas entdo:
YAV, YV, ) — U p+ U, =), L eT sao férmulas.

e Se ¢ é uma féormula e x é uma variavel entdo Vay e drip também
sao formulas.

e Se t1 e ty s80 termos entdo t1 = to € uma férmula.

Atomo

Na légica proposicional, os 4tomos sdo as proposi¢oes atomicas (ex: p =
"chove", ¢ = "vou a aula de MD")

Os atomos da logica de 12 ordem sao:
1. L, T
2. t1 = t9, com ty e to termos

3. P(t1,...,ty),ondety,...,t, sdo termose P éum simbolo de predicado.



Exemplo

Consideremos os espacos vetoriais estudados na ALGA.
O alfabeto inclui:

e O simbolo de constante o que representa o elemento nulo dos espaco
vetorial

e Simbolos de funcoes

1. Para cada a € R, o simbolo de fungoes
a .

que tem aridade 1 correspondente & multiplicagao escalar.

2. O simbolo de funcdo + com aridade 2, que corresponde a adicao
de elementos do espago vetorial.

Exemplos

Converta as seguintes afirmacoes para linguagem simbolica da logica de
1? ordem:

1. Todos os gatos tém garras.
Vr [g(x) — t(x)]

Universo: U = conjunto dos animais.

2. Alguns alunos de MD tém 20.
dx (MD(z) NV (z))
MD(x) = "x é aluno de MD"
V(x) = "x tem 20"Universo: U = alunos da UA em 22/23

Folha 1

Exercicio 2.

c)

Todos os insetos sdo mais leves do que algum mamifero.  V 3
Predicados:
I(xz) = “x é um inseto®
L(y,z) = “y € mais leve do que z“
M (w) = “w é um mamifero®

Va (I(x) = Jy (M(y) A L(z,y)))



Obs: Alcance de cada quantificador:

e Ocorréncia de x ligada: I(x)
e Alcance de Vz: (I(x) — Jy (M (y) A L(x,y))
e Ocorréncias de y ligadas: M(y) e L(x,y)

e Alcance de Jy: (M (y) A L(z,y)



Formula fechada

Definicao

Férmula que ndo tem varidveis com occorréncias livres.

Exemplo

Va Jy (P(x) — R(z,y)) é uma férmula fechada.

Jy ((Vz P(z)) N R(z,y)), esta formula ndo é uma formula fechada.
Negacao de férmula com quantificadores

1. =(Vz o) = 3z .

2. 2(3x ¢) = Vz .

¥ - parte da formula que estd sob o quantificador.

Introducao das formulas da logica de 12 ordem

Definicao
e Estrututa;

e Valoracdo, Vwar — D, onde D é o conjunto das variaveis.

O conceito de valoracao pode ser entendido por forma a podermos considerar
a valoracao de um termo.

V(a) = a, se a & uma constante V (f(t1,...,t,)) = fM(V(t1),...,V(tn)).
Obs: Frequentemente denotamos o simbolo de funcdo f e a funcdo corres-
pondente na estrutura fM, pela mesma letra.



Exemplo dos slides

V(M(A,2)) = MM(V(A), V() = M(AM,2) = M(1,2) = |1 - 2| =
| -1 =1, V(A) = A porque A é uma constante.

Interpretacao de féormulas
Exemplo de interpretagao de formulas (ver slides)
i)

Mostre que R(x, A) ndo é valida na interpretagao (M, V)

Note-se que ~(M, V) = R(x, A) se e so se (M, V) = —-R(xz,A) (-R(x, A)
¢ valida na interpretacao (M,V))

V(=R(z,A)) = -R(V(2),V(A)) = -R(2, AM) = -R(2,1)
=-2<1)=-1L=T
Logo, = R(z, A) é valida na interpretagdo (M, V), isto é, (M, V) = -R(x, A)
Isto é equivalente a afirmar que R(x, A) ndo é valida nesta interpretagao.
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Forma normal de Skolem

Definicao
Uma férmula ¢ é dita em forma normal de Skolem se ¢ é uma férmula

na forma normal conjuntiva e ndo contém nenhum quantificador universal.

Exemplo

1)

Vz P(z, f(x)) A —=R(x), onde f é uma funcao e R e P sao predicados.

2)
Vo Vy (P(z, f(z)) A (=R(z) V P(z,y)))

Ideia

1. Convertemos F' numa férmula G que estd na FNC prenex.
Note-se que F =G

2. A partir de G obtemos uma férmula H que estd na forma normal de
Skolem.

Para tal:

e Se no inicio da férmula temos um quantificador do tipo Jdz, substitui-
mos todas as ocorréncias de z por um simbolo a que represente uma
constante e eliminamos o quantificador = x.
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e Se na féormula existe um quantificador existencial drj; com os quanti-
ficadores universais Va1 Vo ... Vxg_1, & sua esquerda, substituimos
todas as ocorréncias de x, por um simbolo de funcdo que ainda néo
esteja na férmula, por exemplo f, que tem nos seus argumentos as va-
ridveis w1, To, ..., TE_1, isto é, xy é substituido por f(z1,...,xx_1).
Atencao: A formula H que obtemos na forma normal de Skolen pode
nao ser (logicamente) equivalente a formula G escrita na FNC prenex
ou a férmula F' original.

12



