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Sucessoes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Exemplo Introdutério

Exemplo Introdutério

Para x €] — 1, 1], a série de poténcias
+oo
> X"
n=0

é convergente e a sua soma ¢, para cada x, s(x) = ﬁ

A afirmac¢do anterior tem a seguinte interpretacdo usando de convergéncia

sucessoes:

Para cada x €] — 1,1[, a sucessdo

1—x"
sp(x) = —
) =7—1
tem limite finito, ou seja é convergente, e lim s,(x) = .
n—+o00 1—x
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Exemplo Introdutério

Exemplo Introdutério (cont.)

Essa convergéncia pode ainda ser encarada da seguinte forma:

1—x"
Considerem-se as fungdes s,(x) = T de dominio | — 1,1].
— X
A sucess3o (de fungdes)
s1(x), s2(x), s3(x)s - -+, Sp(x), .. ..
, ~ 1 .
é convergente, ponto a ponto, para a fungdo s(x) = T %' ° intervalo

- 1,1]

Este conceito de convergéncia e ainda outro “mais exigente” que garante
propriedades “desejaveis” para sucessdes (e séries) de fungdes serd aqui
objeto de estudo.
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Sucessoes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades basicas

Sucessao de fungoes

Definicao:
Sejam D C R e F(D) o conjunto das fun¢des r.v.r. definidas em D.
Uma sucessio de fungdes definidas em D (f,) é uma aplicagdo

(f,): N — F(D)

n — f,. )
Observacio:
Note-se que, para cada n € N,
f.. D — R
x = f(x)
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Exemplos

Q (f,) definida por
X

fn(X):;7 XGR,

é uma sucessao de fungdes definidas em R. Isto é, (f,) é a seguinte
sucessao de funcdes definidas em R:

f(x) = x, f(x) =

@ (hy), onde, para cada n €

, B(x) = 3

<
S X

X
2’
N,

hn(x) = x", x € [0,1],

é uma sucess3o de fun¢des definidas em [0, 1]. Isto é, (h,) € a
seguinte sucessdo de fungdes definidas em [0, 1]:

hi(x) = x, ha(x) = X%, hy(x) = x3,..., ha(x) = x",
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Sucessoes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades basicas

Convergéncia Pontual

Definicdo:
Sejam (f,) uma sucessdo de fungdes reais definidas em D C R e
f: D — R. Diz-se que (f,) converge pontualmente para f em D se

f(x) = lim f,(x), paratodo x € D.

n—-+o00

Exemplos:
@ (fn), onde para cada n € N, f,(x) =%, x € [0,1],

n
converge pontualmente para a fun¢do nula, pois para todo o
x € [0,1],
.ox
lim —=0.
n—+oo N

Nota: O dominio das fun¢des pode ser alargado a R, mantendo-se a convergéncia

pontual para f(x) =0.

v
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Sucessoes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme

Exemplos (cont.)

llustracdo grafica—Exemplo 1:

fo(x) = % x €[0,1]

fx)=0 .

I
: I
: |
& : t
: I
I
I
I
I

Conceitos e propriedades bésicas
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Exemplos (cont.)
2. (hn), onde para cada n € N, h,(x) = x", x € [0,1],
converge pontualmente para a fungdo h(x) definida por

h(x):{é sex=1

[lustracdo grafica:

U W R O o
0.8 |
0.6
0.4
0.2
+ t >
—-0.2 1.2 1.4
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Exemplos (cont.)

n

3. (gn), onde para cada n € N, gp(x) = %, x € [0, 1],

n >’
converge pontualmente para a fungdo nula.

[lustracao gréfica:

0.8
0.6
0.4 .

0.2

0o 0.2 o§4 0.6 0.8

R s
=
N
=
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Exemplos (cont.)

4. (pn), onde para cada n € N, pp(x) = x"(1 - x"), x € [0,1],
converge pontualmente para a fun¢do nula.

[lustracao gréfica:
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Sucessoes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades basicas

Exemplos (cont.)

5. (cn), onde para cada n € N, ¢p(x) = cos(nx), x € [0, ],
nao converge pontualmente.

[lustracdo Gréfica:

¢n(x) = cos(nx)
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Voltando aos exemplos 3 e 4

(gn) e (pn) convergem pontualmente para a fun¢do nula (ex. 3 e 4, resp.).
Haverad alguma diferenca na forma como convergem?

Analisando os esbocgos graficos respetivos nota-se os seguintes
comportamentos distintos:

e Em (gn), o grafico de gn(x) vai-se aproximando do gréfico da fungdo
limite, a3 medida que n cresce. Isto é, fixada uma faixa horizontal
(qualquer, tdo " pequena” quanto se queira) em torno do gréfico da
func3do limite, é sempre possivel encontrar uma ordem a partir da
qual, todos os pontos de interse¢do da reta x = xp (com xp € [0, 1]
arbitrario) com os gréficos das fungdes g, se situam nessa faixa.
Assim, a partir de uma determinada ordem, todos os gréficos das
funcdes g, situam-se na faixa considerada.

e Em (p,) tal ndo acontece. Isto é, é possivel definir uma faixa em
torno do grafico da fungdo limite para a qual n3o existe uma ordem, a
partir da qual os gréficos de pp(x) se situem nessa faixa.
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Convergéncia Uniforme

Definicao:

Sejam (f,) uma sucessdo de fun¢des reais definidas em D C R e

f: D — R. Diz-se que (f,) converge uniformemente para f em D se a
sucessao numérica de termo geral

M, = sup |fo(x) — f(x)]
xeD

é um infinitésimo, ou seja, lim,_ 1o M, =0.

Exemplo:

A sucessdo de fungdes (g,) do Exemplo 3 converge uniformemente para a
fun¢do nula, em [0, 1]. De facto,

n n 1
X—O‘: supM:f—>0 quando n — 4o00.

M,= s
! 0. n xefo,1] N n

x€[0,1]

v
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Nos outros exemplos a convergéncia é uniforme?

Ex. 1 (f,), onde para cada n € N, fy(x) = %, x € [0, 1],
converge uniformente para a fungdo nula (porqué?)
Obs. O dominio das fungdes pode ser alargado para qualquer subconjunto
nao vazio e limitado de R, mantendo-se a convergéncia uniforme para

f(x) =0. Em R a sucessdo apenas converge pontualmente.

Ex. 2 (h,), onde para cada n € N, hp(x) = x", x € [0,1],
ndo converge uniformemente para a fungdo h(x) definida por
h(x) = { (1) z: ))i ; 1 (porqué?)

Ex. 4 (ps), onde para cada n € N, py(x) = x"(1 — x"), x € [0,1],
converge pontualmente para a fung¢do nula, mas n3o converge
uniformemente. (porqué?)

Ex. 5 (cp), onde para cada n € N, ¢,(x) = cos(nx), x € [0, ],
nem sequer converge pontualmente.
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

A convergéncia uniforme implica a convergéncia pontual

Proposicao:
Se (f,) converge uniformemente para f num conjunto D, entdo (f,)
converge pontualmente para f nesse conjunto.

Prova:
Para cada x € D,

0 < |fa(x) — f(x)| < sup |fa(y) — f(y)| = M,, para todo o n € N.
veD

Se (f,) converge uniformemente para f em D, entdo, lim M, =0.
Logo, para cada x € D, oo

lim |fo(x) —f(x)|=0

v
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme

Propriedades das sucessdes convergentes uniformemente

Propriedades das sucessoes convergentes uniformemente

Teorema: Seja (f,) uma sucessdo de fungGes continuas em |[a, b].
Se (f,) converge uniformemente para f em |[a, b], ent3o:
(i) f é continua em [a, b] e

Jim £9 = Jim(lm_f(e) = Jim_Jm 609 = lim_6(0) = 7).

c € [a, b].

(i) f éintegravel em [a, b] e

b b b
/a f(x)dx = /a n_Ileroo fo(x) dx = nll)rroo/a fo(x) dx;
(iii) Adicionalmente, se as fung¢Ges f, tém derivadas continuas em [a, b] e

a sucessdo (f)) converge uniformemente em [a, b], entdo

f é diferencidvel em [a,b] e f'(x)= lim f(x), Vx € [a, b].

n—-+4o00

v
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Sucessdes de fungdes: convergéncias pontual e uniforme Propriedades das sucessdes convergentes uniformemente

Observacoes relativas ao teorema anterior

@ As propriedades anteriores podem funcionar como critérios para
provar que uma dada sucessdo ndo converge uniformemente.

@ O resultado em (iii) do teorema anterior mantém-se valido se, em vez
da convergéncia uniforme de (f,), apenas assumirmos a sua
convergéncia pontual (na verdade, basta que exista um ponto
Xo € [a, b] tal que a sucessdo numérica (f(xo)) seja convergente).

@ A continuidade e a diferenciabilidade nos extremos do intervalo
devem ser tomadas como laterais.
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Séries de Fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Série de funcoes

Definicdo:
Seja (f,) uma sucessdo de fungdes definidas em D C R. Chama-se série de
funcdes de termo geral f, ao par ((,),(Ss)), onde, para cada n € N,

Sn(x) = A(x)+h(x)+ ...+ f(x), xeD.

Representa-se por

“+oo
Z f, ou, em alternativa, por ff+hH + ...+ +...

n=1

Observacao:

Tal como nas série numéricas, a (S,) chamamos a sucessdo (de fun¢des)
das somas parciais da série de termo geral f,.

v
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Séries de Fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Convergéncia pontual /uniforme de uma série de fungdes

+oo
Definicdo: Seja Z fn uma série de fungdes definidas em D tal que (S,) é

n=1
a sua sucessao de somas parciais.

O A série de fungbes converge pontualmente em D se (S,) convergir
pontualmente em D.

@ A série de fungdes converge uniformemente em D se (S,) convergir
uniformemente em D.

Caso a série seja convergente, designa-se por soma da série a fun¢do S,

+00 oo
limite da sucessdo (S,), escreve-se Z f, = S e diz-se que a série Z fn
n=1 n=1

converge para S (pontual ou uniformemente, conforme o caso).
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Séries de Fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades bésicas

Exemplo:

Ja vimos que, a série de poténcias, definidas em R,
+oo
> X"
n=0
4 _ 1
converge pontualmente em | — 1,1[ e a sua soma é s(x) = 1.
Além disso, esta série converge uniformemente em qualquer intervalo

fechado e limitado contido em | — 1, 1] ( ver a justificagdo mais a frente,
no slide 27) . Veja a seguinte

Note que:

Se uma série de fungdes converge uniformemente em D entdo converge
pontualmente em D. A reciproca ndo é verdadeira.
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Séries de Fungdes: convergéncias pontual e uniforme Conceitos e propriedades basicas

Dominio de Convergéncia de uma série de funcoes

Observacio:
+0o0

Se Z f, é convergente (pontualmente) em D com soma S, entdo
n=1
+o0
Z fo(x) é convergente e tem soma S(x), para cada x € D, e vice-versa.
n=1

v

Definicao: +00
Considere-se a série Z f,, onde f, estdo definidas em D. Ao conjunto dos
n=1

pontos x € D para os quais a série numérica correspondente é convergente
chama-se dominio de convergéncia da série.

“+o0o
Exemplo: A série de funcgdes, definidas em R, Z ne

"™ tem dominio de

n=1

convergéncia RT.

v
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Séries de Fungdes: convergéncias pontual e uniforme

Propriedades das séries uniformemente convergentes

Propriedades das séries uniformemente convergentes
Teorema:

Seja Z;ﬁ? fn uma série de fungdes continuas em [a, b]. Suponha-se que
>~ 2] fp converge uniformemente em [a, b] com soma S. Ent3o:
(i) A soma S é continua em [a, b];

(i) A soma S é integravel em [a, b] e

b b +o0 +00  p
/35( dx_/a Zf(x dx_;/a

[integracdo termo a termo].
(iii) Adicionalmente, se cada f, é de classe C em [a,b] € > /5 f!
converge uniformemente em [a, b], entdo S é diferencidvel neste
intervalo e
dsS = df,

ax X dx(zf ) ZdX(X),xe[a,b]

n=

[derivagdo termo a termo].
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Séries de Fungdes: convergéncias pontual e uniforme Propriedades das séries uniformemente convergentes

Observacoes relativas ao teorema anterior

@ As propriedades anteriores podem funcionar como critérios para provar
que uma dada série de fungdes ndo converge uniformemente. Isto €,
se a funcdo limite f n3o satisfizer a alguma das propriedades listadas,
a convergéncia da série ndo é uniforme no intervalo em causa.

@ O resultado em (iii) do teorema anterior mantém-se valido se, em vez
+oo
da convergéncia uniforme de E f,, assumirmos apenas a sua
n=1
convergéncia pontual (na verdade, basta que exista um ponto
+o0

xo € [a, b] tal que a série numérica Z fa(x0) seja convergente).

n=1
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Séries de Fungdes: convergéncias pontual e uniforme

Critério de Weierstrass

Critério de Weierstrass

(condigdo suficiente de convergéncia uniforme de uma série de fun¢des)

Teorema:

+oco
Sejam (f,) uma sucessio de fun¢des definidas em D e E a, uma série

n=1
numérica convergente de termos n3o negativos, tais que
[fa(x)| < an, VneN, VxeD.

“+00
Ent3o a série g f, converge uniformemente em D.

n=1
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Séries de Fungdes: convergéncias pontual e uniforme Critério de Weierstrass

Exemplo:
(aplicagdo do Critério de Weierstrass, integracdo e derivagdo termo a termo)

+o0

o . L. 1
Pelo Critério de Weierstrass, a série g f
n

5> converge uniformemente
X
n=1

em R (Porqué?).
Neste caso, é possivel integrar e derivar termo a termo a sua fun¢ao soma,
i.e.,

| R B | 2 1
——— | dx = ———dx | =...=) Zarctg-
P ate) o= (] winee)

n=1 n=1 n=1

+oo +o0o +o0
d 1 d 1 —2x
il - | = =) = ————— (Confirmel
) "X ()~ X Gy (Contime)

n=1 n=1 n=1 )
Exercicio:

X sen(nx)
Faca uma andlise andloga ao exemplo anterior usando a série Z S
n

n=1
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Séries de Poténcias/Séries de Taylor Propriedades relativas a convergéncia uniforme

Séries de Poténcias: convergéncia uniforme

Teorema:
+oo
Seja g an(x — ¢)" uma série de poténcias com raio de convergéncia

n=0
R # 0. Ent3o a série converge uniformemente em qualquer subintervalo
fechado e limitado do seu intervalo de convergéncia |c — R, c + R|.

Prova para o caso ¢ = 0: Seja [a, b] C] — R, R|.

Note-se que, para todo o x € [a, b], |x| < M, onde M = max{|a, |b|}.

o
ssim, |anx"| < |ap|M",Vx € [a, b] -

+oo
Como E |an|M" é convergente, pois M € [0, R[, pelo critério de
n=0
+o0
Weierstrass, a série de fungoes g apx" converge uniformemente em |a, b].
n=0

v
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Séries de Poténcias/Séries de Taylor Propriedades relativas a convergéncia uniforme

Teorema de Abel:

+oo
Seja Z an(x — ¢)" uma série de poténcias com raio de convergéncia
n=0
R € R™. Se a série converge no ponto x = ¢ + R (resp., no ponto
x = ¢ — R), entdo ela converge uniformemente em [c, ¢ + R] (resp., em
[C o R7 C])

Exemplo de aplicacdo:

ENCES é [-7,3[ (verifique!).

Ent3o, pelo Teorema de Abel, a série converge uniformemente em
[-7,—2]. Conjugando com o Teorema do slide 27, conclui-se que, esta
série é uniformemente convergente em qualquer intervalo da forma

2
O dominio de convergéncia da série Z 5( x+2)"
n=0

[-7,b], com —7 <b<3.

v
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Séries de Poténcias/Séries de Taylor Propriedades relativas a convergéncia uniforme

Observacdes:

Consequentemente, uma série de poténcias é uniformemente convergente
em qualquer intervalo limitado e fechado do seu dominio de convergéncia.
Deste modo(no seu dominio de convergéncia):

@ A funcdo soma de uma série de poténcias é continua.
@ Pode-se derivar termo a termo.
@ Pode-se integrar termo a termo.

Mais precisamente, do teorema do slide 23 resulta o teorema do slide
seguinte.
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Séries de Poténcias/Séries de Taylor Propriedades relativas a convergéncia uniforme

+oo
Teorema: Sejam Z an(x — ¢)" uma série de poténcias, | =]c — R,c+ R|[
n=0
+o0
o seu intervalo de convergéncia, e f(x) = Z an(x — ¢)".Ent3o:
n=0
(i) A fungdo em todo o dominio (de convergéncia da série).
+o0
(i) A fungdo f é diferencidvel em [ e f/(x) = Z nap(x —c)" 1, ¥x e l.
n=1
+oo 3
(ii) A funcdo F, definida por F(x) = ZO - +" 1(x — ¢)™1 ¢ a primitiva
de f em [ tal que F(c) =0.
(iv) A fungdo f é integravel em qualquer subintervalo [a, b] do dominio de
convergéncia e
b b [Foo Too b
/ f(x) dx:/ Zan(x—c)” dx:Z/ an(x — ¢)"dx.
a 4 \n=0 n=0"42

v
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Séries de Poténcias/Séries de Taylor Desenvolvimentos de uma fungdo em série de Taylor

Unicidade de representacdo de uma funcdo em série de poténcias

Teorema:
Se

+oo
f(x):Za,,(x—c)”, xel=lc—R,c+R[,
n=0
entdo f possui derivadas finitas de qualquer ordem em [/ e

——~%  para todo n € Np.

Observacoes:

1. Para se provar o teorema anterior basta considerar a propriedade (ii)
do Teorema do slide 30 e fazer alguns célculos adicionais.

2. O teorema anterior mostra que sempre que uma série de poténcias
convirja para f(x) numa vizinhaga do seu centro c, ela é a série de

Taylor de f(x) centrada em c.
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Séries de Poténcias/Séries de Taylor Desenvolvimentos de uma fungdo em série de Taylor

Exemplos de aplicacdo das propriedades das séries de poténcias

1

obtenc3o de desenvolvimentos de Taylor de uma fun¢ao recorrendo ao
desenvolvimento em Taylor de outra fungdo (adequada).

@ Partindo deste desenvolvimento de MaclLaurin

1 =
—:5 x", —l<x<1,
1—x pre

podemos concluir que (Porqué?)

1 Z”O ,
1 +ooX,,
| :E —, —1< 1
e "1 -x p— n’ sx<b
° | +§Oo 11, g<x<o2
nx = — X — X .
i n+1 ) s
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Séries de Poténcias/Séries de Taylor Desenvolvimentos de uma fungdo em série de Taylor

@ Partindo deste desenvolvimento de MacLaurin

1 =

2n
—— = E (—=1)"x", —1<x<1,
1+x pard

podemos concluir que (Porqué?)

+oo y2n+1
arctg(x) = 3 (-1)"5—7, ~1<x <1,
n=0
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Séries Trigonométricas
Definicao:
As série de fungdes com a seguinte forma:

“+o00

Z [ap cos(nwx) + basen(nwx)] (1)
n=0

onde w € R e (a,), (b,) sdo sucessdes numéricas, tém a designacdo
genérica de séries trigonométricas.

Observacoes:

o Se as séries numéricas >0 a, e 3.1 b, forem absolutamente
convergentes, entdo a série (1) é absolutamente e uniformemente
convergente em R

. / T . 2
@ Caso (1) seja convergente a sua soma S(x) é periddica de periodo <7.

@ Estas séries sdo usadas para aproximar funcbes que sejam periddicas.
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Séries de Fourier Definigdes e exemplos

Revisdo do conceito de funcao periddica

Definicao:

f : R — R diz-se periddica se existir T > 0 tal que f(x+ T) = f(x) para
todo x € R. O periodo de f é o menor valor de T que verifica a igualdade
anterior. Neste caso, dizemos que, f é T—periédica.

Observacdes:

@ Se f é T—periddica, entdo pode converter-se, por mudanca de
varidvel, numa 2m—periddica, para tal basta considerar-se
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Séries de Fourier Definigdes e exemplos

Coeficientes de Fourier

Seja f : R — R uma fun¢do 27-periddica tal que

“+oo
f(x) = % + Z [a,, cos(nx) + by, sen(nx)] , xé€eR.
n=1

Se esta série trigonométrica convergir uniformemente, a, e b, sdo
completamente determinadas pela funcao f.

@ Determinacdo de ag: Mostra-se que

/7r f(x) dx = magp

—T
e portanto
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Séries de Fourier DefinigGes e exemplos

Coeficientes de Fourier (cont.)

@ Determinacdo de a,;,, com m > 1: Multiplica-se

+00
09 = 5+ [ancos(m) + bysen(m)].

n=1
por cos(mx) e integra-se no intervalo [—m, 7], obtendo-se:
™
/ cos(mx)f(x) dx = wam
—T

e portanto

1 ™
am = / f(X) COS(mX) dX7 para m = 172’ e
T

—T

@ Determinacdo de b,,, com m > 1: Usando argumentos andlogos,
obtém-se

1 s
by = / f(x)sin(mx) dx, param=1,2,...
T

—T
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Séries de Fourier Definigdes e exemplos

Série de Fourier

Definicao:

Seja f : R — R uma fun¢&o 27-periddica e integravel em [—m, 7).
Chama-se série de Fourier associada a fun¢do f (ou da fungdo f) a série

+oo
% - Z [a cos(nx) + by sen(nx)],

n=1
onde a, (n € Np) e b, (n € N) sdo dados pelas férmulas
1 (7 1 (7
ap = / f(x)cos(nx)dx e b, = / f(x) sen(nx) dx.

™ J_n T J—x

an e by, sdo designados por coeficientes de Fourier da funcdo f.

Notac3o: R
0
f(x) ~ > + ,,Zl [a,, cos(nx) + by, sen(nx)]

v
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Séries de Fourier DefinigGes e exemplos

Os coeficientes de Fourier podem ser calculados usando um qualquer
intervalo de integra¢do de amplitude 27 (devido a periodicidade das
funcdes integrandas em causa).

Uma série de Fourier nem sempre converge. Caso seja convergente, a
sua soma é 2m—periddica, mas pode ser diferente f.

@ Se f é uma funcido impar, a sua série de Fourier é uma série de senos.

@ Se f é uma funcdo par, a sua série de Fourier é uma série de cossenos.
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Séries de Fourier DefinigGes e exemplos

Exemplos
o Seja f a fungdo 2m-periddica definida em [—7, 7] por f(x) = |x|.
Neste caso,
—+00
F(x) T 4 Z cos[(2n — 1)x]
X _— — — e ———
2 T4 (2n—1)2
llustracdo grafica:
- Funcéo 2m-perioddica tal que f(x)=|x|, x €[-11,17]
5
- Soma dos 2 primeiros termos da sua série de Fourier
4
5]
21 A 0 M 2 3 4
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Séries de Fourier Definigdes e exemplos

Exemplos (cont.)

0, 7<x<0

o g:R—R, 27r—per|odlcaeg(x):{ T, 0<x<m.

s

+o0o
2
Neste caso, g(x) ~ 5+ ; Cy—] sen[(2n—1)x], x€eR.

[lustracdo grafica:

— Fungéo 2r-periodica tal que a(x)=0, x €[ 0 e ()=, x €[0T |y
— Soma dos 9 primeiros termos da sua série de Fourier 5
4

48

2
1

0 X

Vo o Vlo LY \i 3/

El

Isabel Brds (UA, 26/2/ 2. Sucessdes e Séries de Funcdes; Séries de pi Célculo Il — Agrup. IV 22/23

41 /54


https://www.geogebra.org/m/rj5tmnmc

Extensdes periddicas; série dos senos e série dos cossenos
~ 0 £ o
Extensoes Periddicas

Extensdes de fungdes definidas em intervalos de amplitude 27:

e Se f:[a,a+2n[— R, com a € R, podemos extendé-la a todo o R de
forma dnica de forma a torna-la 2w—periddica. O mesmo se passa se
f:a,a+2n1] - R, comaecR.

Por isso, supondo que f é integravel, com algum abuso de linguagem,
dizemos que a série de Fourier de f é a série de Fourier da sua
extensdo 2m—periddica a R.

e Caso o dominio de f seja fechado, isto é, f : [a,a+ 27| — R, com
a € R, consideramos que a série de Fourier de f é a série de Fourier
da extensdo 2m—periddica de f|[, o ox[ ( OU f}5 a424], € indiferente,
pois a série obtida é a mesma).

o Para simplificar a escrita, com algum abuso de linguagem, é frequente
representar por f estas extensdes 2m—periddicas de f.
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Extensdes periddicas; série dos senos e série dos cossenos
ExtensGes Periddicas (continuagdo)

@ Exemplo:
P f:[-m7n] — R

= X2 x

x 2

4 2
a sua série de Fourier é a série de Fourier da funcao, de dominio R,

2m-peribdica tal que f(x) = % — % —
m-periddica tal que f(x) = % — 5, para x € [, 7[.

llustracao gréfica:

y
. 6 1
Funcéo 2m-periédica tal que f(x)= x*/4-x/2 ,com x € [-w,m[|
4
' 2
-4m e 2 a 0

3m 4 5m
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Séries de Fourier Extensdes periddicas; série dos senos e série dos cossenos

ExtensGes Periddicas (continuagdo)

ExtensGes impares de fun¢des definidas no intervalo [0, 7]
Seja f: [0, 7] — R uma fun¢3o integrdvel. Considere-se a “extensdo” ao
intervalo [—7, 7] definida da seguinte forma:

fir [-myn] = R

—f(—x) se —m1<x<0
x = filx)=4¢ 0 sex =0
f(x) se0<x<m
extensdo impar de f

A série de Fourier da extens3o impar de f é uma série de senos.
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Séries de Fourier Extensdes periddicas; série dos senos e série dos cossenos

ExtensGes Periddicas (continuagdo)

ExtensGes pares de fun¢des definidas no intervalo [0, 7]:
Seja f: [0, 7] — R uma fungdo integravel. Considere-se a extensdo ao
intervalo [—7, 7] definida da seguinte forma:

fp: [-m,m] — R

_J f(—x) se —m<x<0
\L o fp(X)_{ f(x) se0<x<m
extens3o par de f

A série de Fourier da extens3o par de f é uma série de cossenos.
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Séries de Fourier Extensdes periddicas; série dos senos e série dos cossenos

Exemplo
f:0,n,] - R
x = f(x)=x
Extensdo par de f: fo: [-m, 7] —

X

I
'O\H
—~
x
N—r
]
=

4 cos[(2n — 1)x]
A série de Fourier da extens3o par de f é > Z W

Extensdo impar de f: fi: [-m,71] — R

x = fi(x)=x

. . 1) sin(n
A série de Fourier da extensdo impar de f é Z = in(nx)

v
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Séries de Fourier Extensdes periddicas; série dos senos e série dos cossenos

llustracoes Graficas

- Extensdo par de f()=x, x €[0,m]  ©

- Soma dos 2 primeiros termos da sua série de{Fourier

4

-2m - 0 m 2m 3m 4
- Extensdo impar de f(x)=x, x €[0,]
- Soma dos 19 primeiros termos da suasérie de Fourier
4
. | |
| | . \
T 2 -‘rr 0 4 5
-2
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Convergéncia de uma série de Fourier

Uma série de Fourier nem sempre converge para a funcdo que lhe deu
origem. No entanto, sob certas condi¢cbes podemos identificar a sua soma,
e como vamos ver, nalguns desses casos a soma coincide com a fun¢3o
original. Analise os seguintes exemplos gréficos:

© Onda Triangular

@ Funcdo quadratica par
© Onda quadrada

© Dente de serra

@ Fungdo quadrética (ndo par)

Antes enunciar as ditas condi¢cGes, precisamos de introduzir a nogdo de
funcdo seccionalmente diferenciavel.
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Convergéncia pontual (Teorema de Dirichlet)
Convergéncia de uma série de Fourier (cont.)
Definicdes:
e f diz-se seccionalmente continua em [a, b] se existir uma particdo
{a0,a1,...,an} (n € N) de [a, b] tal que f é continua em cada

subintervalo aberto |aj_1,a;[ (j =1,...,n) e existirem e forem finitos
os limites laterais

f(af ;)= lim f(x) e f(aj) = lim f(x).

-1

J x—>ajt1 x—ra;
A funcio f dir-se-3 seccionalmente continua em R se for
seccionalmente continua em todo o intervalo [a, b] de R.

@ Uma fungdo seccionalmente continua diz-se seccionalmente
diferencidvel se a sua derivada é também seccionalmente continua.

Observacdo: Se f: R — R é 2m-periddica, entdo f é seccionalmente
diferencidvel em R sse f é seccionalmente diferencidvel em [—m, 7|, (ou em
qualquer outro intervalo de amplitude 27).

v
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Convergéncia de uma série de Fourier (cont.)

Teorema de Dirichlet:

Sejam f : R — R uma func¢3o 27-periddica e seccionalmente diferencidvel

(em R) e c € R. Entdo a série de Fourier de f converge no ponto ¢ para
f(ct)+f(c™
(C)—;(C) (a média dos limites laterais de f no ponto c).

Observacoes: Nas condicdes do Teorema de Dirichlet:

@ A série de Fourier de f converge (pontualmente) para a fungdo

S(x) f(x) , se x é ponto de continuidade de f;
X) = —
% , se x ndo é ponto de continuidade de f.

@ S é sempre 27-periddica, pelo que basta conhecer S(x) num intervalo
de amplitude 27.

v
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Exemplo de funcdo que satisfaz o Teorema de Dirichlet

Seja f a fungdo 27-periddica definida em [—m, 7] por f(x) = |x|. J4 vimos,

F(x) _Zcos[znn—ll x]

Como f é continua em R e a sua derivada é seccionalmente continua em
R (Justifique!), pelo Teorema de Dirichlet,

(2n —1)?

+oo
fx)= T — %Z cos[(2n —)1)x] . xeR
n=1
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Convergéncia pontual (Teorema de Dirichlet)
Outro exemplo de aplicacdo do Teorema de Dirichlet

0, 7<x<0

g:R =R, 27r—periédicaeg(x):{ T 0<x<m

Ja vimos, g(x) ~ —+Z

Como g é secaonalmente dn‘erenaavel em R (Justifique!), pelo Teorema
de Dirichlet, nos pontos onde g é continua, i.e., para x # km, com k € Z,

sen[ (2n—1)x], x€eR.

“+o00

+ Z 2n2— 1 sen[(2n — 1)x] = g(x);

n=1

NI

Nos pontos x = km, com k € Z, onde g é descontinua,
—+00
T

g +y 2n2_ -sen[(2n — 1)x] = &

n—=
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Exemplos de aplicacdo ao calculo de somas de séries numéricas

© Ja vimos que

x| = T 4 Z cos[(2n — 1)x]

E ; 2n — 1)2 s X € [_7T,7T] .

n=1
4 1
Tomando x = 0, obtemos 0 = > ,,El W, logo
+o00 1 7_[_2 (1)
Z —1)2 8§
— (2n—1) 8

400 2
1
Partindo de (1), é possivel mostrar que E — = % (Como?)
n
n=1
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@ Ja vimos que

)

5
3
o8]
>
a
9]
X
I
B
o)
o
(g
D
3
o
(]
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