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Definicdo e Natureza de uma Série Numérica

Série numérica — definicao

!

traduz uma soma infinita de nimeros reais, formalizando...

Definicao:

Seja (an) uma sucessdo de niimeros reais e considere-se a sucessdo (S,)
definida por

51 = ai
S = ajtax=S+ap
S, = agst+a+---+a,=S5,_1+a,, neN.

Ao par ((an), (Sn)) chamamos série numérica de termo geral a,.
A sucessdo (S,) é designada por sucessdo das somas parciais da série.
v
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Notacdo e Nomenclatura

A série de termo geral a,, representa-se usualmente por
400
E a, ou E an
n=1 n>1

ou ainda, por agtattapt -

Nomenclatura:

ai,as,...,an,... — termos da série

(an) — sucess3o dos termos da série
51,5,...,5,,... — somas parciais da série

(S,) — sucessdo das somas parciais da série
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Definicdo e Natureza de uma Série Numérica

Exemplo

+00 1
> %
n=1
t Ario: _ 1
ermo geral da série:  a, = 5

termos da série: termos da sucessdo (a,), i.e., %, %, %, %,
sucessdo das somas parciais da série: (S,) tal que
So = artaxt-+an
_ 1 16y
25 1-3

1 n
- 1-(:z
(2)
15

somas parciais da série: termos da sucessdo (S,), i.e., %, e %, T
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Definicdo e Natureza de uma Série Numérica

Natureza de uma série

Defini¢do (convergéncia):

+oo
Seja g ap uma série numérica cuja sucessdo de somas parciais é (Sy).
n=1
400
Se lim S, =5, ondes <R , entdo dizemos que E a, é convergente e
n——+00 1
n=

que a sua soma é s. Neste caso escrevemos

Em caso contrdrio, i.e., se lim S, n3o existe ou é infinito, entdo dizemos
n——+00

que a série é divergente.
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Definicdo e Natureza de uma Série Numérica

Exemplos
+00
o A série Z on é convergente e tem soma igual a 1. Logo,
n=1
+oo 1 B
> o= 1
n=1

+0o0o
o A série g (—1)" é divergente, pois a sua sucessdo das somas parciais
n=1

n3o tem limite.

+0o0
. 1 , . :
o A série E RN é convergente e tem soma igual a 1. Assim,
n=1 n(n + )

— 1
2 nan) "

n=1
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Séries Geométricas

Séries Geométricas

Definicio:
Chama-se série geométrica a toda a série cujo termo geral é uma

progressao geométrica. Isto é, uma série geométrica de primeiro termo
a € R\{0} e razéo r € R\{0} é da forma

atar+ar’ 4+ far" g

A série geométrica de primeiro termo a e razdo r pode representar-se

numa das formas
—+o00 —+oo
g ar" 1 ou E ar”.
n=1 n=0

Exemplos:

n +oo 3n
Z2n 1 Z o Z <_> Z =t s3o séries geométricas.
n=1 n=1
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Séries Geométricas

Convergéncia das séries geométricas

convergente se |r| < 1, e a sua soma é

—r
e
+oo
Z ar" 1 g
n=1
N\
divergente se |r| > 1
Exemplo:
ot K1 2y\n-t )
A série Z = Z 5 (5) é uma série geométrica de razdo £.
n=1
Ly 1 1 1
Como -1 < g < 1 a série é convergente e tem soma — X —— = 3
1-% )
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Séries de Mengoli

Séries de Mengoli (ou redutiveis, ou telescépicas)

Definicao:
Uma série diz-se de Mengoli se o seu termo geral se pode escrever como

diferenca de dois termos de uma mesma sucessao, i.e.,
“+o00

a série g ap € uma série de Mengoli se existir uma sucessdo (up) € um

n=1

p € N tais que

ap = Uptp — Up, VneN
ou
an = Up — Unyp, VneN.

Exemplo:

X/1 1
Z < - ) é uma série de Mengoli. [ Estude a sua natureza.]
n=1

v
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Séries de Mengoli

Convergéncia das séries de Mengoli

No caso (o outro caso tem tratamento analogo)

—+00

Z(Un - “n+p)

n=1
a série é convergente se e s6 se a sucessdo de termo geral
Upt1 + -+ + upyp € convergente. Nesse caso,

+oo
Z(“" —Untp) = UL+t Up — n—|i>Too (Unt1+ -+ tnip)-
n=1
Observacao:
Se (up) for convergente, entdo
+oo
Z(”n— Untp) = U1+-"+“p_p'n£Too””
n=1
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Séries de Mengoli

Exemplos

“+o00

4
° ———— € uma série telescdpica convergente. | Porqué?
; ) p gente. [ Porqué?]

=, n iy o )
° E In 1 é uma série telescépica divergente. | Porqué?]
n
n=1
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Condicdo Necesséria de Convergéncia e Propriedades das Séries

Propriedades das séries

e Condigdo necesséria de convergéncia.

Proposicao:
“+00
Se a série g a, é convergente entdao lim a,=0.
1 n—-+o00
n=

e A afirmac3o reciproca n3o é verdadeira, i.e.,

+o0
, . n ,
. Por exemplo, a série E In é
n+1
n n=1
divergente (ver slide 12), mas lim In =
n—+oo n-4+1

e A proposicdo pode ser enunciada da seguinte forma equivalente:
+oo

Se lim a, ndo existir ou for diferente de zero, a série E a, é
n—+00 1
n—=

divergente.
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Condicdo Necesséria de Convergéncia e Propriedades das Séries

Propriedades das séries (cont.)

@ A natureza de uma série ndo depende dos seus primeiros termos.

Proposicao:
Para qualquer p € N, as séries
+oo +oo
Zan e Z a, tém a mesma natureza.
n=1 n=p+1
—+o00
A série Z on é convergente, pois é
n=9
+o00 1
convergente a série Z 5 (ver slide 7).
n=1
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Condicdo Necesséria de Convergéncia e Propriedades das Séries

e Propriedades Operatdrias.

Proposicao:
+oo +o0o
(i) Se A € R e a série Z ap é convergente, entdo Z Aap converge e
n=1 00 +oo n=1
Z Aap, =\ Z a,.
n=1 n=1
400 —+o0
(i) Se A #0 e a série Z a, é divergente, entdo Z)\an diverge.
n=1 n=1
~+00 +o0 +00
(i) Se Z a, e Z b, sdo convergentes, entdo Z(an + b,) converge e
n=1 n=1 n=1
+o0o —+o0 +o0
Z(an + by) = Zan + Z b.
n=1 n=1 n=1
+o0o +o0o +o0o
(iv) Se Z ap é convergente e Z b, é divergente, entdo Z(an + b,) diverge.
n=1 n=1 n=1

v
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Condigdo Necessaria de Convergéncia e Propriedades das Séries

Propriedades operatérias — Observacao

+00 +oo
Se Z an e Z bp sdo ambas divergentes, entdo nada se pode concluir, a
n=1 n=1
+00
partir dai, quanto a natureza de Z(an + bp).
n=1 )
Exemplo a propésito:
+oo “+oo +oo +oo
1
)LD DL S ETND S
n=1 n=1 n=1 n=1
sao todas séries divergentes, mas
+oo oo
Z(n+2n) diverge e Z[(—l)"—i—(—l)"H] converge. [Porqué?]
n=1 n=1 )
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Condicdo Necesséria de Convergéncia e Propriedades das Séries

Propriedades operatérias—Exemplos

“+o00 —+00

. 1 - -
@ Uma vez que as séries E — e E ———— sdo convergentes, ent3o
* 2n - n(n+1)
n—= n—=

=1 1
a série Z (5 — m) é também convergente e
n=1

+o0o
1 1
> (7 amry) —Lot-o
o n(n+1)
+oo 1 +o0o +oo 1
() Z (1 + ﬁ) é divergente, pois Z 1 diverge e Z on converge.
n=1 n=1 n=1
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Séries de termos n3o negativos

Definicao:
“+o00
g a, diz-se uma série de termos n3o negativos se a, > 0, Vn € N.

n=1

Teorema (Condi¢do necessaria e suficiente de convergéncia):

Uma série de termos n3o negativos converge se, e sd se, a sua sucessao
das somas parciais é limitada superiormente.

Exemplo:
+oo
A série Z ] é convergente, visto que # >0 paratodoneNea
n=1 "
sucessdo (Sp) é limitada superiormente:
n

n

1 1 I\n

=3 g <2 =2(1-(3)) <2 vnen
k=1 k=1
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Critérios de Convergéncia para séries de termos n3o negativos Critério do Integral

Critério do Integral

Teorema (Critério do Integral):

Sejam a, > 0e f : [1,400[— R uma fun¢do decrescente tal que
f(n) = an, para todo n € N.

00 +00
Ent3o a série g an e o integral / f(x) dx tém a mesma natureza.
n=1 1
v
Exercicio:
+o00 5
Usando o Critério do Integral, estude a natureza da série g
2 +3
v
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Critérios de Convergéncia para séries de termos n3o negativos Critério do Integral

Séries de Dirichlet

Seja a € R. A série

+ool

no
n=1

chamamos série de Dirichlet de ordem « ou série harmdnica de ordem «.

Por aplicacdo do critério do integral pode concluir-se que:

convergente, se o > 1

/

divergente, se a <1
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Critérios de Convergéncia para séries de termos n3o negativos Critérios de Comparagdo

Critério de Comparacao

Teorema (Critério de Comparagdo):

Suponha-se que existe p € N tal que

0<a,<b, paratodo n>p.

Entao:
+00 too

(i) Se Z bn é convergente, entdo Z ap é convergente.
n=1 n=1

+00 oo
(ii) Se Z ap é divergente, entdo Z by, é divergente.

n=1 n=1
v
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Critérios de Convergéncia para séries de termos n3o negativos Critérios de Comparagdo

Exemplos
+oo 1
@ Qual é a natureza da série ?
nz_zl n(n®+1)

Uma vez que

1
< VneN
n(n?+1) V3’ ’
00 1 7 .- .. o,
e que > °, —5 é série de Dirichlet convergente, pelo critério de
n2
comparacgao a série é convergente.

o A série
+o00 1

Z:2n—1

n=1

é divergente. [Tire essa conclusdo usando o critério de comparacido.]
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Critérios de Convergéncia para séries de termos n3o negativos Critérios de Comparagdo

Critério de comparacao por passagem ao limite

Corolério do Critério de Comparagdo:

“+00 “+00
Sejam Zan e Z b, tais que a, > 0 e b, > 0 para todo n € N.
n=1 n:l_ o
Suponha-se que existe o limite
i a
L:= lim .
n—+00 Dp
Entdo: +oo 400
(i) Se L € RT, as séries Z ap e Z b, s3o da mesma natureza.
n=1 n=1
+o00 400
(i) Se L=0¢e Z b, é convergente, entdo Z ap é convergente.
n=1 n=1

“+o00 —+oo
(iii) Se L=+oc0e Z b, é divergente, entdo Z ap é divergente.
n=1 n=1
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Critérios de Convergéncia para séries de termos n3o negativos Critérios de Comparagdo

Exemplo:

5
A natureza da série Z n+

o pode obter-se da comparagao por

+oo
(. . 1
passagem ao limite com a série de Dirichlet g —5, que € convergente

n
. n=1
De facto, ambas as séries sao de termos positivos e

2n+5 4 3
. 7 . 2n* 4+ 5n
lim 1+1" = lim —— =2¢cR",
n—+4oco = n—+oo 1+ n?
n
| =2 2n B ;
0go, é convergente.
g 11t g
1
Exercicios:

Usando o critério de comparacdo por passagem ao limite estude a natureza
+00

+oo
. L 1
das seguintes séries: (a) Z 7 b) Zsen(l/n)
n=1 n=1

5. Séries Numéricas
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Convergéncia Simples e Convergéncia Absoluta

Série dos Mddulos

Definicdo:
—+00 “+o00
Seja Z a2, uma série numérica. A série Z |an| chamamos série dos
n=1 n=1
—+00
moddulos associada a série Z an.
n=1 )
Proposicao:
+o0 “+o0o
Se a série dos médulos Z |an| é convergente, entdo a série Z an é
n=1 n=1
convergente. |
Observacio:
Existem séries convergentes cuja série dos médulos é divergente, -
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Convergéncia Simples e Convergéncia Absoluta

Convergéncia Simples e Convergéncia Absoluta

Definicdo:
+00
Uma série Z an diz-se absolutamente convergente quando a série dos
n=1
+oo
mddulos Z |an| for convergente.
n=1
+00
Uma série Z a, diz-se simplesmente convergente quando é convergente
n=1
+o0o
mas, a série dos médulos Z |an| é divergente.
n=1
Observacio:

Toda a série absolutamente convergente é convergente.
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Critério de D'Alembert
Critério de D'Alembert (ou Critério da Razao)

Teorema:
+o0
Seja g an, uma série de termos n3o nulos. Suponhamos que existe o
.. n=1
limite ;
1
L:= lim [Z2H1]
n—oo | ap
Ent3o:

o0
(i) Se L <1, a série Z ap é absolutamente convergente.
n=1

o0
(i) Se L > 1, a série Zan é divergente.
n=1
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Critérios de Convergéncia para séries de termos quaisquer Critério de D'Alembert

Exemplo de Aplicacdo do Critério de D’Alembert:
+0oo n
A série Z pr é (absolutamente) convergente, pois
n=1
(n+1)!
A 1 (n+1)
L = lim %
n—o00 n-
nl'l
) In-—n 1
= lim (l—i——) =-<L
n—o00 n e )
Exercicio:
Usando o Critério da Raz3o estude a natureza das séries da seguinte forma:
Z 5n’ ﬁ ?é 0
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Critério de Cauchy
Critério de Cauchy (ou Critério de Raiz)

Teorema:
+0o0
Seja E a, uma série de niimeros reais. Suponhamos que existe o limite
n=1
L:= lim +/|anl|.
n——+00 | n|
Ent3o:

+o0
(i) Se L <1, a série Z an é absolutamente convergente.

n=1
+oo
(i) Se L > 1, a série E ap é divergente.
n=1
5. Séries Numéricas
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Critérios de Convergéncia para séries de termos quaisquer Critério de Cauchy

Exemplo de aplicacdo do Critério da Raiz:

A série

Jio ( n?+1 )2"
2n2 4+ 3

n=1

é (absolutamente) convergente, pois

2
L= lim n+1
n—-+4o00

2n i n+1\2 1 1
AR L R
(2n2+3) e <2n2+3> 4

Exercicio:
Usando o critério da raiz estude a natureza da série:

+oo 3n

D

(1"
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Séries Alternadas

Definicdo:
Uma série alternada é uma série da forma

+oo +oo
(1), ou > (1),
n=1 n=1

em que v, > 0 para todo n € N.

Teorema (Critério de Leibniz):

Suponhamos que (v,) é uma sucessdo de termos positivos, monétona
“+oo
decrescente e lim v, = 0. Entdo a série alternada g (—=1)"v, é
—+00

n
n=1

convergente.
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Exemplo de aplicacdo do Critério de Leibniz:

z“

n+1

Como a sucessao (%) ¢é de termos positivos, mondtona decrescente e
lim — =0, entdo, pelo Critério de Leibniz, a série é convergente.
n—+oo N
v
Observacao:
too (_1)n+1

Note que a série converge simplesmente, uma vez que é

n=1
convergente mas a sua série dos médulos é divergente.
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Apéndice: Limites de sucessGes

Algumas propriedades sobre limites de sucessoes numéricas
(ateis no estudo das séries)

© Uma sucessao é convergente para a se e sé se toda a sua subsucessao

é convergente para a. (a € R)

@ Toda a sucessdao mondtona e limitada é convergente.

© ©¢ 6 0 ©

. a - .
Sea,>0,VneN,e Iim ntl _ /, entio |lim (/a,=~/¢.
n—+o0o  ap n——+00

. X\ "
Para x € R, |im (1 + —) = ¥,
n—-+oo n
an
Paraa>1lekeN, lim — =+00.
n—+oo N
Para a € RT, lim va=1.
n——4-00
lim /n=1.
n——+00
lim Vvnl = +c0.
n——+00
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