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Determinante de uma matriz quadrada

Existe uma tnica fungdo que a cada matriz quadrada A de colunas Gy, ...

um escalar real det(A), satisfazendo:

1. det(l,) =1,

2. det(Cy,...,Cir.. Gy  Cp) = —det(Cr,..., Gy Giy o, Co),
3. det(Gy,...,aG,...,Cp) = adet(Cy,...,C...,GCn),

4. det(Cy,...,Ci+ Gi,...,Co) = det(Cy,...,Ci,...,Co)+ det(Cy,

para cada o € R, i,je{l,...,n},i;éjeC,-:a-—&—f,-.

, C, faz corresponder

A funcdo det(A) designa-se por determinante de A. Esta fun¢do também é frequentemente

denotada por |A|.
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Determinante das matrizes 1 x 1 e 2 x 2

> Se A = [a11] entdo det(A) = a11.

Exemplo: se A =[—11] entdo det(A) = —11.

> Se A= [Cl Cz} = [Zz z;j entdo

det(A) = dj11d22 — d214d12

Exemplo

Se A= E ﬂ,entéodet(A):1><4—3><2:—2.

Exercicio: Verifique as propriedades 1-4 da definicdo de determinante, para matrizes 2 x 2.
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Determinante das matrizes 3 x 3

ai1 412 413
A= [Cl G Ca} = | d21 922 a23
d31 d32 d33
det(A) = anaxnass + axaaiz + asianax

— 4314224813 — 411432423 — 421412433

Determinante ALGA ™

5/16



Regra de Sarrus (s6 para matrizes 3 x 3)

a11 d12 413
A= |31 ax» ax

d31 d32 asg

det(A) = a11822a33 + 21332813 1 4313124823 — 831822813 — 311832823 — d21312333

+aj1axass
+an1a32a1

+asi1ana

—d31d224d1
—d114832a2

—d21412433
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Regra de Sarrus - Exemplo

N =
w =N
N O W

>
I
|

det(A) =24+9+0—-6-0—4=1
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Menor, cofator e adjunta

Dada uma matriz A = [a;] n x n, seja Mj; a matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtém de A por
eliminagdo da sua linha i e coluna j.

e O menor de aj é det(M).

e O cofator (ou complemento algébrico) de a;; é A; = (—1)™ det(M).

An An o Al
_ _ , Aon Ap o A,
e A adjuntade Aéamatriznxn adjA = | . ) .
Anl An2 e Ann
Exemplo
Relativamente a matriz A do exemplo anterior,
s 3 2 5 =3
det(M21) = =-5 Ay = (—1)2+1det(/\/721) =5 e adA=|-2 -4 3
32 1 1 -1
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Teorema de Laplace

Teorema:
Seja A = [ajj] uma matriz de ordem n. Entdo
e paracadai=1,...,n,
det(A) = aipAin + -+ anAi

(desenvolvimento de Laplace do det(A) a partir da linha 7);

e paracadaj=1,...,n,
det(A) = alelj + -+ a,,jA,,J-

(desenvolvimento de Laplace do det(A) a partir da coluna j).

Corolario:
O determinante de uma matriz triangular é o produto das entradas na diagonal.
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Teorema de Laplace

Célculo do determinante de uma matriz 3 x 3:

d11 412 4di13
A= |axn axn axs|,
431 d32 433

pelo Teorema de Laplace, por expansao a partir da primeira linha, obtém-se

det(A) = anAu + aAx + a13Ai3 =

a1 ax
as31 a3

a1 a3
d31 as3

a2 a3
d32 4as3

ap(—1)t! + ap(—1)1"2 + apz(—1)*3

= a11822a33 — A11823332 — A12821833 1 812423831 1 813421832 — 313322431-
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Teorema de Laplace — Exemplo

Considere-se, novamente, a matriz

w = N
N O W

Célculo do det(A) pelo Teorema de Laplace, por expansio a partir da terceira coluna:

det(A) = 3A13 + OA23 + 2A33
11 1 2
_ _1\1+3 _1\3+3
= 31, S+ 2A-D ]
= 33-2)+2(1-2)
1.
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Propriedades do determinante

Para além das propriedades enunciadas na definicdo, o determinante também tem as seguintes
propriedades:

5.

10.

det(A) = det(AT), logo as propriedades vélidas para colunas (linhas) s3o vélidas para linhas
(colunas).

. Se A tem uma linha (coluna) nula, ou duas linhas (colunas) iguais, entdo det(A) = 0.
. Se B resulta de A por uma troca de duas linhas (colunas), Lj <+ L;, entdo det(B) = — det(A).

. Se B resulta de A por multiplicagdo de uma linha (coluna) de A por um escalar «, L; := al;,

entdo det(B) = adet(A).

. Se B resulta de A substituindo a linha i pela sua soma com um muiltiplo da linha j,

Li := Li + alL;, entdo det(B) = det(A).

det(AB) = det(A) det(B).

Nota: det(A + B) # det(A) + det(B).
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Determinante, adjunta e inversa de uma matriz

Teorema
A é invertivel < det(A) # 0.

Corolario
Seja A n x n. O sistema homdgeneo AX = 0 tem uma solugdo n3o trivial se e s6 se det(A) = 0.

Teorema
Seja A invertivel. Entdo

> det(A!) = detl(A);

adj A.
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Regra de Cramer

Seja A n x n tal que det(A) # 0.

Entdo o sistema AX = B é possivel e determinado e a sua Unica solugao é

X1
X=|:1,
Xn
com
det(Aj) .
= =1,...
Xj det(A) ) J ) , N,

onde A; se obtém de A por substituicdo da sua coluna j pela coluna B.
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Regra de Cramer — Exemplo

X1—|—X2—|—X3:1 1 1 1 ].
X1+ 2x3=10 = A=1|1 0 2|, B=]0
2x1—x+ x3 =1 2 1 1

Como det(A) =4 # 0, o sistema pode ser resolvido pela Regra de Cramer.

1 11 111 111

0 0 2 1 0 2 1 00

1711_4_1 _2 1 1_2_1 2711_—2_ 1
T et(A) 4 0 T de(A) 4 20 ST det(A) 4 2
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Significado geométrico do determinante

Area de um paralelogramo

o/

Area(u,v) = |det(A)] para A= [u v] matriz2x2

Volume de um paralelepipedo

\/W

Volume(u, v, w) = |det(A)] para A=[u v w]| matriz3x3
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