1. Séries numéricas

(Slides com ligeiras adaptacdes de outros ja existentes fortemente baseados no
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Séries numéricas
Definicdo: Seja (a,)neny uma sucessdo de niimeros reais. A expressdo
al+32+a3+...+an+...

chama-se série gerada pela sucessdo (ap)nen. A série também pode ser
representada por

—+00
E dn ou E dn ou E dp.
n=1

neN n>1

Dizemos que a, é o termo geral da série.
Seja, para cada n € N,

n
Sh=a1tatatota=) a
k=1

A sucessdo (Sp)nen chama-se sucessdo das somas parciais
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Convergéncia de uma série

“+o00
Definicao: Dizemos que a série g a, é convergente se

n=1

existe e é finito. Neste caso, chama-se soma da série ao valor desse limite
e escrevemos

+oo

ap= lim §,.
Z n n—-+o00 n
n=1

Se “T S, ndo existe ou € infinito, dizemos que a série é divergente.
n—-+00o
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Séries numéricas

Exercicio: Indique a natureza das seguintes séries e, em caso de

convergéncia, calcule a sua soma:
“+oo

0 (-1

n=1

“+o00
@) »

n=1

+oo
(3] Za, onde a € R

n=1

“—\n n+1
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Séries numéricas

Observacao: O estudo das séries numéricas é composto por duas
vertentes:

@ determinar a natureza da série (convergéncia ou divergéncia da série);

@ no caso de convergéncia, calcular a soma da série.

O célculo da soma de uma série convergente n3o é, em geral, possivel
dada a dificuldade em determinar o limite da sucessdo das somas parciais.

H4 dois exemplos de séries para as quais é possivel calcular a sua soma,
caso sejam convergentes: s3o as séries geométricas e as séries de Mengoli.
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Séries geométricas

Definicao: Chama-se série geométrica a toda a série que é gerada por
uma progressao geométrica, ou seja, trata-se de uma série do tipo:

+oo +o00
a+af+3f2+--'+ar”*1+---zg ar”:E ar™ 1,
n=0 n=1

onde a € R\ {0} é o primeiro termo da série e r € R\ {0} a raz3o.

Observacao: Note-se que o termo geral da sucessdo de somas parciais é
dado por

na ser=1
S, = ) .,
—r
1.
1_ra se r#
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-
Séries geométricas

“+o0o
Proposicdo: A série geométrica E ar™ ! converge se e s6 se |r| < 1. Em

n=1

A . a
caso de convergéncia, a soma é dada por 1

Exercicio: Verifique se as seguintes séries sdo convergentes e, em caso
afirmativo, determine a sua soma:

+oo n

99

. (m)
“+o00

o> 1r(3)

n=1

10 5p—1
5) 22

n=1

3!1
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-
Séries de Mengoli

“+oo
Definicao: Uma série g ap diz-se série de Mengoli (ou redutivel ou

n=1
telescépica) se o seu termo geral se puder escrever numa das seguintes

formas:
dp = Up — Upyp OU ap = Upyp — Up

onde (up)nen é uma sucessdo e p € N.

Observacdo: No caso em que a, = U, — Uptp, temos que

n
Sn:Z(uk_uk+p): up -t tp = (Ung1 o A Ungp)-
k=1

No caso em que a, = Up4p — Uy, temos que

n

Sn:Z(ukﬂ,—uk):u,,+1—|—...+u,,+p—(u1—|—...—i—up).
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Séries de Mengoli

Exercicio: Estude a natureza das seguintes séries e, em caso de
convergéncia, determine a sua soma:

> (e )

(Universidade de Aveiro, 2023/2024) 1. Séries numéricas Céleulo Il - C 9 /32



Séries numéricas

Observacao: O estudo da natureza de uma série pode ser feito sem
recurso a construgdo explicita da sucessdo das somas parciais (Sp)nen,
recorrendo a testes ou critérios de convergéncia.

“+o00
Teorema: A série g an é convergente se e sé se a série
n=1
+o00
Rm=ami1+am2+...= E an
n=m+1
400
(série dos termos apds m) é convergente. Adicionalmente, se g ap é
~ n=1
convergente, entdo
lim R, =0.
m—-4-00

Nota: A R, chamamos resto de ordem m da série.
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Propriedades das séries numéricas

Observacdo: O teorema anterior afirma que a natureza de uma série n3o
depende dos seus primeiros termos, isto €, as séries

—+00 “+oo
E dn € E an
n=1

n=m+1

ou sdo ambas convergentes ou ambas divergentes.

“+o00
Teorema: A série Z an converge se e sO se
n=1
m
Ve >0dng e NVm,neN:m>n> ny= Zak <e.
k=n
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-
Condicdo necessaria de convergéncia

+oo
Teorema (Condig3do necessédria de convergéncia): Se a série E an é
n=1

convergente, entdo lim a, = 0.
n—oo

Observacao: O resultado anterior é considerado como um primeiro
critério para estudar a natureza de uma série. Na verdade, o critério é util
na sua forma contrapositiva, isto é:

“+00

lim a, # 0 ou lim,_, 1 a, ndo existe = E a, é divergente
n—-+o00 1
n—=

revelando-se, assim, como um "critério de divergéncia”.

Note-se que se Iirp a, = 0, nada se pode concluir sobre a natureza da
n—-+oo

série.
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Limites notaveis uteis no estudo da natureza de uma série
numeérica

lim VnP=1 (peN)

n—-+o0o

lim v/nl = +o00

n——+00
. b\"
im (1+—-) =¢e° (beR)
n——+00 n

an

lim =400 se a>1 (keR)

n—-+00 ﬁ
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Natureza de uma série

Exercicio: Analise a natureza das séries seguintes:
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Propriedades aritméticas das séries numéricas

Teorema:

@ Sejam ;r“{ an e Zﬁg b, duas séries numéricas convergentes com

somas A e B, respetivamente. Entdo a série "% (a, + by) é
convergente e tem soma A + B, isto §,

+00
> (an+ bn) Za,,+Zb,,_A+B
n=1

+

@ Se ) ', a, é convergente e tem soma A, entdo, para todo A € R,
Z 1 A\an é convergente e tem soma AA, isto é,

+o0o +oo
Z)\an = )\Zan = )\A.
n=1 n=1
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Propriedades aritméticas das séries numéricas

Teorema:

+00 oo
e Seja A € R\{0}. Se Z ap € divergente, entdo Z Aap, é divergente.

n=1 n=1
“+o0o “+o0o
e Se E an é convergente e E b, é divergente, entdo a série
n=1 n=1
+o00
E (an + by) é divergente.
n=1

Observacao: Note-se que o ultimo resultado nada afirma quanto ao caso

de ambas as séries serem divergentes. Na verdade, a série resultante
—+o0

Z(an + b,) tanto pode ser convergente como divergente.

n=1
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Propriedades das séries numéricas: exercicios

Exercicio: Verifique se as seguintes séries sdo convergentes e, em caso

afirmativo, determine a sua soma:
+oo n
(1] 501In
> som ()
+o00o 1
o3 (v5)

n=2

o 2 [(7)+(3)]

n=1

+oo 3n _on

> ——

n=1

(Universidade de Aveiro, 2023/2024) 1. Séries numéricas

Cilculo Il = C

17 / 32



Séries de termos n3o negativos

+oo
Definicao: Dizemos que a série E an é uma série de termos nao

n=1

negativos se a, > 0, Vn € N.
+oo
Teorema: Seja Z an, uma série de termos n3o negativos. Entao a

n=1
sucessdo das somas parciais associada a série é mondtona crescente.

+o0o
Teorema: Seja E a, uma série de termos nao negativos. Entdo, a série é

n=1
convergente se e sé se a sua sucessao das somas parciais é limitada

superiormente.
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Critério do Integral

Teorema: (Critério do Integral) Seja ;r;“i an uma série de termos nao

negativos e f : [1,+0o[— R uma fungdo decrescente e tal que f(n) = ap,

Vn € N. Ent3o
+oo +oco
Z a, e / f(x)dx
n=1 1

tém a mesma natureza.

Exercicio: Estude a natureza das seguintes séries:
+o0 1
°> ;
n
n=1

—+o00
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Série harménica de ordem p

Observacao: A condicdo necessdria de convergéncia e o Critério do
Integral permitem concluir que a série do tipo

+ool

nP
n=1

converge se e s6 se p > 1 e diverge se p < 1.

Esta série é conhecida como série harménica de ordem p ou série de

Dirichlet de ordem p e é muito util para estudar a natureza de outras
séries numéricas.
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Critério da Comparacao

Teorema (Critério da Comparagdo): Suponha-se que existe ny € N tal que

0<a,<b, Vn>ng.

Ent3o:
+o00 +o00o
[} Z bn converge = Z an converge.
n=1 n=1

“+o00 —+o00
° Z ap diverge = Z by, diverge.
n=1 n=1

“+oo +oo
Observacao: Convém notar que, se Z b, for divergente ou Z a, for

n=1 n=1
convergente, nada se pode concluir.
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Critério do Limite

—+00 “+oo

Teorema (Critério do Limite): Sejam Z an e Z b, duas séries tais que

n=1 n=1
a,>0e b, >0, Vn e N. Suponha-se que existe o limite

L= lim —.

Ent3o verificam-se as condicdes seguintes:

@ se L € RT, entdo as séries tém a mesma natureza.

“+o0o +oo
@ se L =0, Z b, converge = Za,, converge.
n=1 n=1
“+o0o +oo
@ se L = +o0, Z b, diverge = Za,, diverge.
n=1 n=1
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N
Critério do Limite

“+oo
Observacao: Podemos assim concluir que a série g b, funciona como
. . . n:1
referéncia, sendo necessdrio conhecer a partida a sua natureza. A escolha
—+00
desta série é normalmente sugerida pela forma da série g an. Em muitas
n=1
—+o00
situacOes, as séries de Dirichlet g — ouas séries geométricas revelam-se
n
n=1

de grande utilidade (como referéncia).
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Exercicios

Exercicio: Use o Critério da Comparacdo ou o Critério do Limite para

estudar a natureza das séries seguintes:
+oo +oo

a sen?(n) 1
();,ﬂ (b)nz:;ner

+oo 1 +00 10”2
(c)217n—13 (d);n6+1
00 1
Z e X (5)
= cos*(n—1) X el/n
(8) zjlng;/z (h) z; n
+o00 1 00 1
(D)) —F= 0 ==
20 PR
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Convergéncia simples e absoluta

+o0 00
Definicao: Seja Za,, uma série de nimeros reais e Z lan| a
n=1 n=1
correspondente série dos médulos.
+o0 +o0o
(a) Se Z |an| converge, entdo Z a, diz-se absolutamente convergente.

n=1 n=1

+00 +00 +oo
(b) Se g |an| diverge mas g a, converge, entdo Z ap diz-se
. n=1 n=1 n=1
simplesmente convergente.

Teorema: Toda a série absolutamente convergente é também
convergente.
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Convergéncia simples e absoluta

Observacao:
+o0o
(a) Realga-se que se Z |an| diverge, entdo nada se pode concluir sobre a
n=1
+oo
natureza da série Z an. Esta pode ser convergente ou divergente.
n=1
+oo
(b) Como Z |an| é uma série de termos ndo negativos, entdo podemos
n=1

aplicar os critérios vistos anteriormente para estudar a sua natureza.
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Convergéncia simples e absoluta

Exercicio: Verifique se as séries seguintes sdo absolutamente

convergentes:

+oo n
0oy &)

n
n=1

+00 n
QZQ

n

n=1
+oo

o Z cos(n)

(Universidade de Aveiro, 2023/2024) 1. Séries numéricas

Cilculo Il = C

27 / 32



Critério de D'Alembert ou Critério do Quociente

+oo
Teorema (Critério de D'Alembert ou Critério do Quociente) Seja E an
. . . n=1
uma série de nlimeros reais ndo nulos e
. dp+1
L= lim 12l

n—-+o00 ’an‘ ’

Se o limite existir, verificam-se as condi¢Ges seguintes:
+oo
@se0< [ <1, entio Z an é absolutamente convergente.
n=1
—+o00
@ se L > 1, entdo Z an é divergente.
n=1

Nota: se L = 1, nada se pode concluir (devemos utilizar outro critério
para estudar a natureza da série).
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Critério de Cauchy ou Critério da Raiz

+oo
Teorema (Critério de Cauchy ou Critério da Raiz) Seja Z ap uma série
n=1
de ndmeros reais e
— H n
t= I Vienl
Se o limite existir, verificam-se as condi¢des seguintes:
+00
@se0 <[ <1, entio Z an é absolutamente convergente.
n=1
+oo
@ se L > 1, entdo Z an é divergente.
n=1

Nota: se L = 1, nada se pode concluir (devemos utilizar outro critério
para estudar a natureza da série).
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Exercicios

Exercicio: Estude a natureza das seguintes séries:

+o0o _1)7
(2) Z (n!2?’
.
(©) D 30m
E
(&) > (-1
n=1

@>n(2)

(Universidade de Aveiro, 2023/2024)

)3 ('”n”>n

n=1

X pin?
(d) ; (2n)!
+oo

Oy ()

n=1

+oo
3"nl +1
D> ——

n=1
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Critério de Leibniz

Definicao: Uma série alternada é uma série onde os seus termos sao
alternadamente positivos e negativos, ou seja, uma série do tipo

+oo +oo
d (-1)"a, ou > (-1)"a,
n=1 n=1
onde a, > 0, Vn € N.
+o00
Teorema (Critério de Leibniz): Seja Z(—l)”an tal que:
n=1

@ a,>0,VneN
@ lima,=0
n—oo

@ a sucess3o (a,)nen € mondtona decrescente.

Ent3o a série alternada é convergente.
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Critério de Leibniz

Exercicio: Estude a natureza das seguintes séries. Em caso de
convergéncia, indique se a convergéncia é simples ou absoluta.

+oo

o> (-1
IS

o Z(—nnm
e 1

o n;(—n" 7
~— (-1)
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