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CAPITULO 3

Extremos de fungoes reais de varias variaveis reais
(parte 2)

— material de apoio —



3.1 Algumas nogoes topologicas em R" (n € N)
3.2 Conceitos basicos sobre f.r.v.v.r.
3.3 Limites e continuidade (breve referéncia)

3.4 Derivadas e gradientes

3.5 Extremos globais, extremos locais e extremos condicionados
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3.5 Extremos globais, extremos locais e extremos
condicionados

Definigao (extremos globais / locais)
Sejam f: D CR" — R e p € D. Diz-se que:

@ f(p) € o maximo global (ou absoluto) de f se f(x) < f(p), Vx € D.
@ f(p) € o minimo global (ou absoluto) de f se f(x) > f(p), Vx € D.

@ f(p) € um maximo local (ou relativo) de f se existir r > 0 tal que
f(x) < f(p), Vx € DN B(p).

@ f(p) € um minimo local (ou relativo) de f se existir r > 0 tal que
f(x) > f(p), Vx € DN By(p).

Um extremo de f € um qualquer seu maximo ou minimo. Os pontos p onde
os extremos sao atingidos designam-se por extremantes (maximizantes ou
minimizantes, consoante o caso).
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Existéncia de extremos absolutos

Teorema (de Weierstrass)

Se D C R" é um conjunto fechado e limitado e f : D — R é uma fungao
continua, entdo f atinge os seus valores maximo e minimo em D, ou seja,
existem p, q € D tais que

flp) < f(x) <f(q, VvxeD.

Exemplo

A fungéo f(x, y) = 4 — x®> — y? possui extremos globais no conjunto
D={(x,y) € R?: x® + y? < 4}.
Quais sao esses valores? Em que pontos sao atingidos?

Em R2, o méaximo (global) de f é 4 = £(0,0), mas f ndo tem minimo global
neste conjunto. No entanto, tal ndo contradiz o Teorema de Weierstrass!
Porqué?
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Existéncia de extremos locais (condigcao necessaria)

Teorema (de Fermat)

Sejaf: D C R" — R diferenciavel em p € int(D). Se f(p) € um extremo de f,
entao Vf(p) = (0,...,0).

Definicao (pontos criticos)

Seja f : D C R" — R diferenciavel em p € int(D). Diz-se que p € um ponto
critico de f se Vf(p) = (0,...,0).

A funcao

f(x,y) = =3x%y — y® + 2x% + 2y2 +1
tem quatro pontos criticos: (0,0); (0,3); (3,2); (— 5, %); Verifique!
Mais adiante veremos se estes pontos sdo, ou nédo, extremantes.

Sugestao: Usar o GeoGebra3D para uma analise prévia ao comportamento
da funcgao f junto a estes pontos.
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Classificacao dos pontos criticos: pontos de sela

Seja f: D C R" — R diferenciavel em p € int(D). Se p é ponto critico de f
mas nao é um seu extremante, entao p diz-se um ponto de sela de f.

v

Exemplo (ponto critico / ponto de sela)

O Gnico ponto critico das fungdes f(x,y) = x2 + y?> e g(x,y) = x> — y? é o
ponto (0, 0). No entanto,

@ £(0,0) = 0 & (o unico) extremo de f (€ minimo absoluto).

@ g(0,0) = 0 nao é extremo de g. De facto, em qualquer bola B,((0, 0))
tem-se

(x0,0) € B/((0,0)) e (0,%) € B/((0,0)) se xo, Yo €]0, r[;

9(X0,0) = x5 >0=9(0,0) e g(0,y)=—y¢ <0=g(0,0).
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Matriz hessiana

Definigao (matriz hessiana e determinante hessiano)
Sejam f: D C R” — R e p € int(D). Supondo que existem as derivadas

parciais de segunda ordem de f no ponto p, a (matriz) hessiana de fem p é
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O determinante de H;(p) designa-se por (determinante) hessiano de f em p.
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Nota: A hessiana H;(p) é sempre uma matriz simétrica quando f é de classe

C? numa bola centrada em p (porqué ?).
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Classificacao dos pontos criticos via valores proprios

Proposigao (teste dos valores proprios da hessiana)

Sejamf: D C R" — R e p € int(D) um ponto critico de f. Suponha-se que f
& de classe C? numa bola centrada em p. Ent&o:

@ se todos os valores préprios de H:(p) forem positivos, f(p) é minimo
local de f.

@ se todos os valores proprios de H;(p) forem negativos, f(p) é maximo
local de f.

© se H;(p) tiver pelo menos um valor préprio positivo e um outro negativo,
p é ponto de sela de f.

Nota: Sob as hipoéteses indicadas, a hessiana H;(p) é necessariamente uma
matriz simétrica, pelo que possui n valores proprios reais (podendo estes ser
repetidos).
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Classificacao dos pontos criticos via menores

Corolario (teste dos menores principais da hessiana)
Sob as hipoteses da proposicao anterior, se det(Hs(p)) # 0, entdo:

@ se todos os menores principais de Hs(p) forem positivos, f(p) é um
minimo local de f.

@ se os menores principais de He(p) forem alternadamente negativos e
positivos, comegando o primeiro por ser negativo, f(p) é maximo local
def.

@ se nenhuma das situagées anteriores ocorrer, p é ponto de sela de f.

v

Nota: Repare-se que o caso 3 acima ocorre quando existir um menor de
ordem par negativo ou dois menores de ordem impar com sinais diferentes
(pelo que p é ponto de sela de f em tais casos).

Recordar: Os menores principais de uma matriz [a;] 7/.=1 s&o os

determinantes .
det ([a,-,-]l.j=1), k=1,...,n
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Classificacao dos pontos criticos via menores

Corolario (teste das segundas derivadas - caso de 2 variaveis)

Sejam f : D C R? — R e (a, b) € int(D). Suponha-se que Vi(a,b) = (0,0), f é
de classe C? numa bola centrada em (a, b) e det(H(a, b)) # 0.

@ Sedet(H(a, b)) >0 e g—iﬁ(a, b) > 0, entao f(a, b) é minimo local.

@ Sedet(H(a, b)) >0 e %Z(a, b) < 0, entdo f(a, b) é maximo local.

@ Se det(H¢(a, b)) < 0, entdo (a, b) é ponto de sela de f.

Vejamos alguns exemplos de determinacdo de extremos locais, onde as
funcdes envolvidas s&o do tipo polinomial e, portanto, de classe C? (o que, a
partida, permite usar o critério indicado).
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Classificacao dos pontos criticos - exemplo 1

Seja f(x,y) = —3x2y — y3 +2x% + 2y% + 1.

@ Pontos criticos: (0,0), (0, %), (2,2), (- 2,2).

353
8%f B2f
. B2 4-6 —6x
@ Hessiana: H;(x, y) = [ pe agéfy ] = { —6xy 46y ] .
dyox oy?
4 0 2
@ det(H(0,0)) = 0 4|=16>0 e 27(0,00=4>0
((0,0) é minimizante local de f).
-4 0 2
o dar(Hi(0.8)=| o °, ‘:16>o e 21(0,4)=—4<0
(0, 2) é maximizante local de f).
0 4
@ det(Hi(—2,2)) = ’ 4 0 ’ =-16<0 ((— 2, 2)épontode selade f).

0 -4
o w3 3)=| %
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Classificacao dos pontos criticos - exemplo 2

Seja f(x, y) = x* + x2 + y5.

@ Pontos criticos: (0, 0).

L g it 12x2+2 0
@ Hessiana: H(x,y) = c;?)gf 65(28fy = { 0 6 ]
dydox  0y2 y
2 0
0 0

@ Analise direta da funcao na vizinhanca de (0, 0): toda a bola centrada na
origem possui pontos da forma (0, y), com y € R. Como

@ det(H(0,0)) = ’ =0 (o teste anterior ndo se pode aplicar!)

f0,y)=y><0 se y<0 e f(0,y)=y®>0 se y>0,

conclui-se que (0,0) nao é extremante de f (€ ponto de sela).

Exercicio: Verifique que (0,0) é também o Unico ponto critico da fungao
g(x,y) = x* + x> + y*. No entanto, neste caso, (0, 0) & minimizante (global),

apesar de 0 hessiano ser igualmente nulo neste ponto.
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Classificacao dos pontos criticos - exemplo 3

Seja f(x,y,z)=x+(y —1)(x —Inz) — Inx.

@ Pontos criticos: (1,1, e).

49 0
X2
@ Hessiana: Hs(x,y,z) = [ 1 0o -1 ] , x>0Az>0.
-4
0 -1 &

@ Menores principais da hessiana no ponto (1,1, e):

11 1 1 0
det [1]=1, det [ 10 ] =1, det|1 0 —e'|=-e2
0 —e! 0
@ Como o menor de ordem par é negativo, (1,1, e) € ponto de sela da

fungao f. A conclusao também pode ser justificada pelo facto dos
menores de ordem impar terem sinais diferentes.
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Procedimento para o calculo de extremos absolutos

Atendendo ao Teorema de Weierstrass e ao Teorema de Fermat, para se
calcular os extremos absolutos de uma fungao continua num conjunto
limitado e fechado, podemos proceder do seguinte modo:

@ identificar os pontos criticos da fungéo no interior do conjunto;

@ considerar os pontos interiores onde pelo menos uma das derivadas
parciais da funcao néo esteja definida;

© considerar os pontos da fronteira do conjunto;

© calcular o valor da fungédo em cada um dos pontos identificados nos
passos anteriores (o menor desses valores serd o minimo global e o
maior valor sera o maximo global).
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Determinar os extremos absolutos da fungao f em D, onde
fx,y)=x2+y? —x—y+1 e D={(x,y) e R?: x2 + y2 < 1}.
(tais extremos existem uma vez que f é continua e D é fechado e limitado).

@ O dnico ponto critico de f no interior de D é (3, %) (embora tal ndo seja
necessario para concluir, pelo teste das segundas derivadas pode
concluir-se que este ponto € um minimizante local de f);

@ Como f é diferenciavel em todos os pontos interiores de D, ndo ha
candidatos adicionais neste passo;

© Considerar os pontos situados na circunferéncia
C={(x,y) € R?:x?+y2 =1}, aqual pode ser interpretada como
imagem de uma funcao (caminho) de uma sé variavel:

r(t) = (cost, sent), te]0,2n].

A composicao (for)(t)=2 —cost —sent da, para t € [0,27], oS
mesmos valores de f em C. Sendo continua no intervalo fechado e
limitado [0, 27] , entdo f o r tem extremos absolutos neste intervalo. Os
candidatos a extremantes de f o r sdo os pontos criticos t = Z e t = 3% e

0s pontos fronteiros t =0 e t = 27.
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Exemplo (cont.)

@ (cont)
r(0) = r(2m) = (1,0),

) e r(57/4)= (-

N

1 1 2 2 2
(30)=5 (5 5) =2~ VB (- .- F) =2

+
5
P

—
2

|

—

O méaximo absoluto de f é 2 + v/2 e é atingido em ( — 2, —2);

O minimo absoluto de f é % e é atingido em (5 5)
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Extremos condicionados

No passo 3 do exemplo anterior procuramos os extremos da fungéao

f(x,y) = x*> + y> — x — y + 1 quando restrita & curva de nivel x® + y?> = 1.
Mais geralmente (a 2 variaveis), trata-se de um exemplo de determinacao de
extremos condicionados, do tipo

maximizar / minimizar f(x,y) sob a condicdo g(x,y)=c.
(no exemplo concreto temos g(x, y) = x° + y?> e ¢ = 1).

Abordagem alternativa: suponha-se que g é diferenciavel e que a curva de
nivel g(x, y) = ¢ é descrita por um caminho r(t). Por um lado, sabe-se que o
gradiente Vg(xo, ¥o) € ortogonal aos vetores tangentes a curva de nivel em
(X0, Yo) = r(fo). Por outro lado, se f e r forem diferenciaveis e se t, for um
extremante de f o r (interior ao dominio desta fungao), pela regra da cadeia

0= (for)(t) =Vi(xo,yo) - r'(t).

Assim, Vf(xo, yo) € também ortogonal aos vetores tangentes a curva em
(X0, o), pelo que Vf(xo, o) € Vg(Xo, yo) sao colineares. Portanto, o ponto
(X0, yo) tera de ser solugao de

Vf(X,y) = )‘VQ(X7y)

para algum X\ € R, pelo menos nos casos em que Vg(x, y) # (0,0).
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Multiplicadores de Lagrange

Teorema (método dos multiplicadores de Lagrange)

Sejam D C R" um aberto e f, g de classe C' em D. Seja
N ={x € D:g(x) =c} (para algum c € R dado). Se a restricao de f a N tem

um extremo local num ponto p € N para o qual Vg(p) # 0, entdo existe A € R
(dito multiplicador de Lagrange) tal que

Vi(p) = AVg(p).

Nota: O resultado anterior diz-nos que (p, \) € um ponto critico da fungéo £
de (n+ 1) variaveis (conhecida por Lagrangeano) definida por

L(X1, .. Xn, A) = F(X1,..., Xn) — M(g(X1, ..., Xs) — C).

Podemos resumir a aplicacdo do método anterior do seguinte modo:
Vi(x) = AVg(x)
gx)=c ’
@ Verificar se existe x € \ tal que Vg(x) = 0

@ Calcular o valor de f nos pontos identificados nos passos 1 e 2.
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Multiplicadores de Lagrange - exemplo de aplicacao

Exemplo: Determinar os extremos da fungéo f(x,y) = x?+y2 — x — y +1 ao
longo da circunferéncia C = {(x, y) € R2 : x? + y? = 1}, ou seja, max./min.
f(x, y) sujeita a restricdo g(x, y) = 1, onde g(x, y) = x? + y?:

(" ] 1
2x —1 = \2x X = 53—
Vf(Xa}’)=)\V9(XaY) = 2y_1=>\2y — _2(11 »
g(x.y) =1 N£1) ) YAy
’ X2+ y? =1 x2+y2 =1

Substituindo as quantidades x e y na terceira equacgao do sistema,
obtemos os multiplicadores A\ =1 —1/v/2eA=1+1/v/2eo0s
correspondentes candidatos a extremantes

(XaY)=(§,§) e (X,y)=(f@—@).

@ A condicdo Vg(x, y) = (0,0) ndo da origem a nenhum candidato, pois tal
equivale a (x, y) = (0,0) mas este ponto nao pertence a circunferéncia C.

© Sendo f continua e C um conjunto fechado e limitado de R?, pelo
Teorema de Weierstrass f possui extremos absolutos neste conjunto:
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Multiplicadores de Lagrange - exemplo de aplicacao

(cont.)

© (cont.)
"y . . 2 V2
O méximo absoluto de f em C é 2 + /2 e é atingido em (- o —7);
O minimo absoluto de f em C é 2 — /2 e é atingido em (?, ?)

Nota: Em comparacdo com o passo 3 da abordagem seguida nos slides
15-16, repare-se que o ponto (1,0) nao aparece agora como candidato a
extremante por aplicagdo do método dos multiplicadores de Lagrange (na
verdade, (1,0) nao é extremante e surgiu na altura associado a
“parametrizagao” escolhida para a circunferéncia).
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