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FicuA DE EXERcicIOS 5
SERIES NUMERICAS

1. Determine o termo geral da sucessao das somas parciais, S,, e a soma S (se possivel) de cada
uma das seguintes séries:
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, sabendo que a sucessao das somas
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2. Calcule, se possivel, a soma da série E [(5) + b,
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parciais associadas a série g bn € dada por S, = {/—, n €N,
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3. Seja Zan uma série numérica, convergente e de soma igual a S. Calcule a soma da série
n=1
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4. Determine, se existir, a soma da série Z Uy, onde u, = o\ N .
— (3) sen >4
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5. Considere a série ——— (onde a é um parametro real, com a # —1).

(a) Determine os valores de a para os quais a série dada é convergente.

(b) Para um dos valores encontrados na alinea anterior, determine a soma da série.

6. Escreva na forma de fracao as seguintes dizimas periddicas:
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0.555 = — 4 - 4+ _° 4 ... (c) 1,345345---=1,345
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(b) 0,343434---=0,34 (d) 0,324101101101--- = 0, 324101



7. Indique, justificando, se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras ou falsas:
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(a) Seja E a, uma série de nimeros reais.
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i) Se lim a, = 0, entao a série converge.
n—oo

ii) Se a série converge, entdo lim a, = 0.
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i11) Se lim a, = =, entao a série diverge.
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(b) A série E a, converge se e sé se:
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8. Estude a natureza das séries seguintes:
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9. Sejam Zan e an duas séries de termos nao negativos, tais que lim /b, = = e
n—o0o 3
n=1 n=1
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an = b, + %, Vn € N. Indique, justificando, a natureza da série Z(an + by,).
n=1

10. Verifique se as séries seguintes sao convergentes e, em caso afirmativo, indique se sao absoluta-
mente ou simplesmente convergentes:
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11. Verifique que as seguintes séries sao alternadas convergentes. Indique, justificando em cada
caso, se a convergencia é simples ou absoluta.
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(=1) (Sugestdo: tenha em conta o 1.° exercicio resolvido desta ficha.)

(Sugestao: n! <n", n=23,4,...)

(c) ZW, sendo « €] — o0, 1]

(d) ZQ%, sendo « €]1,+o0]

12. Sabendo que as sucessoes (a,,), € (b,)n sdo tais que
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E a, = 15, an:<—> , paran>9 e b,>a,, para n > 20,
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estude a natureza das séries numeéricas E a, € g b,,.
n=1 n=1

13. Uma bola de borracha cai de uma altura de 10 metros. Sempre que bate no chao, a bola sobe
2/3 da distancia percorrida anteriormente. Qual é a distancia total percorrida pela bola (até
ficar em repouso)?
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14. Considere as séries Z(—l Z R
n
n=1

(a) Estude a natureza de cada uma das séries.
(b) Indique o limite do termo geral das séries.
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c) Sendo -1 n_ + b, i, indique a natureza da série b,,. Justifique.
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15. Seja (a,) uma sucessao de numeros reais tal que a; # 0 e a,41 = 1 a,, para todo n € N.
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Indique, justificando, a natureza da série Z Q-
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16. Calcule a soma da série Z
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sabendo que Z — = E

n+n

17. Estude a natureza das seguintes séries numéricas. Em caso de convergéncia indique se a con-
vergéncia ¢ simples ou absoluta.
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Exercicios Resolvidos
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1. Estude a natureza da série ; Uy = ; o usando o Critério do Integral.
Resolugao:  Seja f : [2,+00[— R a fungdo definida por f(z) = l Notando que
xlnx
u, = f(n), n=23,4,... e que:
e f é continua em |2, +00[;
e f(x) >0, Vx € [2,+00];
e f é decrescente em [2, +o0[, pois
Inz) Inz+zl 1 1
f/(x):—($ n.) = — EN L <0, Vzel2,+o0.

22In*z 221In’x 22In’z
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Estamos em condicoes de aplicar o Critério do Integral, pelo que a série Z
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improprio
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Para isso, calcule-se o limite:

e o integral
nlnn

tém a mesma natureza. Estudemos a natureza do integral improprio.
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L= lim 1/t dt = lim [In(Int)]; = lim [n(lnz) —In(In2)] = +oo.
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Como L nao é finito, o integral / f(z) dx diverge. Concluimos que a série dada é divergente.
2
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2. Use o Critério do Limite para estudar a natureza da série E a, = E #
n
n=1 n=1
Resolucao: Como a série dada é de termos nao negativos podemos usar o Critério do
“+o0o “+o0o 1
Limite. Vamos usar como referéncia a série E b, = E — que é uma série de Dirichlet com
n
n=1 n=1
a =2 > 1, logo convergente.
Analisemos o limite
b arctg (1/n)
. . 2 .
L= lim == lim —%—— = lim arctg(l/n) = arctg0 = 0.
wﬁ+a>an n——+oo 55 n—-+oo
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Como L = 0 e a série g b, = 5 —; € convergente, podemos afirmar que a série g G,
n
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também converge.
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. Use o Critério de Cauchy para estudar a natureza da série Z < ) .
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Resolugao: A série em estudo é divergente. Na verdade,
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. Prove que a série g (—=1)"ay,, com a, =sin(1/n), n € N, é uma série alternada convergente.
n=1

Resolucgao: Comecemos por verificar que se trata de uma série alternada. Tendo em

1
conta que 0 < — < 1, o ndmero real z = 1/n €]0,7/2[, portanto sinx é positivo, ou seja,
n
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a, > 0, Vn € N. Entao a série 5 (—1)"sin (—) é alternada. Podemos agora aplicar o

n
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Critério de Leibniz. Facilmente se verifica que
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e lim a, = lim sin (— =0;
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e a sucessao (a,) ¢ mondtona decrescente:
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e como a funcdo sinx ¢ estritamente crescente quando x €0, 7/2]:
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entao a série E (—1)"sin (—) converge.
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