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2 (a) (i) (1,5 val.)

Fazemos primitivacao por partes:

/(a:—l—l)eQ‘”dx—/(aerl)d(?) —(x+1)§—/§d(a;+1)

1.1 ) 1 . 1. 2 1 ..

2 (a) (ii) (2.0 val.)

Verificamos, por substitui¢io, que o polinémio z* + 23 — 2 — 1 tem zeros x = 1 e x = —1.
Dividindo este polinomio, sucessivamente, por (z — 1) e por (x + 1), obtemos o polin6mio na
forma fatorizada ' +2° — 2 — 1= (z — 1)(x + 1)(2® + z + 1). Usando o método de coeficientes
indeterminados, chegamos a representacao

1 11 RS S
(x—D(x+1)@2+2+1) 62x—1 2z+1 3az24+az+1

V3

5~ € portanto

Repara que o polinomio z2 + z + 1 tem raizes complexas conjugadas x = —% +1
PHr+l=(x+3)7+3

Primitivando o primeiro termo na parte direita desta equacao, temos

1 1 1
/Ex_ldx—61n|a:—1|—l—0.

Primitivando o segundo termo, temos

11 1
Y do = —=1 1+C
/2x+1x gzt 1]+

Primitivando o terceiro termo, temos

/1 r—1 1/ r—1
3a2+x+1 3) (z+45)2+ 3

Fazendo a mudanca da variavel x + % =t e usando que dz = dt, obtemos

1 [t—2 1 t 1 3
3 t2—|—1 3 t2+1 3 t2+1

111 3N 1 [ 1
—- ~d( —)——/:———ﬁ
&/ﬁ+§2 1)) e

O primeiro termo desta férmula é igual a %ln (tQ + %) + C. Fazendo a mudanga de variavel

inversa, obtemos ¢ In (x2 +x+1)+C.

No calculo do segundo termo fazemos a substituicao t = \/g u e temos (usando que dt =

\/g du):

{/ 1 ng 1v@/ 1 p 1/ 1 p 1 . Lc
— | —r\/-du=—1 /- | —————du=——- | ———du = ——=arctanu .
2) 2u2+3 VA4 2V4) 3(w?+1) V3] ur+1 V3



Fazendo as substituigoes inversas de variavel, obtemos —% arctan (2‘%1> +C.
A resposta final é

20 +1
e

1 | 1/, 1
61n|x—1|—§ln|m+1|+61n(:): + x4 1) — — arctan

7 )+(J, C eR.

2 (b) (1,5 val.)

Denotemos u(x) = In(z + 1) e v(x) = 2¢/x. Temos u'(z) = x%l ev'(r) = ﬁ e a formula do
enunciado transforma-se em

o que ¢é a formula de primitivacao por partes. Desta forma, a passagem ¢é justificada.
Fazendo a substituicao = t2, t > 0, e usando que dz = 2t dt, temos

2
—/Qwimz—/ 2t %ﬂ:—{/ t ﬁ:—{/@—_i_>ﬁ
r+1 t2+1 2+1 2 4+1

= —4t + 4arctant + C = —4y/x + 4arctan /z + C.

A resposta final é

2z In(x + 1) — 4y/x + darctan /o + C, C €R.

3 (a) (1,0 val.)

As abcissas dos pontos de interse¢ao obtém-se da equagio x®> —x = 2—|z+1|. Consideremos
2 casos:
1) & > —1; neste caso temos |z + 1| =z + 1 e a equagdo toma a forma

2

?-r=2—(r+1) & *—z=1-12 & 2 =1 r=-1Vor=1

Ambas as raizes satisfazem a condicao z > —1. Para z = —1 temos y = 22 — 2 = 2. Para
r =1 temos y = 2> — x = 0. Logo temos 2 pontos de intersecao, (—1,2) e (1,0).
2) x < —1; neste caso temos |z + 1| = —(z + 1) e a equacao toma a forma

P-r=2+(+1) & 2*-2r-3=0 & v=—-1Vz=3.
Nenhuma desta raizes satisfaz a condicao x < —1, logo nao ha solugoes neste caso.
Resposta: os pontos de interse¢ao sao (—1,2) e (1,0).

3 (b) (1,0 val.) Y

-2




3 (c) (1,0 val.)

A éarea da regiao A é
1 1 1 3 -1 4
_ 2 _ _ 2 _ 2 (. _ =
/1(2 w+1]— (%)) da /1(2 (241)— (22 —2)) da /(1 Pyar=(r-2)] =2

4(i) (2,0 val.)
=" n_

Seja a, = 35— arcsin (n+1
para todo o = € [—1, 1]; portanto

); entdo |a,| = 2 |arcsin (nLH)| Sabemos que |arcsinz| < 7/2

m 1
2 n?
P L o0 1 . P o0 T 1 2
Sabemos que a série de Dirichlet ) ", = converge, daqui segue que a série Y mei 5 oz também
converge, logo pelo Critério de Comparacao concluimos que a série Y >° | |a,| converge.
Desta forma, a série original converge absolutamente.

|an| <

4 (ii) (2.0 val.)

Seja b, = 3(:7311)2. Temos
br, 3 2)2 gl 1 2)? 1 272 1
lim - = lim (n+2)° m = im—wzlim—(wr ) =—-<L
n—00 bn n—00 2 3(n + 1)2 n—oo T (n + 1)2 n—oo T \n + 1 e

Pelo Critério de D’Alembert concluimos que a série converge (e como é de termos positivos,
também converge absolutamente).
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