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EDO - Introdugdo, Conceitos e Terminologia

Equacdes Diferenciais, o que s3ao?

Equacdes que envolvem uma fungdo e as suas derivadas e/ou a varidvel

que é o argumento dessa func3o.
Estas equagbes aparecem frequentemente quando se pretende modelar
matematicamente fendmenos reais, em especial, naqueles de evolucdo

temporal.
Exemplos:
@ Taxa de variacdo de temperatura de um objeto:
dT
— =—k(T —T,
dt ( m);

T(t) — temperatura do objeto,
T — temperatura do meio ambiente, k— constante positiva.
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EDO - Introdugdo, Conceitos e Terminologia

Exemplos (cont.):

2. Movimento harmdnico de uma mola:

d?x

mF:—kX

m — massa do objeto colocado na extremidade da mola vertical;

x(t) — deslocamento a partir da posi¢do (inicial) de equilibrio
da mola;

k > 0 — constante de mola; Ver figura

3. Lei de Kirchhoff aplicada a uma malha constituida por uma bobine
em série com uma resisténcia:

dl
L—+ RI = E(t
= (1),
onde L e R sdo constantes (induténcia e resisténcia, respetivamente),

I(t) a intensidade de corrente e E(t) a tensdo da fonte de energia.
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EDO - Introdugdo, Conceitos e Terminologia

Equacao diferencial ordinaria

Definicao:

Chama-se equacdo diferencial ordindria (EDO) de ordem n (n € N), a uma
equacdo do tipo

Fx,y, vy, y™) =0 (EDO)

onde y é fun¢do (real) de x.

Terminologia associada:

y € designada por varidvel dependente;

x é designada por variavel independente;

Uma EDO diz-se estar na forma normal quando se apresenta na forma

Yy = f(x,y, v,y y D)
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EDO - Introdu¢do, Conceitos e Terminologia

Notac3o alternativa: No slide anterior y(") denota a derivada de ordem n
~ . ~ n
da funcdo y. Em alternativa, podemos usar a notacio ZX{ e (re)escrever a

EDO na forma )
dy d%y dy\
F<x D dx2"“’dx”>_0

Exemplos :

o
—y +x3-1=0

€ uma equacdo diferencial de ordem 1, onde x é a varidvel
independente e y a varidvel dependente;
(2]
3t o + o = cos(t)
dr2 ' odt
é uma equacao diferencial de ordem 2, onde t é a varidvel
independente e x a varidvel dependente;
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Solucdo de uma EDO

Definicdo
Chama-se solucdo da equac3o diferencial
Fix,y.y,y"....y") =0,

num intervalo /, a toda a funcdo ¢ : I — R, com derivadas finitas até a
ordem n, tal que

F(X, o(x), @' (x), " (x), ..., Lp(")(x)) =0, Vxel

Exemplo:
©1(x) = sen x e pa(x) = cosx — sen x sdo duas solugdes (em R) de

y'+y=0

Identifique outras!

v
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EDO - Introdugdo, Conceitos e Terminologia

Mais terminologia associada a uma EDO de ordem n

Integral Geral: Familia de solu¢cdes que se obtém por técnicas de integracdo

adequadas, que é definida, em geral, usando n constantes arbitrarias;
o processo de obtencdo dessa familia de solugdes é usualmente designado
por integracdo(ou resolugdo) da EDO.

Integral Particular (ou solu¢do particular): Solugdo que faz parte do
integral geral;

Solucdo Singular: Solucdo que n3o se obtém a partir do integral geral; J

Solucdo Geral: Conjunto de todas as solucdes. J
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Exemplo:  (y')> — 4y = 0.

@ Determinagdo de um integral geral:

(V)2—4y = 0

=2y, y20
(V)2 = 4y y'(y)~

= 2, y>0

N

integrando em ordem a x,

PPN
y'(y) 2dx= [ 2dx, y >0,

determinando as primitivas e simplificando, obtem-se o seguinte
integral geral: y = (x + C)?, onde C € R;

@ Notar que y = 0 é também solu¢do da EDO, mas n3o pertence ao
integral geral obtido, esta solugdo é uma solucdo singular da EDO
(em relag3o ao referido integral geral).

@ Tomando no integral geral C=0 e C=1, obtem-se duas
solucdes particulares: y = x? e y = (x + 1)?, respetivamente.
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Problemas de Valores Iniciais e Problemas de Valores na Fronteira

Problema de valores iniciais

Definicao:

Chama-se problema de valores iniciais (PVI) (ou problema de Cauchy) a
todo o problema que consiste em encontrar a solugdo (ou solugdes) de
uma dada equacdo diferencial satisfazendo certas condi¢des (ditas
condigBes iniciais) num mesmo ponto:

{ F(x.y,y',y",....y(M) =0
y(x) =0, ¥ (x0)=y1, - ¥ (x0) = yn_1.

Exemplo:

y = _%3 + 1 é solucdo do PVI

y// +x = 0
y(0)=1 Verifique!
y'(0)=0

V.
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Problemas de Valores Iniciais e Problemas de Valores na Fronteira

Existéncia e Unicidade de Solucdo para um PVI

@ Nem todo o PVI admite solugdo;
@ Caso exista solucdo para o PVI, esta pode n3o ser unica;

@ E possivel provar que um PVI de primeira ordem na forma normal,

i.e., do tipo

{ y, = f(X7y)

y(x0) = yo

admite uma e uma sé solugdo (definida num intervalo centrado em
x0), desde que a fun¢do f satisfaca determinadas condi¢cdes ( Teorema
de Cauchy-Picard). N3o estudamos aqui este resultado, mas
trataremos um caso particular a propésito das EDO lineares (mais a
frente).
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Problemas de Valores Iniciais e Problemas de Valores na Fronteira

Problema de valores na fronteira

Definicao:
Chama-se problema de valores na fronteira (ou problema de fronteira) a

todo o problema que consista em encontrar a solu¢do (ou solugdes) de uma
dada equacdo diferencial satisfazendo condi¢Ges em dois ou mais pontos.

v

Exemplo:

O problema de fronteira
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Equagdes de varidveis separaveis

Equacdes de varidveis separdveis

EDO de primeira ordem da forma:
,_ p(x)
y'="—"-=, (comg(y) #0)
q(y)
para p e g dependentes apenas de x e de y, respetivamente.

Determinacdo dum integral geral
@ Escrever a equacdo na forma:
Y'aly) = p(x) (1)

@ Integrar ambos os membros de (1), para obter um integral geral da
equagao na seguinte forma implicita:

Q(y)=P(x)+ C,C eR,
onde Q(y) é uma primitiva de g(y) e P(x) é uma primitiva de p(x).
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Equagdes de varidveis separaveis

1
Exemplo 1: y' = —e*,y # 0
y

Separando as varidveis, a equacdo toma a forma:

yy' = e

Integrando em ordem a x, que é o mesmo que:
/y dy = /ex dx
y2
obtem-se 5= e+ K, K € R e portanto

y?=2e4+C, CeR

é um integral geral da EDO.
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Lot
Exemplo 2: y"+xy =0
Separando as variaveis, a equa¢do toma a forma:

1
-y’ =—x, paray#0,
y

1
/dy:—/xdx,
y

integrando,

obtem—se, sucessivamente

X2
|n|y| = —7+K,K€R
x2
y| = e 2*K
X2
ly| = Ae 2z, AcR"
X2
y = Be z, BeR\{0}

Como y = 0 também ¢é solucdo da EDO, obtem-se o integral geral:

%2

y=C 2, CeR.
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Equagdes Diferenciais Homogéneas

Equacdes Diferenciais Homogéneas

EDO de primeira ordem da forma:

y'="f(xy)
onde f: D C R? — R é homogénea de grau zero, i.e.,
f(Ax,\y) = f(x,y), ¥(x,y) € D, Y\ € R, tais que (Ax, \y) € D.

Exemplo: , X2 4+ xy + 2

= 2
|

fx.y)
f é homogénea de grau zero pois, desde que A # 0,

A2x2 Ay +A2y% X2+ xy + y?
f(Ax, Ay) = \2x2 = 2 = f(x,y)
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Equagdes Diferenciais Homogéneas

Determinacdo dum integral geral de uma equacdo diferencial homogénea:

@ Certifique-se que a equacio na forma:

y'=f(xy) (1)
é homogénea;
@ Em (1), fazer a mudanca de varidvel zx =y (ou seja, z = %) :
sxd =g(z), ()

onde g(z) = f(1, 2);
@ Integrar a equagdo (2), como equacgdo de varidveis separdveis.

@ No integral geral obtido fazer z = .

X
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L b e |
Voltando ao Exemplo do Slide 16

, X2+ xy +y?
y = Xy

2
Ora, , )
X 4+ xy + 2
CEYEY Y4 xzo
X X X
Através da substituicao y = zx, obtemos a equacdo de varidveis separaveis
1 , 1
z =—,
14 22 X

com integral geral dado por
arctg z=In|x| + C, CeR.

Por conseguinte, um integral geral da equacdo homogénea dada tem a
forma

arctgzzln\XH—C, ie, y=xtg(njx|+C), CeR
x
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Equagdes Diferenciais Redutiveis a Homogéneas

Equacgdes Diferenciais Redutiveis a EDOs Homogéneas:

,_h(aX+my+q>
ax+by+a)’

em que h é fung3do real de varidvel real e a1, ap, b1, bo € R.

o 12 caso:
Equacdo de varidveis separdveis ou convertivel a varidveis separaveis
usando uma das mudancas de varidveis:
z=a1x+ biy ou z = a)x + byy.

@ 2% caso: ayby — axb; #0

aa+bf+ca=0

tem solucao
aa+bB+c=0 ’

Neste caso o sistema linear {

dnica (a, B).
A mudanca de variaveis
xX=ut+a e y=z+p
transforma a equagdo numa equagcdo homogénea nas varidveis u e z.
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Equagdes Diferenciais Redutiveis a Homogéneas

Exemplo

/ —
CoXx—y+2
é redutivel a uma EDO homogénea.

A equacgao xty+1

2

tem solucdo tnica (—2,1).
x—y+2=0 7 (=2.3)

@ O sistema linear {
Verifique!

@ Tomando a mudanc¢a de varidveis x = u — % ey=2z+ % a equagao
torna-se na seguinte equacao homogénea:

, u+z
z =

u—=z
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Equacoes Diferenciais Exatas
Uma equacao da forma
M(x,y)dx + N(x, y)dy =0,

onde M, N: D C R? — R sdo continuas e D é aberto, diz-se uma equacio
diferencial exata se existir F: D C R? — R, F € C}(D), tal que

dF = M(x,y)dx + N(x,y)dy, (1)

ie, 9E(x,y) = M(x,y) e §o(x,y) = N(x,y).

Resolver uma equacdo diferencial exata é encontrar uma fun¢do F (nas
condigBes descritas). A familia de fungdes

F(x,y)=C,CeR,

forma o conjunto das solugdes da equagdo (1).

v
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EDO Exatas

Exemplo:
y2dx +2xydy =0
Esta equacio é exata se existir F: R> — R tal que

oF

Sy = M(x,y) = y? (2)
f;(x,y) = Nixy) = 20 3)

De (2) conclui-se que

F(x,y) = y*x+ ¢(y),

derivando em ordem a y e conjugando com (3), ¢(y) = C, C € R.
Deste modo, a equagdo é exata e o conjunto das suas solu¢oes é

y’x=C,CeR.

v
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EDO Exatas

Caracterizacdo das EDO exatas em abertos simplesmente conexos

Conjuntos abertos simplesmente conexos:

Um conjunto simplesmente conexo em R? é aquele que n3o apresenta
“buracos”?. Exemplos de abertos simplesmente conexos:

R?;  ]a, b[x]c,d[, onde a,b,c,d €ER, a< bec<d,

bolas abertas; semiplanos abertos.

a N A b
A defini¢do rigorosa ultrapassa o ambito desta u.c., trabalharemos com casos dentro dos exemplos dados.

Proposicao:
Sejam M,N: D C R> = R, M, N € C}(D), e D aberto simplesmente
conexo.

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

BM(

é uma equacio diferencial exata se e sé se X,y) = %—(X y).
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Exemplos de classificagdo de EDO em exatas/n3o exatas
Q@ y’dx+2xydy =0.

Sejam M(x,y) = y? e N(x,y) = 2xy, (x,y) € R?. Como

oM oN
W(X,Y) = a(Xa)’) =2y,

a equagdo é exata (por aplicagdo da proposicdo do slide anterior).
Q@ (3y +4xy?)dx + (2x +3yx?)dy = 0.

Sejam M(x,y) = 3y + 4xy? e N(x,y) = 2x + 3yx?, (x,y) € R,

Como M ON
W(Xa)/) # a(xay)a

a equagdo ndo é exata (por aplicagdo da proposicdo do slide anterior).
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EDO Redutiveis a Exatas, usando fatores integrantes

Fatores integrantes para EDO redutiveis a exatas

Uma fung¢do ndo nula u(x, y) diz-se um fator integrante da equagdo (ndo

exata)
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

se a equacao
w(x,y)M(x,y) dx + pu(x,y)N(x,y)dy =0

é diferencial exata. )

Exemplo:

A equacdo (3y + 4xy?) dx + (2x + 3yx?) dy = 0 n3o é exata. Mas
x%y(3y + 4xy?) dx + x2y(2x + 3yx?) dy = 0

é exata . Assim, u(x,y) = x2y é um fator integrante da
equacdo (3y + 4xy?) dx + (2x +3yx?)dy = 0.

v
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Equacdes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem:

ao(x)y' + a1(x)y = b(x)

onde ag, a1, b sdo fungdes definidas num certo intervalo /, com ag(x) # 0
para todo x € I. Deste modo, esta equagcdo pode tomar a seguinte forma:

y' +p(x)y = q(x).

Quando b=0 ( ¢ =0), a equagdo diz-se incompleta ou homogénea. J

Exemplos:

e y' + xy = 1 equacio diferencial linear de 1.2 ordem completa.

e y' + xy = 0 equacdo diferencial linear de 1.2 ordem incompleta (ou
homogénea).

Note que, se g =0 ou se p e g forem funcdes constantes a EDO é de
varidveis separaveis.
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EDO Lineares de Primeira Ordem

Resolugdo de uma EDO Linear de 1.2 Ordem usando um Fator Integrante

Para resolver a equacao
Y +p(x)y = q(x).

pode multiplicar-se ambos os membros pelo fator integrante pu(x) = eP),

onde P(x) é uma primitiva de p(x), e integrar de seguida em ordem a x.

v

Exemplo 1: A EDO do Slide 15, y’ 4+ xy = 0, que resolvemos como

equacio de varidveis separdveis, ¢ uma EDO linear de 1.2 ordem. Podemos
2

resolvé-la, mais rapidamente, usando o fator integrante u(x) = ez .

Multiplicando ambos os membros da equagdo por p(x) obtemos
X2 X2 X2
ezy' +ezxy=0, Iie, % <e2y> =0.
2
Integrando vem eTy=C, CeR.
Assim, um integral geral da equacdo linear é
X2
y=Ce 7, CeR
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EDO Lineares de Primeira Ordem

Resolugdo de uma EDO Linear de 1.2 Ordem usando um Fator Integrante

Exemplo 2: Y —y=—e
Como uma primitiva de p(x) = —1 é P(x) = —x, um fator integrante da
EDO é e™.

Multiplicando ambos os membros da equacdo por e * obtemos

efxy/ _ efxy _ _1

(e_xy) =-1.
Integrando vem
ey =[(-1)dx=—-x+C, CeR
Assim, um integral geral da equacdo linear é
y =(C —x)e~, CeR

v

Isabel Bras (UA, 5. Equagdes Diferenciais Ordindrias Célculo Il — Agrup. IV 22/23 28/55



PVI associado a EDO Linear de Primeira Ordem:

Teorema (existéncia e unicidade de solu¢do):

Se p e g sdo fung¢Bes continuas num intervalo /, entdo o problema de
Cauchy
{ Y+ p(x)y = q(x)
y(x0) = yo

tem nesse intervalo uma e uma sé soluc3o.

Exemplo:

O problema de Cauchy

(oo

tem como solucdo lnica y = —xe*, para x € R. Porqué?
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Equacdes de Bernoulli:

@ Sea =0o0ua =1, aequacio é linear de 1.2 ordem.

@ Sea#0ea#1, aequacio é redutivel a uma EDO linear de 1.2
ordem, usando a mudanca de varidvel z = y'=2.
De facto, a equac3o de Bernoulli pode escrever-se na forma

Yy~ + a(x) y' 7 = b(x)

(eventualmente com y # 0). Com a substituicio z = y1~*, chegamos
a equacio linear de 1.2 ordem

Z+(1—a)a(x)z=(1—a)b(x),
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Exemplo:

A equacdo
y/ + y = X y2

é uma equagido de Bernoulli (com o = 2). Fazendo z=1/y (y # 0)
obtemos

zZ —Z=—¢€

cujo integral geral é

z=(C—-x)e*, CeR,

Assim, um integral geral da equacdo de Bernoulli é

CeR
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EDO de Bernoulli

Aplicacao ao Estudo das Trajetdrias Ortogonais

Defini¢oes
@ Duas curvas planas dizem-se ortogonais num ponto comum as duas
se as retas tangentes a uma e a outra forem perpendiculares

@ Uma curva que interseta ortogonalmente todas as curvas de F diz-se
uma trajetdria ortogonal a F.

Seja F uma familia de curvas tal que, em cada um dos seus pontos
(x0, ¥0), f(x0,0) representa o declive da reta tangente a curva nesse
ponto. Neste caso,

e F é dada pelo integral geral da equagdo y' = f(x,y).

o A familia das tajetdrias ortogonais a F é dada pelo integral geral da

equacgao
, 1

T )

v
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EDO de Bernoulli

Aplicagdo ao Estudo das Trajetdrias Ortogonais (cont.)

Procedimento pratico para a determinacdo das trajetdrias ortogonais:
@ Determinar a equacgdo diferencial associada a familia dada;
@ Escrever a equacao diferencial das trajetdrias ortogonais
'~ =1/y'T;
© Integrar a equagdo obtida no ponto anterior.

Exemplo F: y=kqkelR

F é dada pelo integral geral da equagdo y' = %, x # 0, (verifiquel).
Assim, a familia de trajetdrias ortogonais a F é o integral geral da

equacgao
y':—f, , y#0 (verifique!)
y

Portanto, a familia de trajetdrias ortogonais a F é
x2+y?=C, CeR* (verifique!)

v
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Exemplo—ilustracao gréfica




EDO Lineares de Ordem Arbitrdria

Equacdes Lineares de Ordem Arbitraria:

a0(x) Y + a1 (x) y" D 4 - 4 2, 1(x) ¥ + an(x) y = ()
onde
b: Il - R;
ai:l —-R,i=0,...,n com ag(x) # 0 para todo x € /.

1

coeficientes da equacdo

e Se b =0, a equagdo diz-se incompleta (ou homogénea); Caso
contrério, a equacdo diz-se completa (ou ndo homogénea);

@ Se os coeficientes da equagdo sdo fun¢des constantes, a equagdo
diz-se de linear de coeficientes constantes.
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EDO Lineares de Ordem Arbitrdria

Exemplos
L 2
d“x
—+x=0
dt?
EDO linear homogénea de segunda ordem com coeficientes
constantes;
2.

ey —cosxy = x

EDO linear completa de primeira ordem;

y® 42y =0

EDO linear homogénea de quinta ordem com coeficientes constantes.

Isabel Bras (UA, 20/
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EDO Lineares de Ordem Arbitrdria

Equacao homogénea associada a uma EDO linear

Se na equacgdo

a0(x) y™ + a1 (x) y("V 4+ k2, 1(x) Y + an(x) y = b(x)

tomarmos b(x) = 0, obtemos a chamada equacdo homogénea associada.

v

Exemplo:

A equacdo homdgenea associada a equacdo completa
y" +y = cos(x)

é a equacao:

y'+y=0.
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Solugdo Geral e Conjunto Fundamental de Solugdes
Solucao geral de uma EDO linear completa

Teorema:

A solucao geral de uma equacao linear completa obtém-se adicionando
uma qualquer sua solugdo (particular) a solu¢do geral da equacdo
homogénea associada.

Exemplo:
P y =2y = e

A equagdo homogénea associada é a equacgdo
"2y =0
y y =y,

cuja soluggo geral é dada por y, = C e®, com C € R. Uma solucio da

EDO completa é y, = 3 e>* [Verifique!]. Assim, a solucdo geral da
equacdo completa é

1
y:Cezx—i—geSX, CeR

Yh
Yp

V.
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo Geral e Conjunto Fundamental de Solugdes

EDO linear homogénea — Conjunto das solu¢coes

Considere-se a EDO:

o)y +a1(x)y" V) a1 (x) Y + an(x) y =0 (4)

onde aj: | - R, i=0,...,n, com ap(x) # 0 para todo x € /.

Teorema:
Sejamy: | >R, w: | - ReaeR.
(i) y =0 é solugdo de (4);
(i) Se y e w s3o solugdes de (4), entdo y + w é solugdo de (4);
(iii) Se y é solugdo de (4), entdo ay é solugdo de (4);
Isto €, o conjunto das solug¢Bes de (4) é um subespago vetorial do espa¢o
vetorial das funcdes reais de varidvel real definidas em /.
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo Geral e Conjunto Fundamental de Solugdes

EDO linear homogénea — Conjunto das solugdes (cont.)

Teorema: Toda a equagdo linear homogénea de ordem n

a0(x) y" + a1 (x) y" D 4 42, 1(x) Y + an(x)y =0,

num dado intervalo / (ag, a1, ... a, continuas em /; ap(x) # 0 para todo o
x € 1) admite n solugdes, 1, 2, ...,y linearmente independentes e
qualquer sua solu¢do, y, pode escrever-se como sua combinacao linear, i.e.,

y=Cpr+---+ Cyppn, para GGeR.

Qualquer conjunto de n solu¢des linearmente independente de uma EDO
linear homogénea de ordem n é designado por sistema fundamental de
solucoes dessa equagdo. Na verdade, de acordo com o teorema anterior,
um sistema fundamental de soluces é uma base do subespaco vetorial das
solugbes da EDOL homdégenea.
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo Geral e Conjunto Fundamental de Solugdes

Conjunto fundamental de solucoes— matriz Wronskiana

Proposicao:

Sejam @1, ¢, ...
condigBes do slide anterior. {1, ¥2,...

de solucdes se e sé se a matriz

, ©n solucdes de uma EDOL homogénea de ordem n, nas
,¥n} € um conjunto fundamental

1) @(x) e ealx)
i) () e h(x)
W((p17§0277()0n):
AT ) o)

é invertivel, para todo o x € /.

A matriz W(p1, @2, ..., ¢n) é designada por matriz Wronskiana e ao seu

determinante chama-se Wronskiano.

v
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo Geral e Conjunto Fundamental de Solugdes

Exemplo:

y'"+y=0 (5)

v1(x) = cos x, @a(x) = sen x sdo solugdes desta equagdo
cosx  senx

Como W(sen x,cos x) =
—senx COSX

} ¢é invertivel, o Wronskiano ¢é

igual a 1,
{p1(x), p2(x)} é sistema fundamental de solugdes de (5).
Logo, a solucdo geral da equacao é

y=Ccosx+ Gsinx, (1, G eR.
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo Geral e Conjunto Fundamental de Solugdes

Observacoes:

@ A resolucdo de uma EDO linear homogénea reduz-se a determinac3o
de um sistema fundamental de solu¢des. Todavia, para n > 1, ndo
existe método geral que permita obter um tal conjunto de solu¢des.

@ Se a EDO linear homogénea tiver coeficientes constantes, um sistema
fundamental de solu¢des pode ser obtido a partir do conhecimento
das raizes do chamado polinémio carateristico (ver slides seguintes).

Isabel Bras (UA, 20/
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo Geral e Conjunto Fundamental de Solugdes

EDO linear homogénea com coeficientes constantes

EDO linear homogénea de ordem n com coeficientes constantes tem a
forma:

a0y +a1y™ a1y +ay=0,

onde ag, a1, ...,a, € R com ag # 0.
Polinémio associado (polinémio carateristico):

P(ry=aor"+air™ '+ - +as1r+a,

As n raizes do polinémio P(r) permitem determinar n solugdes line-
armente independentes da equacdo homdgenea, cada uma associada
a cada uma dessas raizes (ver como no slide seguinte). Portanto,
permitem determinar a solugdo geral da equacdo homdgenea.
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo Geral e Conjunto Fundamental de Solugdes

Construgdo dum sistema fundamental de solu¢des (base do subespaco das
solugdes) da EDO linear com coeficientes constantes e homogénea:

Considerem-se as raizes de P(r) identificadas e para cada uma delas real e
para cada par delas complexas (se existirem) proceda-se a seguinte
associacio de solucdes (no final do processo ter-se-a n solugdes
linearmente independentes):
e 1.2 Caso: A raiz, r, é real simples.
Solugdo: e™
@ 2.2 Caso: A raiz, r, é real de mutiplicidade k.
Solucbes: e™, xe™, ..., xk"1le™
@ 3.2 Caso: As raizes s3o complexas conjugadas simples, « + i e
a— Bi.
SolugBes: e cos(fx) e  e*sen(fx)
@ 4.2 Caso: As raizes sdo complexas conjugadas, o + 3i e a — 3i, com
multiplicidade k.
Solucdes: e cos(Bx), x e cos(fx),..., xk"Le™ cos(Bx),
e sen (fx), xe® sen(Bx),..., xkK71e™ sen(Bx)
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo Geral e Conjunto Fundamental de Solugdes

Exemplo:  y® +2y® 14y 1 8y 1 4y 1 8y =0

Polinémio caracteristico: r®> +2r* + 4r3 +8r2 + 4r + 8 )

Raizes do polinémio caracteristico:
—2 (simples); iv2 e —i\/2, raizes duplas;

Sistema fundamental de solucdes:

{e™2, cos(V/2x) , x cos(v/2x), sen (v2x), xsen (v2x)}

Assim, a solucdo geral da equacdo dada é

y=Be >4+ (G + Gx) cos(v/2x) + (D1 + Dyx) sen (v2x),

com B, C;, Gy, D1, Dy € R.
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo particular de uma EDO linear completa

Como obter uma solucdo particular de uma EDO linear
completa?

Método da variacdo das constantes — método de determinacdo de uma
solucdo particular de uma equacao linear completa que:

@ pressupde o conhecimento da solucdo geral da equagdo homogénea
associada:

yh=Coi(x)+ -+ Coon(x), G,...,Ch R,

onde {®1,...,¢n} é um sistema fundamental de solugdes desta
equacao.

@ procura obter uma solugdo particular da equagdo completa da forma

Yp = G(x)p1(x) + - + Ca(x)pn(x) ,

admitindo que as constantes sdo fung¢des (de x) diferencidveis,

determinando-as da forma como é indicada no slide seguinte.
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo particular de uma EDO linear completa

Método da variagdo das constantes (cont.)

1. As fungdes Ci(x), i =1,2,...,n determinam-se calculando as suas
derivadas que constituem a solu¢do do seguinte sistema de equagdes:

([ Gort  +Cpn=0
Gor++CGyn=0
: (6)

QAT 1t D o

n—1 n—1
Gl e =2

ao

2. Calculando primitivas Gj(x), i = 1,...,n, das fungdes que se obtém
da resolucdo do sistema anterior, podemos escrever a seguinte solugdo
particular da equacdo completa:

Isabel Bras

(UA, 20/4/2023)

Yo = G1(X)p1(x) + - - + Ga(x)¢n(x).
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo particular de uma EDO linear completa

Observacoes relativas ao Método da variacao das
constantes:

O sistema (3) do slide anterior pode representar-se matricialmente:

0 q
W(QOl, P25 - - 7S0n)X = : s onde X = ,'

0 n—1

b c

ao

Como a matriz Wronskiana é invertivel, o sistema tem solucdo tnica e
pode usar-se 0 método de Cramer para a resolugdo do sistema. Este
método pode ser vantajoso, em especial para n = 2.
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Solugdo particular de uma EDO linear completa
Exemplo: y" +y = cosecx, x €]0, 7] (7)
1. A solugdo geral da equagcao homogénea associada é
y=Cecosx+ Gsinx, G, G eR.
2. Procure-se uma solucdo particular da forma

yp = Ci(x) cosx + G(x) sen x,

cosx sen x| [C{(x)] 0
—sen x cosx | |Ch(x)|  |cosecx
3. Resolvendo o sistema (usando a regra de Cramer):

COS X 0
—senx cosecx

1

0 sen x

, COSeEC X COsSX ,
C]. - - —]. e C2 =

= cotg x

v
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo particular de uma EDO linear completa

Exemplo (cont.):

4. Da resolugdo do sistema obteve-se C{(x) = —1 e C5(x) = cotg x.
Logo, podemos tomar

G(x)=—x e G(x)=In(senx), 0<x<m.
Assim, uma solugdo particular é
Yp = —xcosx + sen x In(sen x).
5. Logo, a solugdo geral da equagdo completa (7) é

y = GCicosx+ Gy sen x —x cosx + sen x In(sen x), 0<x <,

Yh Yp
= (G —x)cosx + (G +In(sen x)) sen x, 0<x<m,

onde (i, G, sdo constantes reais arbitrarias.
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo particular de uma EDO linear completa

Método dos Coeficientes Indeterminados:

@ Método para determinar uma solucdo particular, aplicavel as EDO
lineares de coeficientes constantes completas

a0y™ +ary" V4t gy +any = b(x) (8)
com b(x) da forma
b(X) _ Bm(X) e0X COS([jX) ou b(X) = Bm(x) X sen (dX)

onde Bj,(x) denota um polinémio de grau m € Ng e o, 5 € R.
@ Neste caso, prova-se que existe uma solugdo particular da equagdo (8)
do tipo

Yp(x) = x* e (Q(x) cos(/3x) + R(x) sen (5x)) (9)
onde:
(i) k é a multiplicidade de o + i3, se aw+ i3 for raiz do polinémio
carateristico da equagio homogénea associada a (8); Sen3o, k = 0;
(i) Q(x), R(x) sdo polinémios de grau m cujos coeficientes terdo de ser
determinados usando a EDO (8) e a expresséo para a solugdo (9).
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo particular de uma EDO linear completa

Exem plO (Calculo de solugdo particular de uma EDO linear de coeficientes
constantes completa, usando o método dos coeficientes indeterminados).

y =3y =e¥.

Como
e3> = P, (x) e** cos(3x)
com Pp(x) =1 (grau zero), m=0, a = 3, 5 =0 e 3 é raiz do polinémio
caracteristico, com multiplicidade 1, entdo a solugdo particular a procurar
é da forma
yp=x XA, com A€ R a determinar.

Substituindo y, e y;, na equagdo:

Ae¥ 4 3Axe¥ —3(Ax ) = &3
—_— Y

Yp Yp
3x

obtemos (A — 1)e3* =0, e portanto A = 1. Assim, y, = xe
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EDO Lineares de Ordem Arbitraria Solugdo particular de uma EDO linear completa

Principio de sobreposicao

Teorema:

Suponha-se que y; é uma solugdo (particular) da equagido
a0(x) Y + a1 (x) y"D 4+ - 4 ap(x) y = bi(x),
e que y» é uma solugdo (particular) da equacido
a0(x) Y + a1(x) y"H o ag(x) y = ba(x).

Entdo y; + y» é uma solugdo (particular) da equagdo

a0(x) Y +a1(x) y"D 4 2,1 (x) Y+ an(x) y = bi(x) + ba(x).

v
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Problemas de Cauchy
PVI associado a uma EDO linear de ordem arbitraria

Teorema (existéncia e unicidade de solu¢do):

Se ap(x),a1(x), ..., an—1,an(x) e b(x) sdo fungdes continuas num
intervalo /, ap(x) # 0, para todo o x € /, entdo o problema de Cauchy

ao(x) y(M + a1 (x) y("H 4 - ap_1(x) Y + an(x) y = b(x)
y(x0) = Bo.¥'(x0) = b1, ...,y N(x0) = Bn_1,

onde xg € /e f;, i=0,1,...,n—1, sdo reais dados, tem nesse intervalo
uma e uma sé solucdo.

Exemplo: O problema de Cauchy
{ y'+y=0
y(0) =0,y'(0) =2
tem uma solug¢do dnica em R.

y
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