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Observagoes

e O Caderno 1 corresponde a um guiao que serd fielmente seguido ao longo das primeiras aulas.
Deve portanto trazer sempre consigo uma cépia deste, em formato papel e/ou digital.

e Na proxima péagina vai encontrar duas tabelas: uma, contendo um um conjunto minimal de exer-
cicios recomendados da Folha Pratica 1; uma outra tabela com Leituras Recomendadas.

e Nas tltimas paginas deste caderno vai encontrar uma lista de Exercicios Extra para aprofundar
o seu estudo.
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"Computational mathematics is mainly based on two ideas: Taylor series, and linear algebra”.
Professor Lloyd Nicholas Trefethen, University of Oxford * >

ICitacdo retirada da pagina pessoal do autor — https://people.maths.ox.ac.uk/trefethen/maxims.html
’Imagem pode ser encontrada em https://www.geogebra.org/m/cuavrvgt
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Folha Pratica 1

Os exercicios selecionados da Folha Pratica 1 correspondem a um conjunto minimo (altamente)
recomendado para estudo auténomo.

Tema Exercicios

Série de Poténcias | 1.(a), 1.(c), 1.(d), 1.(f), 1.(g), 1.(i), 1.(1)
2.

Férmula de Taylor | 3.(b), 3.(c), 3.(d), 3.(f)
4., 5., 6.

Série Geométrica 10., 11.

Leituras Recomendadas

Para além do texto de apoio (Almeida , 2018) e dos slides do capitulo 1, disponiveis na plataforma
Moodle (cf. Bras (2020)), espera-se que o aluno procure estudar por alguns dos livros que se encontram
na bibliografia recomendada da disciplina. Na tabela abaixo foram catalogadas algumas sugestoes de
leitura?.

Bibliografia Seccao
(Stewart , 2013) | 11.8 Séries de Poténcias (pp. 669-673)

11.9 Representagoes de Fungdes como Séries de Poténcias (pp. 674-675)
[Apenas séries geométricas|

11.10 Séries de Taylor e Maclaurin (pp. 679-687)
[Até ao EXEMPLO 10]

(Apostol , 1983) | 11.6 Séries de poténcias. Circulo de convergéncia (pp. 498-500)
[Interpretar circulo de convergéncia como intervalo de convergéncia]

11.7 Exercicios (pp. 500-501)
[Apenas exercicios 1. a 16.]

(Knuth , 1997) | 1.2.6 Binomial Coeficients (pp. 52-74)
[Apenas férmulas aditivas e recursivas, envolvendo coeficientes binomiais]

1.2.7 Harmonic Numbers (pp. 75-79)
[Para complementar o seu estudo de séries harménicas, j realizado a Célculo 1]

1.2.8 Fibonacci Numbers (pp. 79-86)

[Para resolver o Exercicio & o Exercicio ]

3Para obter a interpretacio combinatéria da figura da pagina 1, vide (Knuth , 1997, p. 85, Exercicio 16.) e a sua
solucdo na (Knuth , 1997, p. 493).



Séries de Poténcias

Revisoes de Séries Numéricas

Exemplo 1 (Série Geométrica de razao r).

n ar?
= +
Z ar — r(;«é 00)
n=p
desde que |r| < 1.
oo
Caso contrdrio, (i.e. se|r| > 1) a série Zar” ¢ divergente.
n=p

Adenda 1 (Progressao Geométrica de Razao r). A convergéncia/divergéncia da série geométrica do
Exemplo 1 € obtida com base no limite das sucessoes das somas parciais, (Sy)n>p, definida por

n
S = E ar®.
k=p

_ antl ce 1 — pntl

r
E to, da igualdade S, = ar? x ——— 1), " =ar? x li
m concreto, da igualdade ar T (r # 1), seque que nzpar ar’? x lim T

Para Treinar Progressoes/Séries Geométricas: Pode comegar pelo Exercicio @ & Exercicio @

Exemplo 2 (Série Harménica (ou de Dirichlet)). Para valores de p > 1 natural, a série numérica

E — € convergente, desde que o> 1. Caso contrdrio (i.e. sea <1), a série E — € divergente.
n n

Adenda 2 (Funcao Zeta de Riemann). Para valores de o > 1, a série de poténcias
>
/rLOL
n=1

corresponde a funcgdo zeta de Riemann, ((«) (a titulo de curiosidade, vide (Apostol , 1983, Exemplo 2.
da p. 459) & (Knuth , 1997, p. 76)).

(o)

Defini¢ao 1 (Série absolutamente/simplesmente convergente). A série numérica Z a, diz-se:

n=p
(o]
e Absolutamente convergente se a série dos moddulos, E la,|, € convergente;
n=p
(e¢] o0
e Simplesmente convergente sc a série dos modulos, E la,|, € divergente mas E a, € convergente.



oo o
Teorema 1 (Critério de Comparagao). Sejam Z a, € Z b, duas séries numéricas de termos positivos
n=p n=p
tais que
0 < a, <b,, para todo o n > p natural.

Entao as sequintes conclusoes sao vdlidas:

o o
e Convergéncia — Se E b, € convergente, entao E a, também € convergente.
n=p n=p
oo o
e Divergéncia — Se g a, € divergente, entao g b, também é divergente.

o (o.)
e Nada se pode concluir — Se E b, € divergente ou E a, € convergente, nada podemos concluir

quanto a natureza da série numérica a comparar.

Exemplo 3 (Critério de Comparagao). O Teorema 1 permite-nos concluir, com base na sequéncia de
desigualdades

—n

e
0<— <e™", para todo on € N
n

o0 oo —
A . z . z . ~ —1 —-n € " z
e na convergéncia da série geométrica, de razao r = e~ -, dada por E e ", que E —— € convergente.
n

n=1 n=1
- e
Adicionalmente, as propriedades das séries de termos positivos e igualdade E e " = 1
e_
n=1

permitem-nos ainda concluir que

2 e
ZTSe—l'

n=1

Contra-Exemplo 1 (Critério de Comparacao Inconclusivo). Se ao invés de considerarmos a série geo-
o0

métrica g e ", tivéssemos considerado a série harmonica de ordem o = 1 nao consequiriamos concluir

n=1
—n

o
A o € .
a convergéncia de E ——, via o Teorema 1. De facto, tem-se
n

n=1

e " 1

0 < — < —, para todo on € N.

n n

=1
Todavia, a série E — € divergente.
n
n=1



o0 (e.9]

Teorema 2 (Critério de Comparacao por Passagem ao Limite). Sejam Zan e an duas séries

n=p n=p
numéricas de termos positivos e
.a
L = lim —=.
n—oo b,
Entao as sequintes conclusoes sao validas:
(o ¢] (o.]
e Caso L > 0 — As séries numéricas E an € E b, tém a mesma natureza;
n=p n=p
0 o
e Caso L =0 — E a, € convergente, somente se E b, € convergente;
n=p n=p
o [o.¢]
e Caso L = +o0 — E b, é divergente, somente se E a, € divergente.
n=p n=p

Adenda 3 (Complementar ao Exemplo 3). E também possivel aplicar o Teorema 2 para concluir a

o0 -n

A o 2.0 4.c € . A 2.c _
convergencia da série numérica E — Qa pCLTtZT’ da convergencia da série E e ".
n

n=1 n=1
De facto,

e " 1
L= lim 2= lim —=0.
n—+oco =1 n—+oo N

o
Teorema 3 (Critério de Leibniz). A série Z(—l)"an ¢ convergente, desde que as sequintes condi¢oes
n=p
sejam sempre satisfeitas:

e Sucessao de termos positivos — a,, > 0, para todo o n > p natural;

e Sucessao mono6tona decrescente — a, 1 < a,, para todo o n > p natural;

e Limite infinitesimal — lim a, = 0.
n—o0

Exemplo 4 (Convergéncia Absoluta). A Definicao 1 e o Exemplo 2 permitem-nos concluir que a série

X 1\n
harmonica alternada, Z ( a) , € absolutamente convergente para valores de o > 1.
n

n=1

Adenda 4. A Definicao 1 e¢ o Exemplo 2 ndo nos permitem concluir, de imediato, que a

o0
i . -y .
série  harmonica alternada, E ———, ¢ simplesmente convergente para valores de o < 1.
n
n=1

Para chegarmos nesta conclusio, teremos de aplicar o critério de Leibniz (vide Teorema 3 ).

Exemplo 5 (Convergéncia Simples). O Exemplo 2 permitem-nos ainda concluir que a série harmdnica

X 1\n
alternada, Z ( a> , € absolutamente convergente para valores de o > 1.
n

n=1

Para Revisao: Leia também (Stewart , 2013, pp. 667-668) para rever as estratégias a adotar no
estudo de séries numéricas. E procure resolver pelo menos o Exercicio @ & o Exercicio @
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Raio de Convergéncia e Dominio de Convergéncia

Nesta secao iremos focar o nosso estudo em séries de poténcias da forma

Z an(x — )", (1)

onde ¢ denota o centro e (a, )nen, denota uma sucessao de nimeros reais — vide (Almeida , 2018, Definigao
1.1). Em concreto, o estudo da convergéncia de uma série de poténcia, enunciado em (Almeida , 2018,
Definigao 1.1) & (Almeida , 2018, Teorema 1.2), pode ser realizada algoritmicamente seguinte modo:

Passo 0: Calcular raio de convergéncia usando uma das seguintes formulas:

1
2] ou R= lim
n—00 |an+1| n—oo n |an|

Passo 1: Se R = +o00, entao a série de poténcias converge absolutamente em I = R. Caso
contrario, ir para o Passo 2.

Passo 2: Se R = 0 entao a série de poténcias apenas converge absolutamente em I = {c}. Caso
contrario, ir para o Passo 3.

Passo 3: A série converge absolutamente no intervalo I =|c — R,c + R| (0 < R < 400). Caso
contrério, ir para o Passo 4.

Passo 4: Averiguar se a série numérica converge nos pontos da forma r = ¢ — R ou x = ¢ + R.
Incluir este(s) ponto(s) ao intervalo I em caso de convergéncia.

o0
Notacgao 1 (Termos nulos da série de poténcias). Quando escrevermos Z an(z—c)" (p € N) ao invés

n=p
da formula (1), estamos a assumir implicitamente que os primeiros p termos da série de poténcias dada
sao nulos, 1i.e.

aozalz...:ap_lzo.

Adenda 5 (Vide Observagao 1.2 de (Almeida , 2018)). Aplicacio direta do critério da razao/raiz a

série de poténcias g an,(x — )" permite-nos concluir que esta

n=0

e Converge absolutamente se, e so se

1
}—%|:c—c]<1<:>\x—c|<R;

e Diverge se, e sO se

1
E\x—cl>1<:>\x—c|>R;

e Nada se pode concluir quando

1
—lr—cl=1l4=|z—cl=R.
R|x c| |z — |



Diagrama 1 (Célculo de raio/intervalo de convergéncia). O diagrama abaizo dd-nos uma representagdo
pictdrica da Observagdo 1.2 de (Almeida , 2018).

Critério da Razao Série de Poténcias
o0

¢/ = lim |a”+1| Zan(x - C)n
n=p

n—00 ‘an|

Convergéncia Absoluta

Condigao
|t — ¢ < R

~|

Critério da Raiz / Convergéncia em

R se R = +oo;
¢ = lim {/|a,| Convergéncia em
e {c} se R = 0.

[se 0 < R < oo | Intervalo de Convergéncia

Intervalo |c — R, c+ R| -
_/_
Estudo da convergéncia
nas extremidades
r=c—Rex=c+ R.

Adenda 6 (vide Exercicio 2. da Folha Pratica 1). No caso de 0 < R < oo, podemos facilmente verificar
que a série dos modulos de (1) coincide nas extremidades ¢+ R (|x — ¢| = R), em virtude da igualdade

00 S
> laua =07l = 3 lanl fo = el”
n=0 n=0

Esta identidade permite-nos ainda concluir o sequinte:

1. Se (1) € convergente em [c — R,c+ R] ou em |c — R,c+ R], entio (1) converge simplesmente
numa das extremidades (porqué?);

2. Se (1) € absolutamente convergente em uma das extremidades, c— R resp. ¢+ R, entdo o intervalo
de convergéncia é dado por [¢c — R,c+ R].

Com base na formula geral da série geométrica, introduzida no Exemplo 1, podemos criar varios
o

exemplos para além da célebre série de poténcias E 2", mencionada varios livros de texto (vide p.e. (Al-

n=0
meida , 2018, Exemplo 1.1)).
Exemplo 6 (Séries de Poténcias vs. Séries Geométrica). A série de poténcias Z(—l)”(w — 1" é
n=0

absolutamente no intervalo 0, 2.
Adicionalmente, o raio de convergéncia é 1 e o dominio de convergéncia é o intervalo aberto |0,2]
(lz—1| < 1).

Mais adiante: Iremos verificar que série de poténcias do Exemplo 6 corresponde a série geométrica da

.1
fungao — em torno de ¢ = 1.
x



Adenda 7. Os pontos x =0 (casox —1=—1) ex =2 (caso v — 1 = 1) ndo pertencem ao intervalo de

convergéncia da série de poténcias E (=1)"(z —1)", dado as séries numéricas

n=0

il resp. i(—l)”
n=0 n=0

serem ambas divergentes (Porqué?).

Exemplo 7 (Analogo ao Exemplo 1.3 de (Almeida , 2018)). A semelhanca do Exemplo 6, ¢ também

€9 -1 n—1
possivel demonstrar que a série de poténcias Z L(QL’ — 1)" converge absolutamente no intervalo
n
n=1
10,2] (|lz —1| < 1).
Para o caso de x =0 (x — 1 = —1), seque a série de termos negativos

—1 1
D n

com a mesma natureza da serie harmdnica de ordem « = 1, (vide Exemplo 2) — é divergente.

co —1)n-1
No caso de x = 2, seque que a série alternada Z L

n=1

— que tem a mesma natureza da série

n=1

o0
—1)»
g (=1) — estd nas condigoes do critério de Leibniz (verifique todas as condi¢oes do Teorema 3) pelo
n
n=1

que a série de poténcias dada é simplesmente convergente para x = 2.

Em suma: o intervalo de convergéncia corresponde ao intervalo semi-aberto |0, 2].

Mais adiante: Iremos verificar que série de poténcias do Exemplo 7 corresponde a série de Taylor da
fungao In(x) em torno de ¢ = 1.

Exemplo 8 (Andlogo ao Exemplo 1.2 de (Almeida , 2018)). Considere-se agora a série de poténcias,

(D",
dad E ——x".
aapornzo 2n!x

Note-se que esta série nao se encontra no formato usual de série poténcias, uma vez que os termos
gerais, associados as poténcias de ordem impar (z***1) foram omitidas. Neste caso, serd mais recomen-
ddvel adotar o argumento invocado em (Almeida , 2018, Observagao 1.2) para calcular o raio/dominio
de convergéncia da série de poténcias por aplicacao direta do critério da razao.

=]l )
Em concreto, tome-se f,(z) = <2n—)'a}2”. Logo a série de poténcias dada é absolutamente conver-
n!
gente se, e SO se
e

nooo | fr(2)]

Apds realizar alguns cdlculos auziliares, podemos concluir que a série dada € absolutamente conver-
gente em R, em virtude de:

[fona(@)] 2 o, : L
ACIEEECESY (verifique); 2. Jirgom = 0.

Mais adiante: Iremos verificar que série de poténcias do Exemplo 8 corresponde a série de Maclaurin da
T

fungao e~ 2. De momento, nao se pretende avancar muito para além do Exercicio — um excelente
exercicio para revisitar conceitos de primitivagao e integracao, abordados em Célculo 1.

< 1.

1.




Exemplo 9 (Complementar ao Exemplo 1 da pagina 669 de (Stewart , 2013)). Por fim, considere-se
a série de poténcias, dada por Zn”x%.
n=1
Pode-se facilmente verificar, por aplicacao direta do critério de Cauchy, que para fn(x) = n"x*" se
tem

lim {/|f.(z)] = lim nz® = +oo,
n—00 n—00

para todo o x # 0.
Neste caso, a série converge apenas absolutamente quando x = 0 e, por consequinte, o raio de
convergéncia € nulo (i.e. R =10).

Contra-Exemplo 2 (Célculo do Raio de Convergéncia). Na série de poténcias da forma

o0

n
} : N et
n!

n=0

aparecem apenas representados os termos impares ("), pelo que € legitimo assumir que o primeiro

termo da série, assim como os termos pares sao todos nulos.
n

Neste caso, para a, = a aplicacao do critério da razao permite-nos concluir que

n!

(”+1)n+1 n n
. An+1 . n+1)! . n —+ 1 . 1
Ezhm‘n—lzhm(n—n):hm =lim (1+—] =e.
n—o00 ’an’ n—00 ol n—00 n n— 00 n
No entanto, % = é nao corresponde ao valor do raio de convergéncia. De facto, se aplicar-

mos a estratégia delineada no Diagrama 2 (que se encontra a sequir), podemos concluir que \/LE € o
valor do raio de convergéncia®.

Esta conclusao pode ser obtida a partir da sequéncia de equivaléncias, envolvendo a sucessao de
2n+1 ,

fungoes fn(x) = n—'x
n!

|fn+1(x)|

1\" 1 1
lim — 2 < 1 <= lim <n+ ) zP < l<=elzf’ <1l |z7]* < - = |2]| < —.
€

n—00 |fn (x)| n—00 n \/E

2Aplicagao do critério de D’Alembert permite-nos concluir que a série converge absolutamente em x = :I:%, uma vez

P
que |+= e < e
o0 n2
n
Contra-Exemplo 3 (Complementar ao Exemplo 2). No caso da série de poténcias Z ( = 3) "
n

n=0
pode ainda chegar nas sequintes conclusoes interessantes, apos aplicacao do Critério de Cauchy:
1
1 n? n
. . n _
1. lim ———— =¢*> & lim ( ) | = e ?|z|?;

n+2

2. A série diverge no caso de |z| = €%, dado que e (€?)* = e > 1.

S|=

Adenda 8 (Aplicagao do Critério da Razao/Raiz). O Exemplo 8 & Exemplo 9, assim como o Contra-
Exemplo 2 & Contra-Exemplo 3 mostram-nos que o dominio e o raio de convergéncia das respetivas
séries de poténcias nao requer o cdlculo prévio do raio de convergéncia e do dominio de convergéncia —
apenas aplicacao direta do critério da razao ou da raiz, tal como ilustrado de sequida no Diagrama 2.



Diagrama 2 (Estudo Genérico de Série de Poténcias). O diagrama abaizo resume, de um modo genérico,
a estratégia a ser utilizada para estudo de séries de poténcias.

Série de Poténcias

Critério da Razao
n—oo | fo(a)] n=p
Convergéncia Absoluta
b= L=l Condicao
L(lx —¢]) <1

Critério da Raiz

L Convergéncia em
L = lim {/|fu(2)] RseL = 0;

noee Convergéncia em
{c} se L = +o0.

[se 0 < L < oo | Intervalo de Convergéncia

Intervalo |a,b| -
conjunto solucao
de L(Jz — ¢|]) < 1
+
Raio R = I’_T“ - metade
do comprimento de |a, b]
_/_
Estudo da convergéncia
nas extremidades
r=aex = b

A ter em linha de conta: Ao resolver os itens do Exercicio @ e, mais adiante, o Exercicio ,

pode adotar qualquer uma das estratégias mencionadas. Apenas terd de ter [algum] cuidado que, no
caso de adotar a primeira estratégia — assente no céalculo explicito do raio de convergéncia da série —
nos termos da série de poténcias. A saber:

(a) Terao de aparecer sempre poténcias da forma (z — ¢)” e nao poténcias (z — ¢)?, (x — ¢)?" ™! entre
outras (cf. (Bras , 2020, slide 8/19)).

(b) No caso de aparecerem poténcias da forma (mx + b)", terd de rescrever o termo germo geral de
modo a separar as poténcias da forma (z — ¢)™ da sucessao (an)nen,-
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Formula de Taylor

Resultados Teoricos e Exemplos

Defini¢ao 2 (Polinémio de Taylor de ordem n). Seja f uma f.r.v.r. admitindo derivadas finitas até a
ordem n € N num dado ponto ¢ € R. Ao polinomio

),
1 (1) = 3 D oy

chamamos polinomio de Taylor de ordem n da funcao f no ponto c.

Notacgao 2 (Polinémio de Maclaurin). Para o caso de ¢ = 0, iremos designar T§(f(x)) por polinémio
de Maclaurin de ordem n de f.

Teorema 4 (Teorema de Taylor Infinitesimal). Sejam n € Ny e f uma func¢ao real com derivadas
continuas até a ordem n + 1 num intervalo I e ¢ € I. Entdo, para todo o x € I\ {c}, tem-se

f(@) =T (f(z)) + R (f(2)),
onde:

1. T*(f(x)) € o polindmio de Taylor de ordem n de f em c.

) 1 BEG@)

T—>cC (:L‘ — C)n

Além disso, T™(f(x)) € o dnico polindmio de grau n tal que as condigdes acima sao satisfeitas.

Note ainda que no caso de f"*1 existir, é ainda possivel estimar o valor de

RE(f(x)) = fx) = T2 (f(x))
com recurso ao resto de Lagrange de ordem n, tal qual descrito no Teorema 5.

Teorema 5 (Teorema de Taylor com Resto de Lagrange). Sejam n € Ny e f uma fungao real com
derivadas continuas até a ordem (n-+ 1) num intervalo I e ¢ € I. Entao, para todo o x € I\ {c}, eziste
0 entre entre ¢ e x tal que

f(x) =TI (f(2) + B2 (f (),

onde:

1. T*(f(x)) € o polindmio de Taylor de ordem n de f em c.

_ ")

2. R} (f(x)) = m(z —¢)"™! € o resto de Lagrange de ordem n de f em c.

11



Exemplo 10 (Polinémio de Taylor vs. Polinémio de Grau n). Apds resolver o Exercicio (fortemente
recomendado) poderd facilmente chegar na conclusao, via a identidade binomial®

xkzé(’;)a(x—c)“

e argumentos de linearidade, que o polindmio de grau n, dado por

n

P.(r) =ap+az+ ...+ az" = Z arz® (an #0),
k=0

coincide com o polinomio de Taylor de ordem n. Nas condicoes do Teorema 4

1. A igualdade T(P,(x)) = P,(x) € satisfeita, para todo o ¢ € R;

2. A condigao limite lim R (f(=)

( ) = 0 € sempre satisfeita, uma vez que R!(P,(x)) =0, para todo o
z—ec (x — c)™ -

c € R.

“Observe que =¥ = ((z — ¢) + ¢)*.

Exemplo 11 (Complementar ao Exercicio 3. (a) da Folha 1). Para o caso da fun¢ao f, definida por
f(z) = 2® + 22 + 1 tem-se que

i) f(—=1)=(-1)3+2(-1)+1=-2;
i) f'(z) =322 +2 = f'(~1) =5,

iii) f"(z) =6z = f"(—1) = —6

i) f"(x) =6 = f"(—1) = 6.

Logo,
" _1 " _1q
Ty(f@) = FD+ e+ )+ D ez T Dy
= —2+4+5(x+1)—3(z+2)?+ (z+2)°
corresponde a representacao canonica do polinomio de Taylor de ordem 3, em torno do ponto ¢ = —1.

Apds simplificacoes, envolvendo o binomio de Newton®, pode concluir que este coincide com f(x) —
tal como ja tinha sido mencionado no Exemplo 10.

®A capa deste caderno da-nos uma interpretacao combinatoria dos coeficientes binomais que aparecem, na representacao
de (z 4+ 1)? = 22 + 22 + 1 (linha 2 do triAngulo de Pascal) e de (x + 1)3 = 23 + 322 + 3z + 1 (linha 3 do tridngulo de
Pascal).

Adenda 9. O Teorema 5 também ¢ aplicivel ao Exemplo 10, dado que o resto de Lagrange de ordem n
ser sempre nulo, em virtude de P,S"H)(:r;) =0, para todo o x € R.

Esta ultima observacao permite-nos ainda mostrar que PTEk) () = 0, para valores de k > n + 1
(polinémio nulo). Portanto:

T"(f(z)) = T*(f(z)) =0, para todo o k >n+ 1.
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Contra-Exemplo 4 (Complementar ao Exercicio 3. (a) da Folha 1). Da igualdade

k

d
%(x3+21‘+1) =0,

para valores de k > 4, pode facilmente verificar que
T3 +20+1) =23+ 224+ 1=TF >+ 22+ 1), para todo o k> 4.

Todavia T3 (z® 4+ 22 + 1) = Ty (x® + 22 + 1) = 1 4+ 22. Pode-se ainda concluir® que T*(P,(r)) pode
ser diferente de 77" (P,(z)) no caso de k < n— sendo P, € polindmio de grau n, definido no Exemplo
10.

Para interpretar geometricamente este contra-exemplo, assim como o Exemplo 11, veja o link

https://www.geogebra.org/calculator/csms266b.

“Geometricamente, a igualdade Tg (2® 4 22 + 1) = T} (3 + 22 + 1) = 1 + 2z diz-nos que os polinémios de Maclaurin
de ordem 1 e 2 coincidem com a equacio da reta tangente ao grafico de y = x> + 2z + 1 no ponto (0, 1).

Exemplo 12 (Polinémio de Taylor de uma fungao por ramos). Considere-se agora a sucessao de fungoes
por ramos (fm())men, definida por

-z, <0

flz) = {xm, x>0

No caso da fungao f,i1 (n € Ny), tem-se que esta tem derivadas continuas até a ordem n. E que
estas podem ser representadas, via a igqualdade

|
O, () = %fw_k(x), =01 oo 0

Apds alguns cdlculos, seque que
n - n+1
@) =3 ("5 ) frcala - o
k=0
¢ o polinomio de Taylor de ordem n de f em torno de c.
No caso particular de ¢ = 0, tem-se que:

1. T3 (foy1(x)) = 0 € o polinomio de Maclaurin de ordem n de fn11.

2. TJ(fos1(x)) =0 € o dnico polindmio de Maclaurin de ordem n de f,+1, uma vez que

i Rg(fnﬂ(x)) _ T fry1(2)
z—0 gpe z—0 e

= lim |z| = 0.
z—0
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Contra-Exemplo 5 (Falha na Aplicagao do Teorema 5). Na figura disponivel em
https://www.geogebra.org/calculator/rr732gfx

encontra-se representada a fungdo foi1 do Exemplo 12 e a funcdo derivada de ordem n, f™, dada por

f (@) = (n+1)! |z].

Para este caso:

1. Nao nos é possivel aplicar o Teorema 5 para estimar R*(f(x)), uma vez que a fun¢ao médulo nao
admite derivada no ponto ¢ = 0.

2. Pelo mesmo motivo, também se demonstra que nao € possivel determinar o polinomio de Maclau-
rin de ordem n+ 1 de foi1, To T (fosi(2)).

Exemplo 13 (Polinémio de Taylor vs. Progressao Geométrica). Do Exemplo 10 ¢ da Adenda 1 podemos
facilmente concluir que, para valores de x # 1, o polinomio de Taylor de ordem n, em torno do ponto
¢, admite sempre a representacao em forma de fracao racional

1 — xn+1
l4+z+...+a"="—"
1—=x
il — gt
ou seja, a igualdade T (1—> =14+x+ ...+ 2" € uma consequéncia imediata do facto dos
-z

1

polindmios 1 — "™ e 1 — x serem divisiveis.

Adenda 10 (Derivadas de ordem k vs. Progressao Geométrica). Com base na igualdade

1 1— anrl mn+1

1l—x l—z l—z
¢ ainda possivel concluir que Tp' (1—) =142+ ...+ 2" € o Ginico polinémio de Maclaurin de
ordem n de ﬁ, em virtude de

xn+1

. 1— . X

lim —= = lim = 0.

x—0 " z—=01 —x

Este facto permite-nos concluir que as derivadas de ordem k de ﬁ em ¢ =0 sao iguais a k!, isto €

1 ®
[ } =k, k=0,1,...,n.

1—=x i

Mais adiante: Iremos verificar, via a representacao em série geométrica de , que esta admite

derivadas de qualquer ordem em ¢ = 0.

Exemplo 14 (Fungao Exponencial). Pode-se facilmente verificar que a fungdo exponencial e*, satisfazem
a equagao (e*) = e*. Logo, podemos facilmente concluir o sequinte

nok
1. T3(e®) = % ¢ o polinomio de Maclaurin ordem n de e*.
k=0
0
2. Ry(e") = ﬁx”“ (0 entre 0 e x) € o resto de Lagrange de ordem n.
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Foérmula de Taylor vs. Regra de L’Hopital

O préximo resultado, que também decorre do Teorema 4 (ou do Teorema 5), permite-nos calcular

. . : o .0
limites associados a indeterminacoes do tipo o

Teorema 6 (Regra de L’Hoépital). Sejam f e g duas fungoes com derivadas continuas até a ordem n
num intervalo I e ¢ € I. Adicionalmente, se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(a) f®(c)= g™ (c) =0, para todo o k =0,1,...,n—1;
(b) Pelo menos uma das derivadas f™(c) ou g™ (c) é ndo nula.
(c) g(x) #0 em I\ {c}.

tem-se que

lim
Tr—rcC

Adenda 11 (Regra de L’Hopital). Note-se que, nas condi¢oes do Teorema 6, a formula de Taylor com
resto de Lagrange (vide Teorema 4) permite-nos concluir que

(™) (5

f@) = D o4 m1(r(a),
™) (g

o) = 2D e o 1 B2(g(a).

Pelas duas formulas anteriores, e pelas condicoes

- RIS()

T (ZIZ’ — C)n T—c (:L' — C)n
seque que
f(z) (n)
lim M — lim 9" — {im f(z) lapds simplificacoes).
T—>cC g(gj‘) T—>C % T—c g(n) (1’)

Esta conclusao também é vilida nas condigoes do Teorema 5 (justifique o porqué).

Mais adiante: Pretende-se que aplique o Teorema 6 na resolucao do Exercicio . Em particular,

_ ()

n!

a féormula de Taylor T (f(x)) (x — ¢)" que resulta da construgao obtida na Adenda 11.

Polin6mio de Taylor vs. Aproximacao Polinomial

Nesta subseccao iremos dar alguns exemplos de aplicabilidade da féormula de Taylor, introduzida
na Defini¢ao 2 assim como da majoracao do erro de Lagrange, obtido no Teorema 5. Comecemos por
observar o seguinte resultado que decorre de aplicagao direta do Teorema de Weierstrall [para fungoes
continuas]:
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Corolario 1 (do Teorema 5). Suponhamos que a derivada de ordem n + 1 de f, f"*V), ¢ continua no
intervalo |a,b], entdo existe uma constante M := m[a)g} | £ (2)] tal que para todo o x € [a,b],
z€[a,

RM(f(@)|< —a g — ortic Y

m+1) ST o

Exemplo 15 (Aproximagao Racional do Numero de Euler). E fdcil de verificar, com base no Exemplo

14, que
1
6“52@-
k=0

Se escolhermos x no intervalo [0, 1], tem-se que

69 (&
R™(e*)| < n+1 < ]
BN ™ < mry

Para mais detalhes, vide (Almeida , 2018, Exemplo 1.13).

Nesta fase do seu estudo espera-se que tenha entendido varias ideias basilares por detras do calculo
do polinémio de Taylor. Uma delas, que resulta do Teorema 4, diz-nos que todas as derivadas de ordem k&
(0 <k <n)de fedo polinémio P,(z — ¢) := T5(f(x)) terdo de coincidir.

Para tal, terd de se assumir as seguintes n+1 condigoes de interpolagao sao satisfeitas para polindémios
P, da forma do Exemplo 10:

f®(c) = P®(0), para todos os 0 <k <n. (2)

n

Esta tltima condi¢ao nao nos garante apenas que o polinémio de Taylor de um polinémio P, é o
proprio polinémio — independentemente da escolha de ¢ € I. Outra conclusao, que advém do conjunto
de condigdes (2), é que o grafico do polinémio de Taylor aproxima fielmente o grafico da funcao f [numa

vizinhanga ¢ € I| — que advém da condigao de limite lim Ee(f(@) ()

( iz = 0, subjacente ao Teorema 4.
z—c (x —c

Exemplo 16 (Polinémio de Maclaurin da Funcao Logistica). No exemplo criado em
https://www.geogebra.org/calculator/jmrz9zf6, considerou-se o polindmio de Maclaurin da

fungao logistica, dada por f(z) o=~ Neste, pode verificar-se que:

T lte®

(a) O polinémio de Maclaurin de ordem 1 de f coincide com Ty (e®) do Exemplo 14;

(b) Para diferentes ordens, n, o grdfico do polinémio de Maclaurin assemelha-se ao grifico de f numa
vizinhanga de (0,1) — ponto de inflexao do gréfico de f;

(c) Ao contrdrio do Exemplo 14, basta apenas considerar os polindmios de Taylor de ordem impar,
em virtude de f das derivadas de ordem par (n = 2k) de f, em ¢ = 0, serem todas nulas.

Adenda 12 (Condigoes de Interpolagao). Da condicdo (2), sequem ainda as sequintes conclusdes:

i) Os coeficientes de ordem k do polinomio P, sao unicamente determinados pela formula

_ /9
k!

Qg

ii) A regra de L’Hopital, abordada no Corolario 6, conduz-nos a equivaléncia®

0

r—cC x

zoﬁé{ﬁiRﬂﬂ@ﬂ =0 (k=0,1,...,n).

k
dz -

?Generalizacao da equivaléncia diferenciabilidade de f <= existéncia de reta tangente ao grafico de f.
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Apoés estudar os proximos dois exemplos ja pode resolver o Exercicio @, e depois, o Exercicio

. Mais adiante, e se ja sentir confortavel na manipulacao de coeficientes binomiais, ja pode arriscar

resolver o Exercicio & o Exercicio @

Exemplo 17 (Aproximacgao Racional do Nimero de Ouro). Suponha que pretende obter uma aprozi-

1++5

magao racional para o célebre nimero de ouro ¢ =

Para tal, comecemos por calcular o polinomio de Taylor de ordem n da funcao f definida, para

14+ x
valores de x > 0, por f(x) = \/—, em torno de c = 4. Para tal, observe que

2
. 1+v4 3
) Jy =223
oy ey L1 1) — 1 7 31 4
i) f(x)—zl' = f( )—§:> 4(f($))—§+§($— )
1 _s 1 1 1
i) (@) = 5o = () =~ = THF@) = 5 + 3o~ 4) — (o 8)
Portanto:
. T 3 1 13
(a) Aproximacao linear de ¢ por T} (f(4)): ¢ ~ 5 + ===
3.1 1 207

(b) Aproximagao Quadratica de ¢ por T7(f(4)) ¢ ~

578 128 18

Com base no exemplo numérico, criado em https://www.geogebra.org/m/tcnpz8fh, poderemos
ainda observar o sequinte:

(a) Aproximacgao linear de ¢ por T} (f(4)) dd-nos um erro de aprozimacao inferior a 1072.
(b) Aproximagao Quadratica de ¢ por T7(f(4)) dd-nos um erro de aprozimagdo inferior a 1073.

(c) O erro de aproximagdo diminui se considerarmos aprozimag¢ao por polinomios de Taylor de ordem
superior 2. Pode-se ainda verificar que:

424159 5 )
= seo1aa ¢ ) — TE(F(B)] < 0.5 x 107,

i) Para n =18, o GeoGebra jd assume |f(5) — Ty (f(5))| ~ 0.

i) Paran =5, obtemos® T} (f(4))

Na disciplina de Métodos Numéricos terd a oportunidade de aprofundar esta e outras questoes relacio-
nadas com este tipo de exemplos.

%n =5 é o valor maximo para o qual o GeoGebra ainda apresenta a solugao na forma de fragao irredutivel.
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Exemplo 18 (Majoragao do Erro de Aproximagao de ¢). Com base na derivag¢io da fungdo poténcia,
podemos demonstrar por inducao® em n € N que

onde (a), = ala+1)(a+3)...(a+n —1) denota o simbolo de Pochammer.

Desta tiltima férmula, seque que a derivada de ordem n+ 1 da fungdo® f(z) = 7 ¢ dada por
1 -1)" /1
o) = i = EL (3] ain

Adicionalmente, do facto de f™tY) ser continua em [4,5] garante-nos, apds alguns cdlculos, que

1 1 1
(n 1) ()| — 0
g o 2 )] 8-¥%n4—U!(2>n

“Primeiro, terd de verificar que a férmula de derivacao dada é verdadeira para n = 1. De seguida terd demonstrar o

passo indutivo n = k — n= k + 1, via demonstracao da implicagao
1 _1_ 1 ; 1
(@40 = (D (3),273% = (@=HED = ()R 3), | ook

*Observe que £+ (z) i= (f()(2))' & f/(z) = 1 (V).

|Rif(2)] <

Série de Taylor

Os resultados, exemplos e contra-exemplo, a abordar ao longo desta seccao, estao correlacionados
com o conceito de fun¢ao analitica — omnipresente em varios livros de calculo. De momento, a nossa
abordagem ao conceito de analiticidade ird resumir-se a informacdo que consta em (Bras , 2020, slide

15/19)).

Teorema 7 (Existéncia da Série de Taylor). Sejam I um intervalo, c € I e f: 1 — R uma func¢ao com
derivadas finitas de qualquer ordem em I . Entao, para todo o x € R tem-se que

n—oo

. fn)
= Z / '(C) (x —c)" se, e sd se, lim RY(f(z)) =0
n!
n=0
Adenda 13. O Teorema 4 ¢ Teorema 7 sao resultados complementares. Enquanto que Teorema 4 e, pos-
teriormente, Teorema 5 — no caso de f"tY ser continua em I nos garantem a unicidade de T (f(x)),

num intervalo I contendo c, enquanto que o Teorema 7 diz-nos essencialmente que o limite desta série
coincide com f(x), i.e.

f(x) = lim T7(f(x)).

n—oo

Teorema 8 (Série de Taylor vs. Funcao & Derivadas Limitadas). Sejam I um intervalo, ¢ € I e
f I — R uma fungao com derivadas finitas de qualquer ordem em I . Se existir M > 0 tal que

|f™(x)| < M, para todos os = € I,n e N

Entao, para todo o x € R tem-se

(n) .

-y 26—

n=0

Adenda 14. A demonstracio de que Teorema 8 ¢ um caso particular do Teorema 7 € imediata pelo
célebre Teorema do Enquadramento, que deve ter tido oportunidade de estudar em Cdlculo 1.
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Exemplo 19 (Aplicabilidade do Teorema 7). Em (Almeida , 2018, Exemplo 1.18) usou-se a condi¢ao
necessaria para a convergéncia de wma série para mostrar que

g " s
g ~ convergente em R = lim R3(e”) = ¢’ lim ——— = 0.

Sendo que a implica¢ao reciproca € ébvia, fica entao mostrado que lim Tg'(e®) (vide Exemplo 14 )
n—oo

coincide com a série de Taylor.

Exemplo 20 (Aplicabilidade do Teorema 8). Em (Almeida , 2018, Exemplo 1.9 & Ezemplo 1.10) foi
mostrado que

2n - —1)* 2k
T2 (cos(x)) = Z(@ki!x
k=0
2n+1/: o - (_]‘)k 2k+1
TO (Sln(.ﬁlj‘)) = ;mx .

Mais adiante, foi mostrado em (Almeida , 2018, Exemplo 1.19 & Exemplo 1.20) que os limites das
somas parciais

lim Ty"(cos(w)) A lim 72" (sin(x))

n—oo n—ro0
podem ser consideradas como as séries de Taylor das funcoes cosseno resp. seno, pelo facto de todas as

suas deriwadas finitas de qualquer ordem em R serem limitadas.

Exemplo 21 (Série de Taylor da Fungao Logaritmo). Usando indu¢do em k € N, é possivel demonstrar
que a func¢ao racional % = x7! satisfaz a regra de derivacao.
(z7H)® = (—1)*Elz*L,

Adicionalmente, da regra de derivagio (In(z)) = 1 seque que

(ln(:c))(”) = (:L’*l)(”*l) = (-1)"(n -1z 2

Destas ultimas formulas pode-se concluir que a série de poténcias do Exemplo 7 €, de facto, a série
de Taylor de In(z) em torno de ¢ = 1.
Esta conclusao pode ser facilmente obtida a partir do do Teorema 8, uma vez que |In(x)| < In(2)
em |1,2] e a desigualdade
[(n(2))®™)] < (n— 1)

¢ satisfeita para todos os x €]1,2] en € N.
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Contra-Exemplo 6 (Série de Taylor nao converge para a funcao). Para a funcao definida por

a
e =2  sex#0

flz) =
0 ,sex=0
tem-se que, para todo o n € N que
o T
lim /() = lim 2" =0 A lim /(@) = lim 2" % =0
z—0+ " T—>+00 z—0— " T——00

Logo, pela regra de L’Hopital (vide Teorema 6) seque que f™(0) =0, para todo o n € N, provando
1
assim que a série de Maclaurin de f é a func¢ao nula (0). No entanto, Ry(f(z)) =e =2 e

lim RY(f(z)) = e 2% # 0.

n—00

Séries Geométricas

Os exemplos considerados, ao longo desta seccao, envolvem meramente manipulacoes algébricas,
baseados no Exemplo 1 e na representagao de fungoes racionais, da forma

P(x)
D(z)
como soma de fracoes parciais®. O objectivo aqui nao passa por revisitar esta técnica, mas por aplica-la
sempre que nos seja mais conveniente — é o que se pretende quando tiver a oportunidade de resolver o

(grau(P) < grau(D))

Exercicio @ & Exercicio .
Mais adiante, tera a oportunidade de aplicar este tipo de técnica, assim como revisitar tudo o que

aprendeu até aqui, para resolver o Exercicio & o Exercicio . De salientar que estes dois iltimos
exercicios deste caderno situa-se na interface entre o cdlculo e andlise combinatdria.

Exemplo 22 (pp. 674-675 de (Stewart , 2013)). Na disciplina de Cdlculo I, teve sequramente a opor-
tunidade de verificar o sequinte:

) 1

i) o2
+x
2x

14 22

corresponde a derivada da fun¢do arctan(x);

i)

Com base na formula geral da série geométrica, abordada no Exemplo 1, pode facilmente verificar
que ambas as derivadas podem ser representadas como progressoes geométricas de razio r = —x2, desde
que 1’ <1 (& | —2% <1).

Em concreto, assumindo que | — x?| < 1 obtemos:

corresponde a derivada de In(1 + x?).

: 1 1 — 2 — 2
_ _ _ no_ —1)" 2"
[(a=1,r=—2%ep=0 em Exemplo 1);
. S i 23 (—2?)" = i 9(—1)rg?n+!
1+22 1—(—2x)? — —

(a =2z, r=—2% ep=0 em Exemplo 1).

Em suma: Em ambos os casos, o intervalo de convergéncia corresponde a | — 1,1].

4Para obter uma solucdo explicita para este tipo de decomposicio deve ter recorrido ao método da variacdo das
constantes
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Mais adiante: Iremos averiguar, via o Teorema Fundamental do Cdlculo, em que condicoes é possivel
obter o desenvolvimento da série de poténcias de f em termos da série de poténcias da sua derivada, f’.

Exemplo 23 (pp. 674-675 de (Stewart , 2013)). Com base na férmula geral da série geométrica,

abordada no Exemplo 1, tem-se que a func¢dao racional

5 pode ser representada como uma SErie

geométrica de razao r = —3, desde que —%‘ < 1.
De facto,
1 1 1

1 [ — T\™ z
z+2 21+% 21— (-2 :§;<_§> ( ‘_§‘<1 )

2

Apds algumas simplificacoes, concluimos que:

o
(—1)“ n \ ~ ’ . A .
(a) Z T x" corresponde a representacao em série de poténcias de o
n=0

(b) Esta série é convergente para valores de |z| < 2 (& —%‘ < 1). Ou seja, no intervalo | — 2,2].

Exemplo 24 (Série geométrica vs. método dos coeficientes indeterminados). Para obtermos o desen-
1
(1—2x)(x+2)
obtidas no Exemplo 23 e em (Almeida , 2018, Exemplo 1.1), precisamos de aplicar, a priori, o método

dos coeficientes indeterminados.

volvimento em série de poténcias da func¢ao racional

em termos das séries geométricas

1
(1—2x)(x+2)

1 A B

(1—2z)(z+2) 1—a:+:1:+2’

Para tal, comece primeiro por reescrever na forma

onde A, B € R sao constantes a determinar.
Ora, como v =1 e x = —2 sao raizes de multiplicidade 1 do polinomio (1 — x)(z + 2), seque que

a=|—| =%& B=|- _
x+2],, 3 l—zf,_, 3

Logo,
1 3 3 =1 (—1)" o
= — = - 1- " [apds simplificagoes].
I-2)@+2) 1-z z+2 <3 on 1 [apds simplificagoes]
Esta iltima série converge no intervalo | — 1, 1] — interse¢ao do intervalo de convergéncia das séries de
1
oténcias de e de :
P 11—z a2
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Adenda 15 (Série de Taylor de Fungoes Racionais). No caso de representar fun¢ao racional, com

x
D(x)
grau(P) > grau(D), a determinagdo da série de Taylor inicia-se com a divisao dos polinémios P(z) e
D(x). Em concreto, se existirem Q(x) e R(x) tais que grau(R) < grau(D) e

P(z) = Q(z)D(z) + R(x)

P) _ o o @)
D) ~ Y@+ Dy

Desta ultima igualdade podemos facilmente concluir que a série de Taylor corresponde ao limite

in T (5) =@+ i 7 (53

tem-se que

1—

Exemplo 25 (Série Geométrica vs. Divisao de Polinémios). Da igualdade i -1+
x

Exemplo 23 seque que

o0

~3(-1)" , 1 ) L
-1+ Z (2n+1) =5 + Z (2n+1) " [apds simplifica¢oes]”
n=0

corresponde a representacao da série de poténcias de no intervalo | — 2, 2|.

T+

a _ 3(=1)° _
Para n = 0, tem-se 57— = 5.

Contra-Exemplo 7 (Muito Cuidado com Generalizagoes). E possivel de verificar que a série de poténcias

1
de coincide com a série de poténcias de + .
1 — g2 l—2z 14z
De facto, as igualdades

1+ (-1)"=0 (n=2k+1- impar) e 1 + (—=1)" =2 (n = 2k - zero ou par)

permitem-nos obter, para valores de x no intervalo | — 1,1], a sequinte sequéncia de igualdades

o0

= Z(l + (=1)")z"

n=0

= Z2x2k (n = 2k)
k=0

2
1—a2

1 N 1
1l—z 1+z

No entanto, nao é possivel encontrar um desenvolvimento em série de poténcias para

1 1
(1 x2)( 2)

em termos das séries de poténcias de e , dado nao existirem constantes
A e B tal que a igualdade

1—22 (z+42)

1 A N B
1—-22)2+z) 1-—22 z+2

¢ sempre satisfeita.

A explicacao pela qual igualdades como a anterior ndao se verificarem, em geral, assenta essencial-
mente no método dos coeficientes indeterminados, que teve a oportunidade de aprender em Calculo I,
quando precisou de calcular primitivas, envolvendo fungoes racionais.
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Exercicios Extra

Os exercicios abaixo deverao ser também ser resolvidos como estudo auténomo (independente-
mente de serem ou nao resolvidos em aula). Caso tenha dividas em algum deles, envie-me um e-mail
ou compareca numa das OTs.

Revisoes de Séries Numéricas

@ APLICACAO DE SERIES GEOMETRICAS EM ARITMETICA DE PONTO FLUTUANTE
Exprima as seguintes dizimas infinitas periddicas como séries geométricas de razao r = 107" e

represente a sua soma na forma de fracao irredutivel, L (i.e. m.d.c(p,q) =1).
q
(a) 0,99999999 . .. (b) 1,67676767 ... (c) 2,33451451 . ..
SUGESTOES:

(a) 0,(9)=0,9+ 0,09+ ...
(b) 1,(67) =1+ 0,67 +0,0067 + . ..
(c) 2,33451451 ... = 2,33+ 0,00(451)

@ CRITERIO DE COMPARAGAO [POR PASSAGEM AO LIMITE]
Estude a natureza das seguintes séries numéricas de termos positivos.

o0 1 © 2 > ™3 +n
(a);m (C);Hg/ﬁ (e);n7—l—11n+10
) 1 e 3 > 1
(b) ZZ y— (d) Zom (B Zl In(2n)

THEORIA: Teorema 1 ou o Teorema 2 | PRAXIS: Exemplo 2.

@ SERIES HARMONICAS VS. CRITERIO DE LEIBNIZ
X 1\n
Mostre que para todo o a > 1 a série harmonica alternada Z )

n=1

¢é simplesmente convergente.

THEORIA: Teorema 3 | PRAXIS: Exemplo 2 ¢ Adenda 4.

@ SERIES GEOMETRICAS/HARMONICAS VS. SERIES ALTERNADAS
Comente a veracidade das seguintes afirmagoes (Verdadeiro ou Falso), justificando conveniente-
mente a sua resposta.

—n

o0
. , . N - - € . a .
(a) E possivel concluir a convergéncia da série numérica 5 —— a partir da convergencia da
n

~ n=1
série harmonica Z v para valores de o > 1.
n=1
[e.e] e_n oo
(b) As séries numéricas Z € Z ne " tém a mesma natureza.
n=1 n=1

o0 oo —
. , . . . . .. e "
(c) E possivel concluir a convergéncia de g ne " a partir da convergéncia de E —_—
n

n=1 n=1
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o0
(d) A série numérica Z(—l)”ne_" converge absolutamente.

n=1
[e.e] —
(. L. (=1)"e ™ _
(e) A série numérica E ~—————— converge simplesmente.
n
n=1
o0 —
2 . . L » - (=1)"e™ . -
(f) E possivel concluir a convergéncia da série numérica E ———— a partir da convergéencia
n=1
[e.o]
da série numérica E (—1)"e ™.
n=1

THEORIA: Defini¢ao 1 & Teorema 2 | PRAXIS: Exemplo 3 & Adenda 3.

@ CRITERIO DA RAZAO OU CRITERIO DA RAIZ
Estude a natureza das seguintes séries numéricas usando o critério da razao ou o critério da raiz.

Bhy= Oh= (0 Yo

n=0 n=1 =92

3

—~

B

3

Séries de Poténcias

(6) CoMPLEMENTAR A0 ExErcicio (2) & Exercicio (5)
Determine o raio de convergéncia e o dominio de convergéncia das seguintes séries de poténcias.

= (1) = 3(dx — 1) — 7! 2n+1
(a) ; Bn—2p (d) nZ:O =g (g) HZ:O 5(395)
- (22 — 1)

NE

) 3 et 03 gy )

e = n™ +11n+ 10 L 5 /n
(©) Z; % (®) Zl % (i 2; W(@: 7yt

@ COMPLEMENTAR AO EXEMPLO 6 & EXEMPLO 7
Comente a veracidade das seguintes afirmagoes (Verdadeiro ou Falso), justificando conveniente-
mente a sua resposta.

n=1
- (_1)n—1 n z ss .
(b) Z ~————(z — 1)" é uma série de termos negativos, para valores de 0 < x < 1.
n
n=1
(c) i (_1)n(x - 1" < i(—l)"(m — 1)", para valores de 0 < x < 1
n=1 n n=1 ’ ‘

n!

(d) i (_1)n(33 -1 < i (_l)n(x —1)", para valores de 1 < x < 2.
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Formula de Taylor

POLINOMIO DE TAYLOR DE POLINOMIOS MONICOS

n!

Mostre as seguintes igualdades, envolvendo a férmula combinatéria Z ) = m e o
(n —k)!

polinémio de Taylor de ordem n da func¢ao 2™ em torno do ponto ¢, T (z™).

dF n
(a) @(95") = k! ( X ) 2" % para todo o k < n.
(b) T (2") = ™.

SUGESTOES:

(a) Observe que n | = n(n—1)...(n—(k—1)).

(n—k)
(b) Use a definigao de T e o binémio de Newton.
@ PoLINOMIO DE TAYLOR E RESTO DE LAGRANGE?

1
Sejam 77" [ = ) e T (In(x)) os polinémios de Taylor de ordem n das funcdes 1 e In(z), em torno
1 1 T
x

do ponto ¢ = 1.

v 1
(a) Verifique a igualdade / Ty <¥> dt = T7" (In(x)).
1

(b) Determine a ordem minima (n) do polinémio de Taylor 77*(In(x)) que nos permite aproximar
In(2), no intervalo [1.9,2.1], com erro inferior 0.5 x 1079, i.e.

|RY(f(z))] < 0.5 x 107°.
THEORIA: Corolario 1 | PRAXIS: Exemplo 13 & Exemplo 21.

@ FORMULA DE TAYLOR VS. REGRA DE L’HOPITAL
Na resolucao das proximas alineas, considere as seguintes férmulas:

c-¢ , cosh(x):—6 te
2 2

(a) Calcule os seguintes polinémios de Taylor:

i) 7%, (In(z? + Va1 - 1)) ii) T3 (sinh(x) — x) iii) 77 (sin® (7z))

sinh(z) = , 2sin®(0) = 1 — cos(20).

(b) Use os polinémios de Taylor, obtidos anteriormente, para calcular o valor exato dos seguintes

limites:
2 [od . .. sinh(x) — 24 4x -5
D gim BEEEVEIZ Dy gy, S 2T (9“2 - i) lim 22—
z—1 22 + 2z 70 x e=1  sin® (7x)

EXISTENCIA DE SERIE DE TAYLOR
Seja f a fungdo real de variavel real, definida por f(x) = In(1 + x).

(a) Mostre que f(x) coincide com sua série de Maclaurin, nh_glo T3 f(z), no intervalo | — 1, 1].
(b) Diga, justificando, se para valores de ¢ > 1 a fun¢ao f também coincide com a sua série de

Taylor, lim 7' f(x), no intervalo [1, +o0].
n—oo

SUGESTAO: Refaca os cédlculos do Exemplo 21 para cada um dos casos.

5 s . 7 s, e sy
°Este exercicio é complementar ao Exercicio 7. da Folha Pratica 1.
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Séries Geométricas

APLICAGAO DO EXEMPLO 1
Determine para que valores de s € R as séries geométricas abaixo sao convergentes e, em caso

afirmativo, determine o valor da sua soma.

T 1 R

n=1 n=2

SUGESTAO:

(¢) E conveniente realizar a mudanca de varidvel n = k + 2 (k > 0) no somatério.

COMPLEMENTAR A0 EXEMPLO 22, EXEMPLO 23 & EXEMPLO 24
Determine o desenvolvimento em série geométrica para cada uma das seguintes fungoes racionais,
indicando o maior intervalo para o qual o desenvolvimento ¢é vélido.

x

(&) 3 —4 (b) x? f le—k 3 (c) (1+ x2§(m +2)
SUGESTOES:

(a) Comece por obter o desenvolvimento em série geométrica de 3:81_ 1 (= 1 i T =7),
colocando 4 em evidéncia no denominador

(b) Comece por reescrever a fra¢do racional na forma . —lrl + . fz’f’zj onde r; e 1y sao as raizes
de #* — 4z + 3.

(c) Terd de considerar a igualdade > = Avt B + ¢ A, B, C constantes a

(14 22)(x+2) 1+22 42
determinar — uma vez que 1 + 22 nao tem raizes reais.

@ ANALOGO AO EXERciciO 11 DA FOLHA PRATICA 1
r—1

Desenvolva a funcao racional em série de poténcias de x + 5, indicando o maior intervalo

r+1
para o qual o desenvolvimento em série é valido.
SUGESTOES:
i) Comece por dividir os polinémios z — 1 e x 4+ 1 para reescrever mn COMoO uma soma.
x
i) U igualdad ! !
ii) Use a igualdade = .
s r+1 (x+5)—4
Desafios
@ PROPRIEDADES DAS SERIES DE POTENCIAS
oo
Seja (an)nen, uma sucessao de termos nao nulos, e Z a,x’ é uma série de poténcias convergente
n=0
no intervalo | — R, R[. Determine o dominio e o raio de convergéncia das seguintes séries de
poténcias.
20 241 o0 > 4 ,
a — R)" c —" —(z+ R)*™
); an ;Rn+1 ) ();Rn+1( )
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POLINOMIO DE MACLAURIN VS. FORMULA BINOMIAL
Seja T{'(e” sin(x)) o polinémio de Maclaurin de ordem n de e”sin(z) e Ry (e”sin(x)) o respetivo
erro de aproximagao.

(a) Mostre a seguinte desigualdade, envolvendo o erro de aproximagao do polinémio de Maclaurin
de ordem n de e”sin(x), Ry (e” sin(z)), no intervalo [—1,0]:
2n+1

| Ry (¢”sin(z))] <

SCEEL para todo z € [—1,0].
n !

(b) Diga, justificando, qual a ordem minima do polinémio de Maclaurin de e” sin(z) (n) a partir
da qual se verificam as seguintes desigualdades em [—1,0]:

i) |Ru(e®sin(z))| < 1 ii) |Rp(e®sin(x))| < (g)"“ i) |Rp(e”sin(z))| < (g)”“
SUGESTAO:

n+1
. . . . . : 1 o
(a) Aplique diretamente a identidade binomial 2" = E ( n—]: ) e a regra de derivacao
k=0

generalizada

G0 =3 (M5 ) M),

k=0

(b) Vide link https://www.geogebra.org/m/zfdmnreqg.

@ ExERcicio COMPUTACIONAL ENVOLVENDO POLINOMIOS DE TAYLOR

X t,2
Seja f a fungao real de variavel real, definida por f(x) = / e~ zdt.
0

(a) Com recurso ao GeoGebra, represente o gréaficos da fungao® f e dos polinémio de Maclaurin
T3(f(z)), onde n devera ser definido como um pardmetro inteiro.
4

2
(b) Verifique que a aproximagao do integral definido / e_%dt7 obtida com recurso ao poliné-

—4
mio de Maclaurin, nos d4 uma aproximacao do numero transcendente v/27. E determine
numericamente qual o menor grau para o qual se tem

4 2
'/ eTdt —v2m| < 0.5 x 1078,
—4

SUGESTOES:
(a) Vide exemplo criado em https://www.geogebra.org/classic/tcnpz8fh.

a

+2
(b) Comece por demonstrar a igualdade’ / e 2dt =2f(a).

—a

@ NUMEROS DE FIBONACCI VS. SERIES GEOMETRICAS®

Seja f(x) = Z F,x" uma série de poténcias absolutamente convergente em | — R, R[ (R-raio de

n=1
convergéncia a determinar), definida em termos da sucessao de niimeros Fibonacci (F},)nen,:

P n ,n=20,1
"B+ EF o on=k+2 (k>0).

6Para representar o grafico de f no GeoGebra, use o comando Integral (<Fung&o>).

1,2
"Resulta do facto da funcio integranda, f’(z) = e~ =, ser uma funcio par.
8Exercicio formulado a partir de (Knuth , 1997, 1.2.8. Fibonacci Numbers).
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(a) Use a defini¢ao de (F},)nen, (férmula recursiva dada acima) para mostrar que f(z) = °

1z —a?
1 (1+v5\ 1 [1-v5\"
b) Mostre, por inducao em n € Ng, que F, = — | ———— | — — )
(b) p G 0, 4 \/5< 5 ) \/5( 5 )

. ‘o N z
(c) Use o desenvolvimento em série de poténcias de {5 g2 P
—r—x

i) Confirmar a férmula geral de (F,),en, obtida no item anterior.

1++5
9

1
ii) Verificar que R = — ¢é o raio de convergéncia da série, onde ¢ = corresponde ao
nimero de ouro abordado no Exemplo 17.

(d) Estude a natureza das seguintes séries numéricas. Em caso de convergéncia, calcule sua soma.

o= (—1)"55 F, = (—1)"F, o = n
1) 2—”’ 11) 22—77, 111) 25 QF,-L

n=0 n=0 n=0
SUGESTOES:

(a) Comece por reescrever f(x) como f(x) = Fy + Fiz + g(x) (Fo, Fy =7), onde g(x) =
ZFk+2xk+2. De seguida, mostre que g(z) = 2°f(r) + xf(r). Para terminar, resolva a
k=0

equagao resultante em ordem a y = f(x) (solucao pretendida).

(b) Primeiro, tera de mostrar que a férmula geral é verdadeira para n =0 e n = 1 (caso base).
Para demonstrar o passo indutivo, i.e.

FkH:i(l—i__\/g) _i<1_\/g) (n=k+2)

vh\ 2 Ve \ 2
terd de assumir que a formula dada é verdadeira paran=ken =k + 1.
(¢) Andlogo ao raciocinio a adotar na resoluc¢ao no item (b) do Exercicio @ Para simplificar
a sua resolucao:
1 5 1—+5
2 em termos das constantes ¢ = +2\/_ e = 2\/_.

ii) Como a série de poténcias obtida pode ser expressa como a soma de duas séries geométri-
cas, de raios r; e ro respetivamente, entao R = min{ry, r} vai ser o raio de convergéncia
pretendido.

i) Expresse as raizesde 1 —z — x

IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL DE NUMEROS DE FIBONACCI
Escreva um programa de computador, num software a sua escolha, que execute as seguintes
operagoes:
i) Gere os primeiros n+ 1 termos da sucessao de Fibonacci (F},)nen, (cf. (Knuth , 1997, p. 79)):
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, . . .
ii) Determine, em cada iteracao, as aproximagoes sucessivas para o raio de convergéncia da série

de poténcias estudada no Exercicio .
B 1 5
F, n+1 2 4

iv) Devolva o valor exato do somatorio E Fy, (somando apenas dois numeros de Fibonacci
k=0

iii) Adote < 0,25 x 107% como critério de paragem’.

)10'

_ V6-1 Fy
= ~—5— por Pt

9Este critério de paragem permite-nos assegurar uma aproximacao de é com um erro de arredonda-

mento inferior a 0.5 x 1077
0Vide (Knuth , 1997, p. 85, Exercicio 20) e a sua solucio em (Knuth , 1997, p.494).
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