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Folha 3: Extremos de fungoes reais de vdrias varidveis reais

Parte 1: Dominios; conjuntos de nivel; derivadas parciais; gradientes.
1. Represente geometricamente os seguintes conjuntos:
z,y) € R?: 0 < a? +2y? < 4};
z,y) ER?:0< (z— 1) +y* <1} U{(z,0) e R? : = > 2};
z,y,2) ER3:a? +9y* <1, 0<z<z+y};

Caracterize cada um dos conjuntos do ponto de vista topolégico (usando a topo-
logia usual em R? e em R3).

2. Determine o dominio das seguintes fungoes e descreva-o geometricamente:

(a) flz,y) = Vy—a%
(b) f(CE,y,Z): Vy_xQ;
) i

(c) flz,y) = 22 + 2 )
(d) f(z,y) = In(zy);

~ In(1 - - yg)'
(e) flz,y) = S S

(f) f(z,y,2) = arctg m

(&) flz,y) =In(@®+y* — 1) + /9 —a? — y?
(h) f(z,y,z) = arcsen \/TTyQ

3. Determine as curvas / superficies de nivel das seguintes fungoes e descreva-as do
ponto de vista geométrico:

1

/1—:1:2—3/2’

4. Suponha que T'(x,y) = 40 — 22 — y? representa uma distribuicio de temperatura
no plano Oy (admita que x e y sdo dados em quilémetros e a temperatura T’
em graus Celsius). Um individuo encontra-se na posicao (3,2) e pretende dar um
passeio.

Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele deverd percorrer se desejar desfru-
tar sempre da mesma temperatura.
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Calcule as derivadas parciais de primeira ordem da fungao f dada por
f(z,y,2) = e"senz + cos(z — 3y).

Calcule, caso existam, as derivadas parciais de primeira ordem das seguintes
fungoes nos pontos P indicados:

(a) fz,y) = Vry [P =(2,2)];

Ty 562 2
o) Sy ={ T LT P = (2.0))
0, e (2,) = (0,0
© flen) ={ venzrls, s (o) 2 0.0 P=(0,0).

Determine as derivadas parciais de primeira e de segunda ordens da fungao
f(@,y) =In(z +y) —In(z —y).

Determine uma funcao f : R? — R tal que

af — 3 2y2

92 Y(z,y) € R

of y
=9 —
6y e ay yz3 6x+1+y2,

Mostre que néo existe nenhuma funcao f : R? — R tal que 3 8f =1+ay%e 8f = 2.

Sendo z = In(2? + 2y + y?), mostre que

ﬂz%—k 0z _ =2
Ox 3y ’

Mostre que a fungao f(x,y) = arctg (y/x) verifica a equagao

ZJ e g0 de L .
5 + 2 =0 (equagdo de Laplace)

Considere a funcao f(z,y) = Inz + 23>

(a) Indique o dominio de f.

(b) Determine equagoes do plano tangente e da reta normal ao grafico de f no
ponto (1,2,4).

Seja f(x,y,z) = xsen (yz).

(a) Determine o gradiente de f.

(b) Calcule a derivada direcional de f no ponto (1,3,0) segundo o vetor unitario
@ com a direc¢ao e sentido de v = (1,2, —1).

Considere a funcao f definida por f(z,y) = In(z? + 32).

(a) Indique o dominio D de f e caracterize-o do ponto de vista topoldgico.
(b) Descreva as curvas de nivel da funcao f.

(c) Escreva a expressao geral das derivadas direcionais de f no ponto (1,0).

Determine reta normal e o plano tangente a superficie conica

S:{(x,y,z)€R3: 3—2:@}

no ponto (3,4, —2).
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Considere a funcao f dada por f(x,y,2) = 3zy + 22.

(a) Calcule o gradiente de f num ponto genérico.

(b) Determine uma equagao do plano tangente a superficie de nivel 4 de f, no
ponto (1,1,1).

Parte 2: Extremos globais, extremos locais e extremos condicionados.
Considere a funcio f(z,y) = 22+ y? no dominio D = {(z,y) € R? : |z|+ |y| < 1}.

(a) Esboce graficamente o dominio D.

(b) Aplique cuidadosamente o Teorema de Weierstrass para garantir a existéncia
de extremos absolutos de f e determine-os.

[Sug.: relacione o valor de f em cada ponto (z,y) com a norma desse ponto].

Sejam S = {(z,y,2) € R3 : 22 +y? + 22 < 4} e f(x,y,2) = 22. O Teorema de
Weierstrass garante a existéncia de extremos absolutos de f em S7 Porqué?

Seja f a funcdo definida em R? por f(z,y) = —x2. Justifique que f possui uma
infinidade de maximizantes.

Considere f : R?* — R dada por f(z,y,2) = 22 + y* + 2°.

(a) O Teorema de Weierstrass garante a existéncia de extremos absolutos de f?
Justifique.

(b) Justifique, usando diretamente a defini¢ao, que (0,0,0) é minimizante de f.

Seja f : R? — R dada por f(z,y) = —/22 + 2.

(a) Mostre que f nao é diferenciavel em (0, 0).

(b) Justifique que (0,0) é maximizante absoluto de f.
Considere a funcio g(z,y) = y e os conjuntos A = {(z,y) € R : 22 +y?> < 1} e
B={(z,y) e R? : 2> + %> < 1}.

(a) Justifique que g possui extremos globais em B.

(b) Identifique os extremantes globais de g em B.

(¢) A funcao g possui extremantes globais em A7 Justifique.

1

Mostre que a fun¢do h(z,y) = 5 — sen (z? + y?) ndo atinge o seu méximo global
na origem.

Determine os pontos criticos das seguintes funcgoes:

(a) f(z,y) = 3zy® + 2® — 3u;
(b) flz,y) =2%y3(6 —z — y);
(¢) f(zyy,2) =2t +y* + 21 — dayz.

Mostre que a funcao f(z,y) = (z —1)?+ (y —2)%2 — 1 tem apenas um minimo local
e que este ocorre apenas no ponto (1,2).

Considere a funcao f(x,y) = 2 + 22y — 4(x — 2y) definida em D = [0,1] x [0, 2].

(a) Diga, justificando, se f possui pontos criticos no interior de D.



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

(b) Prove a existéncia de extremos absolutos e determine-os.

Determine os extremos locais das seguintes funcoes:

(a) f(z,y) =aye ™Y

(b) g(z,y) = 23 — 222y — 22 + 49

(Sugestao: faca também uma andlise gréfica, usando, por exemplo, o GeoGebra)
Verifique que (—2,0) e (0, 0) sdo os pontos criticos da funcio f(z,y) = 322 —y?+23,
mas que sO o primeiro é extremante de f.

Considere a funcao f : R? — R definida por f(z,y) = (z — y3)% — 23.

(a) Verifique que (0,0) é ponto critico de f.
(b) Mostre que (0,0) nao é extremante local de f.

Determine os extremos absolutos da funcao f definida por f(z,y) = 22? — 2y? no
circulo D = {(x,y) € R? : 22 +y? < 1}.
Calcule os extremos globais da funcao f definida por f(x,y) = zy no semicirculo
D={(z,y) eR*: 2> +y* <1Ay >0}

Determine os pontos da circunferéncia de equacao 2% + 4% = 80 que estdo & menor
distancia do ponto (1,2) e os pontos da mesma circunferéncia que estao a maior
distancia do mesmo ponto.

Considere o plano § de equagado = + 2y + z = 4.
(a) Determine o ponto do plano 5 que se encontra mais préximo do ponto (0,0, 0).

(b) Calcule a distancia mais curta entre o ponto (1,0, —2) e o plano .

Determine os pontos da superficie esférica de equacio z2 + 3% + 22 = 4 que estdo
mais préximo e mais distante do ponto (3,1, —1).
Seja f a funcdo definida em D = {(z,y) € R? : 22 4 (y — 2)? < 4} por f(z,y) =
22+ (y—1)%

(a) Represente geometricamente o dominio D e o gréfico de f.

(b) Determine os pontos criticos da fun¢ao f no interior do seu dominio.

(¢) Determine os extremos globais da fungao f em D.

Seja f a funcdo definida em D = {(z,y) € R2:0<2<1,1 -2 <y < 1} por
flz,y) =2 +3y* +z—y.
(a) Represente geometricamente o dominio D.
(b) Determine o interior de D e diga, justificando, se f possui ai pontos criticos.
(¢) Determine os extremos globais da fungao f em D.
O lucro anual de uma empresa é calculado através da expressao
L(z,y) = —2® — y* + 222 + 18y — 102,

onde x representa o montante gasto em investigacdo e y o montante gasto em
publicidade (L, x e y expressos em unidades de milhdes de euros).
Determine o lucro méaximo da empresa e os valores de x e y que o realizam.

Numa dada empresa, as fungoes producdio (P) e custo (C) sao dadas por
P=3KY3LY3 ¢ C=K?>+2L+8 (K- capital; L-trabalho).

Calcule o custo minimo para uma produc¢ao de 12 unidades.



