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Introdugdo

Tipos de Integrais Impréprios

A definicdo de integral de Riemann exige que a fungdo integranda, f,
esteja definida num intervalo fechado e limitado, /, e que f seja limitada.
Pode estender-se esta definigdo omitindo uma (ou as duas) dessas
condi¢des, passando ao estudo do que chamamos Integrais Impréprios.

1.2 Espécie ( / é ilimitado)
Integrais Imprdprios 2.2 Espécie (f é ilimitada ou n3o definida
em alguns pontos de /)
3.2 Espécie (/ é ilimitado e f ¢ ilimitada ou
ndo definida em alguns pontos de /)

v
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Introdugdo

Exemplos
1.2 Espécie:
/ —dx / x3dx / e dx
1 X —00 —0oo
2.2 Espécie:
> 1 5 1 |
/ Lo / LTS / L / LI
senx — 1 s (x—=2)(x—5) o x?
3.2 Espécie:
—+o00 1 —+o00 1 1
—dx / ——dx / In(1 — x)dx
N e R
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Integral impréprio de 1.2 espécie no limite superior de integracdo:

Definigao:
Seja f: [a, +oo[— R uma fun¢do integrivel em [a, t], para todo o t > a.

Se existe e é finito o limite
t
lim / f(x)dx
t—+o0 a

+00
entdo o integral imprdprio / f(x) dx diz-se convergente e escreve-se
a

+oo
/ f(x) dx :t_I:T /f

Caso contrario, o integral em causa diz-se divergente.
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Exemplo:

Como

t
: 1 . t
lim /0 dx = t—llToo [arctg (x)],

t—>+oo o 14 x2
= lim arctgt
t—+00
o
2
+o0 1
o integral impréprio / 5 dx € convergente e
0 1 =+ x

+00 1
/ =T
0 1+X2 2
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Exercicio:
too 1
Prove que o integral impréprio / — dx, onde a € R, &
1 X
divergente, se a < 1;
oo q 1
convergente, se a > 1 e, neste caso, / —dx = )
1 X« a—1

Exercicio:

+oo
Prove que o integral impréprio / e dx, onde B ER, é
0

divergente, se 5 > 0;

400 1
convergente, se § < 0 e, neste caso, / P dx = —E.
0
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Integral impréprio de 12 espécie no limite inferior de integracio:

Definicdo:
Seja f: ] — 0o, a] — R uma fungdo integravel em [t, a], para todo o t < a.
Se existe e é finito o limite

a
t—I:Too/t f(x)dx

a
entdo o integral impréprio / f(x) dx diz-se convergente e escreve-se

—00

/_OO fx) dx = lim_ /t £(x) dx.

Caso contrario, o integral em causa diz-se divergente.
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Exemplo:

Como

1
. 1 . 1
Jim / T ® = tim farctg (]

= lim (% — arctgt)

t——o00

_ 37

= 7
'tI"'/lld’ t/11d?”r
o integral impréprio —— dx é convergente e — —dx=—.
& prop P & Coo 1+ X2 4

Exercicio:

Estude a natureza do seguinte integral impréprio em fun¢do do pardmetro

aeRT\ {1} .
/ a¥dx.

.
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Proposicao:
Sejam f : [a, +oo[— R e g : [a, +00[— R fungdes integriveis em [a, t],
para todo o t > a. Ent3o verificam-se as seguintes condi¢des:

+oo +o0
Q Se / f(x)dx e / g(x) dx sdo convergentes, entdo
a a

+oo
/ (af(x) + Bg(x)) dx é convergente, para todos os o, B € R, e

/:oo(af(x) + Bg(x)) dx = a/:oo f(x) dx + 5/:00 g(x) dx.

+o0 400
Q Se / f(x) dx é divergente, entdo / (af(x)) dx é divergente,

para todo o o € R\ {0}. )
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Exercicio: Mostre que, nas condi¢des da Proposicdo do slide anterior,

+oo +oo
se / f(x) dx é convergente e / g(x) dx é divergente, entdo
a a

+o0
/ (f(x) + g(x)) dx é divergente.

Proposicao:
Sejam f: [a, +00[— R uma fungdo integravel em [a, t], para todo o t > a,
e b > a. Entdo os integrais impréprios

/:oof(x)dx e /:oof(x)dx

tém a mesma natureza (i.e., ou sdo ambos convergentes ou ambos
divergentes). Em caso de convergéncia, tem-se que

+o00 b +oo
/ f(x)dx = / f(x) dx+/ f(x)dx.
a a b )
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Exemplos:
+o0 1 1 1 +oo 1 3 1

@ Como, atendendo ao exercicio do Slide 7, o integral impréprio
—+o00

1

+oo
x? dx é divergente, ent3o o integral impréprio / x? dx
3
também é divergente.

Observacio:

Resultados analogos aos dos slides 10 e 11, com as devidas adapta¢des,
sdo validos para integrais impréprios de 1.2 espécie no limite inferior de
integracao.
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Integral impréprio de 12 espécie em ambos os limites de integracao:
Definicdo:

Seja f: R — R uma fungdo integravel em [« 5] para todos os o, f € R
tais que a < . Se, para algum a € R, os integrais impréprios

a +o00
/ f(x)dx e / f(x) dx sdo ambos convergentes dizemos que o
a

NS Ja
integral impréprio / f(x) dx é convergente e escrevemos
400 a +00
/ f(x)dxz/ f(x)dx—l—/ f(x)dx.
—00 — 00 a

Se, para algum a € R, um dos integrais imprdprios

/a f(x)dx ou /:Oof(x)dx

—00
—+00

é divergente dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é divergente.

—00

v
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Exemplo:
+o0o 1

O integral impréprio / ————5 dx € convergente uma vez que
oo 14x

0 1 +o0 1
/oo 172 dx e /0 152 dx s3o convergentes (verifique!).

Mostre ainda que
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie Critérios de Convergéncia

Critérios de Convergéncia

Proposicdo: (Critério de Compara¢do)
Sejam f e g duas fun¢des definidas em [a, +00[, integraveis em [a, t], para

todo o t > a, tais que
0 <f(x) <g(x),

para todo o x € [a, +oo[. Entdo:

+o00 +o0
(i) se / g(x) dx é convergente, entdo / f(x) dx é convergente;
a a

400 +o0
(i) se / f(x) dx é divergente, entdo / g(x) dx é divergente.
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie Critérios de Convergéncia

Exemplo de aplicacdo do Critério de Comparacdo ao estudo da natureza

do seguinte integral:
+o00 1
/ sen — dx.
1 X

Notar que, para todo o x € [1, +00[ temos

1 1,
0 < sen 2 < 2 (justifique!) (1)
+o00 1
Uma vez que o integral impréprio / —5 dx € convergente e que a
X

desigualdade (1) se verifica, pelo Critério de Comparagdo, o integral
improprio
400 1
/ sen — dx
1 X
é convergente.
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie Critérios de Convergéncia

Proposi¢cdo: (Critério de Comparagdo por Passagem ao Limite ou,
simplesmente, Critério do Limite)

Sejam f e g duas fun¢des definidas em [a, +00[ e integraveis em [a, t], para
todo o t > a, tais que f(x) > 0 e g(x) > 0, para todo o x € [a,+o0[. Seja

f(x)

L:= Ilim
X——+00 g X)

Ent3o:

+oo +o0
(i) Se L € Rt, entdo / f(x)dx e / g(x) dx tém a mesma
a a

natureza.

+00 +oo
(i) SeL=0e / g(x) dx é convergente, entdo / f(x)dx é
convergente. - ?

+o00 +oo
(iii) SeL=+occ e / g(x) dx é divergente, entdo / f(x)dx é

divergente.

v

4. Integrais Impréprios I ERTE




Integrais Impréprios de 1.2 Espécie Critérios de Convergéncia

Exemplo de aplicacdo do Critério do Limite ao estudo da natureza do

seguinte integral:
400 1
/ sen — dx.
1 X

Notar que, para todo o x € [1,+o0[, sen X—lz >0e % > 0. Mais

) sen %
L= lim — =1.
X—>+00 =
X

too 1
— dx € convergente, pelo Critério do
X

+oo 1
/ sen — dx
1 X
.

4. Integrais Impréprios S EERETES

Uma vez que L € R e que /
1

Limite, o integral impréprio

é convergente.




Integrais Impréprios de 1.2 Espécie Critérios de Convergéncia

Observacio:

Tanto o Critério de Comparacdo como o Critério do Limite tém as suas
versGes para integrais improprios de 1.2 espécie, impréprios no limite de
integrac3o inferior, basta fazer pequenas adaptagGes nos enunciados
apresentados nos slides anteriores (Escreva-os!).

Exemplo (Estudo da natureza do integral impréprio f = 1)2 dx ):
Para todo o x €] — ooO] 2>0e(x_1)2>0.
Uma vez que
eX
L= lim &0~ jim e =0
X—>—00 ——— X—>—00
(x—1)?

0 1
e que / W dx é convergente (verifique!), concluimos, pelo
X —_—
0 eX
Critério do Limite, que / —=
—00 (X - 1) )
4. Integrais Imprprios 15/11/2019 19 / 36

dx é convergente.




Integrais Impréprios de 1.2 Espécie Convergéncia Absoluta

Proposicao:

Seja f: [a, +oo[— R integravel em [a, t], para todo o t € [a, +o0].

Se o integral impréprio
+00
/ |f(x)| dx
a

/a o f(x) dx

é convergente, entdo

também é convergente.

Observacio:

A proposicao reciproca n3o é verdadeira.
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Integrais Impréprios de 1.2 Espécie Convergéncia Absoluta

Definicdes: (Convergéncia absoluta / Convergéncia simples)

Seja f: [a, +oo[— R integravel em [a, t], para todo o t € [a,+o0].
—+o00
@ Dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é absolutamente
a

+oo
convergente, se o integral impréprio / |f(x)| dx é também
a

convergente.

+oo +o0o
@ No caso em que / f(x) dx é convergente, mas / |f(x)| dx é
a a

“+o00
divergente, dizemos que / f(x) dx é simplesmente convergente.
a

Observacao:

Com ligeiras adaptacgdes, pode definir-se convergéncia absoluta e
enunciar-se a mesma proposi¢cdo para integrais impréprios de 1.2 espécie,
impréprios no limite inferior de integragdo (Escreva esses enunciados!).

V.
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Integral impréprio de 22 espécie no limite de integracdo inferior:

Definicao:

Seja f: ]a, b] — R uma fungdo integravel em [t, b], para todo 0 a < t < b.

Se existe e é finito .
lim / f(x) dx
t

t—at

b
dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é convergente e escrevemos,

por definicdo, ’

/ab f(x)dx = lim /tb F(x) dx .

Caso contrario, dizemos que o integral impréprio é divergente.
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Exercicio:

1
Prove que o integral impréprio / — dx, onde a € RT, é:
o X

divergente, se a > 1,

19 1
convergente, se a < 1 e, neste caso, / —dx = .
0 X< 1 —
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Integral impréprio de 22 espécie no limite de integracao superior:

Definicdo:
Seja f: [a, b[— R uma fun¢do integravel em [a, t], para todo o a < t < b.
Se existe e é finito

t—b—

lim /at f(x) dx

b
dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é convergente e escrevemos,
Ja

Lbf(x)dx_tiT /:f(x)dx.

Caso contrario, dizemos que o integral impréprio é divergente.

por definicdo,
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Integral impréprio de 2.2 espécie em ambos os limites de integracao:

Definicdo:
Seja f: ]a, b|— R uma fun¢do integravel em [t1, t2], para todos os t; e to
taisque a< t; < th < b.

b
Dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é convergente se, para

a
c b
algum c €]a, b[, ambos os integrais/ f(x)dx e / f(x) dx sdo
a Cc

convergentes. Neste caso, escrevemos

/abf(x)dx:/acf(x)der/be(x)dx.

Caso contrario, dizemos que o integral impréprio é divergente.
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Integral impréprio de 2.2 espécie num ponto interior do intervalo de
integracao:

Definicdo:

Seja f uma fun¢do definida em [a, b] exceto possivelmente em ¢ €]a, b|, e

integravel em [a, t], para todo o a <t < c e em |[r, b], para todo o
¢ < r < b. Se os integrais impréprios

c b
/ f(x)dx e / f(x) dx forem ambos convergentes,
a c

b
entdo o integral impréprio / f(x) dx diz-se convergente e escreve-se
a

/abf(x)dx:/:f(x)dx—l—/cbf(x)dx.

b
Caso contrario, dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é divergente.
a

v
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

As propriedades, defini¢Ges, e critérios de convergéncia apresentados para o
integral de 1.2 espécie tém as suas versOes para os integrais de 2.2 espécie
(no limite inferior de integragdo ou no limite superior de integragdo). Nos
slides seguintes apresentamos esses resultados apenas para o caso dos
integrais de 2.2 espécie no limite inferior de integracdo, para os outros
tipos de integrais de 2.? espécie o estudo faz-se mutatis mutandis.
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Proposicao:
Sejam f :]a,b] — R e g :]a, b] — R fun¢des integraveis em [t, b], para
todo o t €]a, b]. Entdo verificam-se as seguintes condi¢des:

b b
Q Se / f(x)dx e / g(x) dx sdo convergentes, entdo
a a

b
/ (af(x) + Bg(x)) dx é convergente, para todos os «, f € R, e
a

/ab(af(X) + Bg(x)) dx = a/ab f(x) dx + g/abg(x) dx .

b b
Q Se / f(x) dx é divergente, entdo / (af(x)) dx é divergente, para
a

todo 0 a € R\ {0}.
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie DefinicGes e Propriedades

Proposicao:
Sejam f: |a, b] — R uma fung3do integravel em [t, b], para todo o
t €]a, b], e a < b’ < b. Entdo os integrais impréprios

/a ’ f(x)dx e / ' F(x) dx

tém a mesma natureza (i.e., ou sdo ambos convergentes ou ambos
divergentes). Em caso de convergéncia, tem-se que

/a ’ F(x) dx = / v F(x) dx + / b F(x) dx.
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie Critérios de Convergéncia

Critérios de Convergéncia

Proposicdo: (Critério de Compara¢do)
Sejam f e g duas fungdes definidas em |a, b], integraveis em [t, b], para
todo o t €]a, b], tais que

0<f(x) <gx),
para todo o x €]a, b]. Ent3o:

b b
(i) se / g(x) dx é convergente, entdo / f(x) dx é convergente;
a a

b b
(i) se / f(x) dx é divergente, entdo / g(x) dx é divergente.
a a
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie Critérios de Convergéncia

Proposicdo: (Critério de Comparagdo por Passagem ao Limite ou,
simplesmente, Critério do Limite)

Sejam f e g duas fungdes definidas em |a, b| e integraveis em [t, b], para
todo o t €]a, b], tais que f(x) > 0 e g(x) > 0, para todo o x €]a, b]. Seja

L= fim (™)

x—at g(X) '
Ent3o:

b b
(i) Se L € RT, entdo / f(x)dx e / g(x) dx tém a mesma natureza.
a a

b b
(i) SeL=0e / g(x) dx é convergente, entdo / f(x)dx é

convergente. *
b b
(iii) SeL=+oc0 e / g(x) dx é divergente, entdo / f(x)dx é
a a

divergente.
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Integrais Impréprios de 2.2 Espécie Convergéncia Absoluta

Definicdo: (Convergéncia absoluta / convergéncia simples )

Seja f: |a, b] — R integravel em [t, b], para todo o t €]a, b].

b
Dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é absolutamente
° b
convergente, se o integral impréprio / |f(x)| dx é também convergente.
b ? b
No caso de / f(x) dx ser convergente, mas / |f(x)| dx n3o o ser,
a a

b
dizemos que / f(x) dx é simplesmente convergente.
a

Proposicao:

Seja f: ]a, b] — R integravel em [t, b], para todo o t €]a, b].

Se o integral impréprio
b
/ f(x) dx
a

é absolutamente convergente, entdo também é convergente.
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Integrais Impréprios de 3.2 Espécie

—+00
Integral impréprio de 32 espécie do tipo / f(x) dx, onde f é ilimitada
a

ou nao estd definida em x = a:

Definicio:
Seja f: ]a, +oo[— R integrdvel em [t, '], quaisquer que sejam t,t' € R

taisquea<t < t.
00

Dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é convergente se, para
a

algum c €]a, +oo|, os integrais improprios [ f(x) dx e [ f(x) dx
forem ambos convergentes e escrevemos

/a " ) de = / “F(x) dx + / " ) dx

Caso contrario, dizemos que o integral impréprio é divergente.
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Integrais Impréprios de 3.2 Espécie
b

Integral impréprio de 32 espécie do tipo / f(x) dx, onde f é ilimitada ou

J =00

nao esta definida em x = b:

Definicao:
Seja f: ] — oo, b[— R integravel em [t, t'], quaisquer que sejam t,t' € R

tais que t < t/ < b.
b

Dizemos que o integral impréprio / f(x) dx é convergente se, para

— 0o
algum ¢ €] — o0, b], os integrais impréprios [ f(x)dx e fcb f(x) dx
forem ambos convergentes e escrevemos

/:f(x)dx—/_; f(x)dx—i—/cbf(x)dx

Caso contrario, dizemos que o integral impréprio é divergente.
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Integrais Impréprios de 3.2 Espécie

Observacoes:
@ Definem-se de modo analogo os integrais impréprios de 3.2 espécie

a +o0
dos tipos / f(x)dx e / f(x) dx, onde f n3o esta definida ou é

—0o0

—0o0
ilimitada em algum ponto do interior do intervalo de integrac3o.

@ Atendendo 3s definicGes apresentadas, para estudar a natureza de
integrais impréprios de 3.2 espécie, devemos decompor o intervalo
integracdo de modo conveniente e estudar a natureza de integrais
impréprios de 1.2 e de 2.2 espécies (correspondentes).
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Integrais Impréprios de 3.2 Espécie

+001

Exemplo: Estudo da natureza do integral impréprio / — dx.
X

— 00

Considere os seguintes integrais (por exemplo):

-1 0 1 +o00
1 1 1 1
/ 3dX,/ 3dX,/3dXG/ 73dX
—oo X 1 X o X 1 X

1
Como o integral impréprio / —; dx € divergente (Verifique usando a
o X

—+o00
defini¢do!), entdo /

—0o0

— dx também é divergente.
X

Exercicio: Verifique que o integral impréprio

+oo 1
/ — dx
o X

é divergente, para todo o a € R;

v
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