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Universidade de Aveiro ﬁ Departamento de Matematica

1. Calcule os seguintes determinantes:

3 4 0 3 sina —cosa 0 71 L7l
@k ol w© cosal @y la 12 @ o 12
5 7 1 2 cosa  sina 1 7 3 00 3

Propriedades dos determinantes

2. Mostre que se ¢ é um nimero real e A é uma matriz do tipo n x n, entao det(cA) = ¢ det(A).

3. Se A e B sdo matrizes 5 x 5 tais que |A| = 3 e |B] = —5, determine, justificando, os seguintes
determinantes:

(a) [AT]; (b) [AB[; (c) |AY]; (@) [B7']; () [24]; () [247!

L @ |eas m) [aBTaT).

4. Sejam A e B matrizes de ordem 2. Sabendo que det(AB~!) = 2 e det((2A)"'B(AT)?) = 8, calcule
det(A) e det(B).

5. Sem calcular explicitamente o determinante, mostre que

a b c b+c c+a b+a a1 +by a1—-b1 a; b1
(a) le 0 0|=0; (b)| 1 1 1 |=0; (¢) lag+b2 as—by co| =—2las by ca.
f 0 0 a b c a3 +bs a3 —by c3 az bz c3
6. Utilizando apenas propriedades dos determinantes, calcule:
a; as as ar b1
(a) by ba b3 , sabendo que |as by co| = —3;
a1 +by+c1 as+by+co as+bs+es as bz c3
bl bg bQ ay az as
(b) |e1 3 c2|, sabendo que |b; by b3| = 10;
a; as as i C2 C3
a1 2b1 461 + aq ajq b1 C1
(¢) |lag 2by 4cy + ag|, sabendo que |ag b co| = 2;
as 2b3 403 + as as bg C3
ai +2b1 as +2by asz + 2bs ar b1 a
(d) |3¢1+b1 3ca+ba  3csz+bs|, sabendo que |az b o = 1;
7b1 7b2 7b3 as b3 C3
a1 +as asz 2as -+ da; a1 as as
(e) |bi+by bs 2bs+5by|, sabendo que |by by bg| = 1.
c1+co c3 2c3+4 5c c1 C C3

7. Seja B a matriz obtida da matriz A por aplicagdo da sequéncia de operagdes elementares: L3 := 2L3,
Ly +— Lo, Ly := L3+ 4Ly e Ly := Ly — 2L;. Sabendo que det(A) = —2, calcule det(B).

Teorema de Laplace

8. Calcule os determinantes seguintes usando o Teorema de Laplace:

3 =2 7 0 0O 1 4 5 1 211

2 3 0 2 -1 3
@5 s o4 1 =2 @t 238 @t 2 ] ?2
5 10 4 75 6 6 0 -1 8 0O 0 —-10 010 2
-1 2 5 2 1 2 7 2 0111
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Matrizes invertiveis, matriz adjunta e matriz inversa

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

1 0 -1
Considere matriz A = 0 1 2
-2 1 1

(a) Calcule o determinante de A.
(b) A partir da matriz A obtenha uma matriz B tal que det(B) = 2det(A). Justifique.
(c) Calcule a adjunta de A.

(d) Verifique que A é invertivel e calcule a inversa de A.

Calcule, caso exista, a inversa das seguintes matrizes:

T I TR I I Y
@ [05 —4f; ® |-1 1 2]: ( e La,b,c,d € R\ {0}.
00 4 0 1 2 -1 2 -3 4 00cO
0 5 0 =2 000 d
1 0 2 -1
. . 01 -1 1
Considere a matriz A = 12 o0 0
01 1 1

(a) Calcule o determinante de A.
(b) Calcule o elemento (2,3) da adjunta de A e o elemento (2,3) da inversa de A.

2 a-1 0
Considere a matriz A = | —3 2 1 |, onde a€R.
0 a+1 -2

(a) Calcule o determinante de A através do teorema de Laplace.
(b) Determine todos os valores de a para os quais a matriz A é singular.
(c) Considere a = —2. Calcule o elemento (1,2) da inversa de A, sem calcular A~

Se
I5; 6 1

A=1|0 p-1 1 ,
0 1 B+5
determine todos os valores de 8 para os quais o sistema homogéneo AX = 0 apenas admite a solugao
trivial.

Seja A uma matriz n x n com determinante nao nulo. Mostre que A (adj A) = det(A) I, e conclua que
det(adj A) = (det(A))" "

Calcule a adjunta da matriz A = E)) i] e efetue o produto A (adj A). Sem efetuar mais cdlculos indique

o valor do determinante de A.

Regra de Cramer

16.

17.

Diga em que condigoes se pode usar a regra de Cramer para resolver um sistema de equacoes lineares
AX = B.

Se possivel, resolva os seguintes sistemas de equagoes lineares, usando a regra de Cramer:

r+3y+2z2+w=0

z—y—2=0 dr — 3z = -2 9% 4 2 4 3 A
z+ 3w =
(a) ¢4z +2y—42=6 (b) 20 —y=-2 (¢) Y
20 4+y—z4+2w=>5
Jx+2y—z=-1 r—3y+z=4

3r—z24+3w=9

ua ﬁ dmat
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Aplicacoes geométricas do determinante
18. Determine a area

(a) do paralelogramo com um vértice na origem e lados correspondentes aos vetores u = (—3,5) e
v=1(2,1);

(b) de um paralelogramo com vértices B(1,—1), C(3,1) e D(—2,—3).
19. Seja a € R. Considere os paralelepipedos P, com um vértice na origem e arestas determinadas pelos

vetores u = (2,—3,0), v = (a — 1,2,a+ 1) e w = (0,1, —2). Calcule todos os valores de a para os tais o
volume de P, é 4. (Sugestdo: consulte os célculos efetuados no exercicio 12.)

Exercicios de aplicagao das propriedades dos determinantes

20. Seja A uma matriz quadrada de ordem n e B e C matrizes tais que AB = AC.
Mostre que se det(A) # 0, entdo B = C. Mostre ainda através de um exemplo nao trivial que esta
conclusao pode nao ser valida se det(A4) = 0.

21. Mostre que:

(a) Se A é uma matriz n x n, entdao det(AAT) > 0;

(b) Se A e B sdo matrizes quadradas e AB = I,,, entao det(A) # 0 e det(B) # 0;

(c) Sendo A e B matrizes n X n, se A é singular, entdo AB também é uma matriz singular;
(d) Se A é uma matriz nao singular tal que A2 = A, entao det(4) = 1;

(e) Se A= A"! entdo det(A) = +1.

22. Diga, justificando, se cada uma das afirmacoes seguintes é verdadeira ou falsa.

—~

a) det (—A) = —det (A);

b) Se AT = A~ entdo det(A) = 1;

) Se det(A) =0, entdo A = O;

d) Se det(A) =7, entdo o sistema AX = 0 tem apenas a solucdo trivial;
)
)
)

—~

o

Se A2 =Ae A#I,, entdo det(A) = 0;
Se det(AB) = 0, entdo det(A) = 0 ou det(B) = 0;
Se AB # BA entédo det(AB) # det(BA).

e
f

g

~ o~

ua ﬁ dmat
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10.

11.
12.

13.

15.

16.
17.
18.
19.
20.
22.

Nk ®

(det(A) = —8 e det(B)

(c) adjA = {

(a)

o O wie

—15; (¢) 81;(d)

_ 1.

57

determinante

(e) 96; (f) 2; (g) o5:(h) —2.
—4) ou (det(A) = 8 e det(B) = 4

2 0 -1 1
0 1 2 ou B = 0
—4 1 1 —2
1 1 1
i1 3
37 1
3 3 3
3 -8 2 -3
2 3
@] 0 T
bowobow
0 % 0 -5

i (d)

o O Oel-

(a) det(A) = 2;(b) o elemento (2,3) de adj A é 2 e o elemento (2,3) de A~1 é1

(a) det(A) = —

B eR\{-2-+10,0,—2+ 10}.

4

adjA = {_3

8a —4;(b) a

A - |

-2

0

0

-2

55 (¢) o elemento (1,2) de A™* é —

]; det(A) = —2.

Se A é uma matriz quadrada e det(A) # 0.

(a)‘T:*Q?y:l,Z:*:S;(b)‘T:*

(a) 13(b) 2
a € {-1,0}.

)

1°

34 __ _30.

Y= —"11*= 113

1
3

O Oolr O

pagina 1/1

OolrOo O
U O O O

)x=1y=-1,2=0,w=2.

Se det(A)#0, entdo A é invertivele AB=AC = A~ (AB)=A"1(AC) = (A7'A)B=(A"1A)C = B=C.

(a) falsa; (b) falsa; (c) falsa; (d) verdadeira; (e) verdadeira; (f) verdadeira; (g) falsa;

ua ﬁ dmat



