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Séries numéricas

Seja (ap) uma sucessdo de nimeros reais.
Chamamos série numérica de termo geral a, a “soma de todos
os termos da sucess3o (ap),"™:

al T ap a5t A E:ar—E:%

A sucessao das somas parciais (S,), associada a esta série é a
sucessao definida por

Ss=ait+a+az3+---+a,

Obs. 2.2
Um exemplo de série é a série harmdnica dada por

1 1 1
1 —
otz E



Convergéncia de uma série numérica

o
Dizemos que uma série g a, é convergente se lim S, existe e
1 n——-00
n=

é finito, caso em que é designado por soma da série e escrevemos

00
E a,= lim §,

n—-+o00
n=1

Se (Sp)n é divergente, dizemos que a série é divergente.

Estude a convergéncia das seguintes séries:

+o0 +o0 +oo
(@) Y (-1)" b)Y aacrR (Y <,11 _ n}r 1)
n=1 n=1




Séries geométricas

Uma série geométrica de razdo r € R, é uma série do tipo
(e o) o0
2 n—1 _ n—1 __ n
atar+ar-+---+ar +---= ar = ar-,
n=1 n=0

onde a € R é o primeiro termo da série.

Obs. 2.6
O termo geral, S, da sucessdo de somas parciais é dado por:

na, ser=1

Sp =

1—r"
1—1r’

a ser#1



Séries geométricas

Obs. 2.6 (cont.)

Conclui-se assim que, para a # 0:

o
g ar""! converge se e s6 se |r| < 1
n=1

€ Nesse Caso

> a

g ar" 1 = 1
—r

n=1

Exer. 2.7

Verifique se as seguintes séries sdo convergentes e em caso
afirmativo calcule a sua soma:

@3 () (b):zj(—n"(z)" Ik “”22"

n=0 n=1




Séries redutiveis (ou de Mengoli ou telescépicas) 6

o0

Uma série Z ap diz-se redutivel (ou de Mengoli ou telescdpica)

n=1
se 0 seu termo geral se puder escrever numa das seguintes formas:

dpn = Up — Upyp OU ap = Upyp — Up

onde (u,) € uma sucessdo e p € N.

Obs. 2.9

No caso em que a, = up — Upyp
n+p

n—zukf Zuk—ul+ -+ u (Un+1+"'+un+p)
k=n+1

€ NO Caso em que a, = Unptp — Up

n+p

,,—Zak_ Zukuuk—u,,HJr A Upgp — (U1 4.+ up)

k=n+1



Séries redutiveis (ou de Mengoli ou telescdpicas) 7

Obs. 2.9 (cont.)

Assim, a série é convergente se |lim (upt1 + - -+ + upyp) for finito.
n—-+oo

Além disso, se |lim u, = k € R, entdo
o0

n——+

HETOO(Un+1 + o+ Un+p) = pk.

Exer. 2.10

Determine a soma (se existir) das seguintes séries:

(2) f(:lvni2

n=1

*f 11
2n 2n+ 2

n=1
*i 3

— (n+1)(n+4)
oo,




Propriedades das séries numéricas

|| |!|

Teo. 2.11

As séries

o (0.0]
Zane Zan:ap+1+ap+2+-~-,VpeN
n=1 n=p+1

tém a mesma natureza. Assim, a natureza de uma série n3o
depende dos seus primeiros termos.

Obs. 2.12

n

n
Como S, = Zak eS, = Z ax (com n > p+ 1), temos

k=1 k=p+1

P
S, =S, + Z ak, e, portanto, se existir um dos limites o outro também

) k=1 )
existe:
. o (D

I|lr1n S, = I|,r1n S, + Zak

k=1



Condicao necessaria de convergéncia

Teo. 2.13

8
©o

Se a série E an é convergente, entdo lim a, = 0.
n—o0

n=1

Obs. 2.14

O resultado anterior é considerado como um primeiro critério de
convergéncia de uma série. Na verdade, o critério é util na sua
forma contrapositiva, isto é:

o0

se lim a, # 0 ou ndo existir = E an é divergente
n—o0 1
n—=

revelando-se, assim, como um “critério de divergéncia”. Note-se que
se lim a, = 0, nada se pode concluir sobre a natureza da série.
n—oo



Condicao necessaria de convergéncia

Exer. 2.15

Analise a natureza das séries seguintes, tendo em conta a condi¢cdo
necessaria de convergéncia de séries numéricas:

+oo o0
(a) ;(—1)” (d) ;\/ﬁ
(b)im(nil) (e):i<1+i>n

+o0
© >, O Ty



Propriedades aritméticas das séries numéricas 11

Teo. 2.16

o o
(a) Sejam E an e E b, duas séries numéricas convergentes com
n=1 n=1

(0.9}
somas A e B respetivamente. Ent3o a série Z(an + bp) é

n=1
convergente e

> (an+ by) = Zan—i—Zb,,_A—i-B
n=1

o0 o0
(b) Se Z an é convergente e tem soma A, entdo V) € R, Z)\a,,
n=1 n=1
é convergente e tem soma A,

io: Aa, = AA.
n=1



Propriedades aritméticas das séries numéricas 12

Teo. 2.16 (cont.)

(c) Se Z ap é divergente entdo VA € R\{0}, Z)\an é
n=1 n=1
divergente.

(o¢] oo
(d) Se E ap é convergente e E b, é divergente, entdo a série
n=1 n=1

oo
z(an + b,) é divergente.
n=1

Obs. 2.17

Note-se que o resultado anterior nada diz quanto ao caso de ambas

as séries serem divergentes. Na verdade, a série resultante
o0

Z(an + by) tanto pode ser convergente como divergente.

n=1



Propriedades das séries numéricas: exercicios 13

Exer. 2.18

Verifique se as seguintes séries sdo convergentes e, em caso
afirmativo, determine a sua soma:

ofor) L]
= §h3n =2

(b) > = @ >

n=2 n=1




Séries de termos n3o negativos 14

+00
Dizemos que a série E an é uma série de termos nao negativos

n=1

se, Vn € N, se tem a, > 0.

Exer. 2.20
Verifique quais das seguintes séries s3o séries de termos n3o negativos:

400 +oo
(@) > _(-1)" (c) > cos(n)

(b) i (r17 ; nil) (d) Jiocos (}1)



Séries de termos n3o negativos 15

Teo. 2.21

+oo
Seja E an uma série de termos n3o negativos. Ent3o a sucessio

n=1
das somas parciais associada a série € mondtona crescente.

Teo. 2.22
o0

Seja g ap uma série de termos ndo negativos. Ent3o, a série é

n=1
convergente se e sd se a sua sucessdo das somas parciais é limitada

superiormente.




Critérios de convergéncia: critério do integral 16

Teo. 2.23

oo

Seja Z a, uma série de termos n3o negativos e f : [1, +oo[— R
n=1

uma fung¢do decrescente e tal que f(n) = a,, ¥n € N. Entdo

o0 400
Z ap e / f(x)dx
n=1 1

tém a mesma natureza.

Exer. 2.24

Estude a natureza das seguintes séries:

ool —+00

@ ) > ©Y 1
n=1

1 = n In(n)



Séries de Dirichlet 17

A uma série da forma

o0

Znia, a€R

n=1

chamamos série de Dirichlet (ou série harménica de ordem «).

Obs. 2.26

A convergéncia destas séries € analisada usando o critério do
integral. E facil ver que (exercicio!)

nOt

i 1 convergente se o > 1
— é:
divergente se « < 1

n=1



Séries de Dirichlet

Exer. 2.27

Indique a natureza das seguintes séries

1 1
(a) - (C) o —=
®) Y (@) S

n=1 n=1

Convém notar que, na utilizagdo do critério do integral, o valor obtido na
resolu¢ao do integral impréprio quando este é convergente nao é a soma
da respectiva série.



Critério da comparacao

Teo. 2.29

Suponha-se que existe ng € N tal que

0<a,<b,, Vn>ng,n€N.

Ent3o:
o o0

(a) Z b, converge = Z a, converge.
n=1 n=1

(b) Za,, diverge = Z by, diverge.
n=1 n=1

Obs. 2.30

oo o0
Convém notar que, se E b, for divergente ou E a, for convergente,

. n=1 n=1
nada se pode concluir.



Critério do Limite

Teo. 2.31

(o ¢] (0.0

Sejam Za,, e Z by, duas séries tais que a, > 0e b, > 0Vn & N.
n=1 n:l_ o

Suponha-se que existe o limite

-
L= lim —
n—oo b,

Ent3o verificam-se as condicdes seguintes:

(a) se L € RT, ent3o as séries tém a mesma natureza.

o0 o0
(b) se L=0, Z b, converge = Z a, converge.
n=1 n=1

(oe) o
(c) se L =+o0, Z b, diverge = Z a, diverge.

n=1 n=1



Critério do Limite

Obs. 2.32

[o.¢]
Podemos assim concluir que a série E b, funciona como

n=1
referéncia, sendo necessario conhecer a partida a sua natureza. A

escolha desta série é normalmente sugerida pela forma da série

o o 1
E a,. Em muitas situacoes, as séries de Dirichlet E —
n
n=1 n=1
revelam-se de grande utilidade (como referéncia).



Exercicios 22

Exer. 2.33

Use o critério da comparagao ou o critério do limite para estudar a
natureza das séries seguintes:

> sen(n) > 1
@ > © 2 s
> 1 > 1
(b) Z_‘;Hm () leen (n>
> 1 . arctan(1/n
© Y @) ;t niL/n)
2. 10n? IX el/n

(d) > P Y

n=1 n=1 n



Convergéncia simples e absoluta

oo o
Seja Z an, uma série de nimeros reais e Z |an| a correspondente
n=1 n=1
série dos médulos.
oo o0
(a) Se Z |an| converge, entdo Z ap diz-se absolutamente
n=1 n=1
convergente.
o0 o0 o0
(b) Se Z |an| diverge mas Z ap converge, entdo Z ap diz-se
n=1 n=1 n=1

simplesmente convergente.

Teo. 2.35
Toda a série absolutamente convergente é também convergente.



Convergéncia simples e absoluta 24

Obs. 2.36

o
(a) Realga-se que se Z |an| diverge, entdo nada se pode concluir

n=1
0

sobre a natureza de E an. Esta pode ser convergente ou
. n=1
divergente.

oo
(b) Como E |an| é uma série de termos n3o negativos, entdo
n:1 . . . . -
podemos aplicar os critérios vistos anteriormente para estudar

a sua natureza.



Convergéncia simples e absoluta 25

Exer. 2.37

Verifique se as séries seguintes sdo absolutamente convergentes:

(e 9]

@y © 3%
n=1 n=

ChRE @ >y
n=1

n=1



Critério de D'Alembert ou do Quociente

Teo. 2.38

o
Seja E a, uma série de nimeros reais ndo nulos e
n=1
an+1
an

L= lim
n—o00

Se o limite existir, verificam-se as condicdes seguintes:

oo
(a) se0 < L <1, entdo Z ap € absolutamente convergente.

n=1
o0
(b) se L > 1 ou L =400, entdo Z ap é divergente.
n=1

(c) se L =1, nada se pode concluir (devemos utilizar outro critério
para estudar a natureza da série).



Critério da Raiz ou de Cauchy

Teo. 2.39

oo
Seja E a, uma série de nimeros reais e

n=1
— 1 ny/
L= nh—r>noo |an|

Se o limite existir, verificam-se as condi¢des seguintes:
o

(a) se 0 < L <1, entdo Z ap é absolutamente convergente.
n=1

o
(b) se L >1 ou L =400, entdo Zan é divergente.
n=1

(c) se L =1, nada se pode concluir (devemos utilizar outro critério
para estudar a natureza da série).



Exercicios 28

Exer. 2.40

Estude a natureza das seguintes séries:

@Y e @ Y (-

37

n=1




Séries alternadas

Uma série alternada é uma série onde os seus termos sao
alternadamente positivos e negativos, ou seja,

i(—l)”an ou i(—l)"ﬂan
n=1 n=1

onde a, > 0, Vn € N.

Exer. 2.42
Verifique se as seguintes séries sdo alternadas:
= 1 = cos(n)
n
@ X v © 2=
n= n=

n!

(b) (1) @ S el
n=1



Critério de Leibniz 30

Seja Z(—l)"an com ap > 0,Vn € N uma série alternada. Se

(a) a sucessdo (a,) é monétona decrescente;
(b) lim a,=0;

n—oo
entdo a série é convergente.

Exer. 2.44

Estude a natureza das seguintes séries usando o critério de Leibniz.

o0

nl C OO_ n]'
@ 203 © 21

(6) S (1) (@ Z W



Exercicios 31

Exer. 2.45

Estude a natureza (divergéncia, convergéncia absoluta ou convergéncia
simples) das seguintes séries numéricas:

(2) nf;(l)"i (f) nf;(l)"sen(l/n)
Chees CHE:

© i(—l)" = (h) i e
(d) i (*ilo)" () i <n:1>n2
© 35 03 [5-%]



Solucdes Capitulo 6

24 (d) Div. 2.33. 242,
(a) Div. (e) Div. (a) Conv. (a) Sim
(b) iolv.o.e S =0se (f) Div (b) Conv (b) Sim
Div. se’ a #0 218, ((:; SIOVI ((c; Néo
(c) Conv.eS=1 (a) Div. n d) Sim
27. (b) Conv.eS=9 (]ec) ;c-mv 2.44.
(a) Conv. e S =100 () Div. ) C"’ (a) Conv.
(b) Div. (@) Conv.eS=2 Eﬁ; con (b) Conv.
((3 ZO”V‘ € z = 11 220, as ) (c) Nade: se pode
onv.e S = 2 ~ .37. concluir
2.10. ' EZ; 's\l: @) Sim (d) Conv.
@ s=3 (c) Ni () Nao 2.45
c) Nio . 45,
(b) Div. (@) Sim (<) Sim (a) Simp. Conv.
() S=1 (@) Nz (b) Abs. C
@ s=1 2.24. 2.40. T
2 (a) Div (a) Abs. Conv. (c) Div.
(e) = gTJ (b) Conv (b) Abs. Conv. (d) Abs. Conv.
(f) =3 (c) Div. (c) Div. (e) Simp. Conv.
2.15 2.27. (d) Abs. Conv. (f) Simp. Conv.
(a) Div (a) Conv (e) Abs. Conv. (g) Div.
(b) L\I::Ca:usif pode (b) Conv (f) Div. (h) Div.
() Nada se pode (c) Div. (g) Div. (i) Abs. Conv.
concluir (d) Div. (h) Div. (J) Div.
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