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1. Seja R a menor relagao de ordem parcial definida em A = {1,2,3,4}, tal que {(1,3),(3,2),(3,4)} CR.

[2.0] (a) Determine R.
[1.0] (b) Considere as relagoes, S = {(1,3),(3,2),(3,4)} e T = {(2,1),(3,4), (4,3)}, ambas definidas em A.
Determine T o So T.
Resposta:
(a) Por definicao, R tem de ser reflexiva, antissimétrica e transitiva.

Sendo R reflexiva, (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) € R. Para quaisquer a,b € A, se (a,b) € R entao (b,a) ¢ R.
Como (1,3) € R e (3,2) € R, sendo R transitiva, (1,2) € R. Dado que (1,3) € R e (3,4) € R, como R
é transitiva, (1,4) € R.

Assim, R = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,2), (3,3), (3,2), (3,4), (4, 4)}.

(b) Relagao composta: T oS = {(1,4),(3,1),(3,3)}, donde, ToSoT = {(2,4),(4,1),(4,3)}.

2. Considere que p representa a proposicao
Jy Vz (x;éy:> (xy>0 \% x2+y:0)).

[2.0] (a) Em cada um dos seguintes casos, justificando, dé um exemplo de um dominio nao vazio D C R
(com x,y € D e a interpretacao habitual de todos os simbolos) onde:
i. a proposicao p seja verdadeira;
ii. a proposicao p seja falsa.

[1.0] (b) Sem recorrer ao operador 1égico nega¢ao, obtenha uma proposi¢ao equivalente a —p.

Resposta:

(a)i.

Para p ser verdadeira, tem de existir um elemento y em A tal que, para todos os valores de = em A
distintos de y, xy > 0 ou 22 + y = 0. Tome-se, por exemplo, A = {-2,~1,1} e y = —1. Com x = —2,
a proposigao (my >0V 22 +y= 0) é verdadeira, uma vez que xy = 2 > (0. Para z = 1, a proposicao
(xy >0V 22 +y= 0) é, também, verdadeira, pois zy = —1 < 0, mas, 2> +y = 1> — 1 = 0. Donde,
para A = {—2,—1,1}, p é verdadeira.

(a)ii.
Para p ser falsa, para todo o valor de y em A tem de existir, pelo menos, um valor de z em A, distinto

de y, tal que a proposi¢ao (xy >0V 22 +y= 0) é falsa, ou seja, tal que 2y < 0 e 22 +y # 0. Tome-se,



(2.0) 3.

por exemplo, A = {-1,0} e y = —1. Com z = 0, a proposigao (my >0V 22 +y= 0) é falsa, uma vez
que zy ndo é maior que zero (zry = 0) e #2 +y = —1 # 0. Considere-se, agora, y = 0. Para x = —1, a
proposicao (xy >0V 224+y= 0) é, também, falsa, pois zy = 0 e 22 +y = 1 # 0. Logo, p ¢é falsa para
A={-1,0}.

(b)
Recorde-se que = (¢ = 1)) & = (mp V) & (0 A1) e que = (V) < (mp A ).

Sendo assim,
-y Ve (z#y=(zy >0V 22 +y=0)))
& (VyEIxﬂ (x#y:(xy>0 \% x2—|—y:0)))
& (Vydz (z#yA(zy<0 A 22+y#0)))

¢é logicamente equivalente a —p.

Considere uma linguagem de primeira ordem com os simbolos de relacao C, R, H,G e x,y simbolos de

varidveis, na qual sdo validas as seguintes férmulas:

F1: vz (Vy (C(z,y) = R(y))) = H(z)

F2: Vo (G(z) = R(z))

F3: Vz (Jy (C(y,2) AG(y))) = G(z)

T: Vo (G(x) = H(z))

Usando o principio da resolucao mostre que T é consequéncia logica de F1, F2 e F3.

Resposta:

Para mostrar que T é consequéncia légica de F1, F2 e F3, vamos mostrar que
“(F1ANF2AF3)=T)=F1AF2AF3A-T
é uma contradicao, ou seja, que o conjunto de férmulas
{F1,F2,F3,-T}

é inconsistente.

Ora,
-T =3dz -(-G(x) V H(x)) = 3z (G(z) A —~H(z)).

Temos de transformar todas as férmulas na forma normal de Skolem.

A férmula F1 é equivalente a

vz (=(Vy (=C(z,y) V R(y))) vV H(z)) Ve (3y (Clz,y) A -R(y)) vV H(z))
Vo ((Clz, f(z)) v H(z)) A (R(f(x) V H(z))),

01 C’2

da qual resultam as clausulas C; e Ca, com f um simbolo de uma fungao de Skolem (de um argumento).



De F2 tem-se
Vz (-G(z) V R(x)),
C3

tendo-se a clausula Cs.

A partir de F3 obtém-se

vz (=(3y (Cly,z) NG(y))) V G(z)) =Vz Vy (-C(y,x) V =G (y) vV G(z)),
Cy

resultando a cldusula Cy.

Finalmente, introduzindo uma constante ¢, a partir de =T tem-se

Jr (G(x) N —H(x)) = E(,c_)//\ﬁH(c),
Cs Cs

vindo as clausulas Cs e Cg.

Assim, renomeando os simbolos de variaveis, obtém-se as clausulas

Clz, f(z)) vV H(x), -R(f(y)VH(y), -Gz)VR(z), -Cluv)V-Gu)VG), S(’C_)j ~H(c)
C1 Co 8,3 Cy Cs Cs

Um unificador mais geral (u.m.g.) de {C(z, f(x)),C(u,v)} é a substitui¢do o1 = {x/u, f(x)/v},
e a resolvente bindria das clausulas C e C4o1 é a clausula C7:
Cy: C(z, f(x)) vV H(x)
Cio1: =C(z, f(x)) V-G(z) VvV G(f(z))

Cr : H(z) Vv ~G(z) vV G(f(x))
Um um.g. de {H(z), H(c)} é a substituicao o2 = {c¢/z},
¢ a resolvente bindria das cldusulas Cyo9 ¢ Cg é a clausula Cs:

Cro9: H(c)V—-G(c)VG(f(e))
CG : —|H(C)

Csy ~G(c) vV G(f(c))
A resolvente bindria das clausulas Cg e C5 é a cldusula Cy:

Cs: =G(e)VG(f(0)
05 . G(C)

Cy : G(f(e))

Um um.g. de {G(f(c)),G(z)} é a substituigao o3 = {f(c)/z}, e a resolvente bindria das clausulas Cy e

Cso3 é a clausula Cqgp:




Um um.g. de {R(f(c)), R(f(y))} é a substituicao o4 = {c/y},

e a resolvente bindria das clausulas C1g e Coo4 € a clausula C1q:

Cio: R(f(c))
Caoy : —\R(f(c)) V H(C)

Ch e H(c)

Finalmente, a resolvente bindria de C1; e Cg é a cldusula vazia ¢ (=falso):

011 . H(C)
06 : —|H(C)

O

Donde, provamos que o conjunto de clausulas S = {C1,Cs, C3,Cy, C5, Cg} é inconsistente, isto é, que

FIANF2AF3 AT

é uma contradigao.

Logo,

(FLAF2AF3)= T

é uma tautologia, ou seja, T é consequéncia logica de F1, F2 e F3.



(2.5) 4. Encontre uma férmula fechada para a sucessao definida por recorréncia:

anp =6ap_1—9ap_2+2-3" a9g=1,a1 =0 .

Resposta:

A equagao de recorréncia dada é linear nao homogénea, com solugao geral

—

h) + agp)’

an = a,,

h < ~ . . ~ .
onde a,(l ) corresponde a solugao da parte homogénea, a,, —6a,—1+9a,-2 =0, e a%p ) éa solucao particular

associada a
an — 6an_1+9ap_9 = f(n)a com f(n) =2-3". (1)

Da parte homogénea resulta a equagao caracteristica
2 —624+9=0 ©(z-3°?=02=3,

pelo que, 3 é raiz caracteristica de grau de multiplicidade m = 2.

Assim,
alh = (Cy+ C1n)3",

onde Cy e C7 sao constantes a determinar usando as condigoes iniciais.

Como 3 é raiz caracteristica com multiplicidade m = 2, a solugao particular associada a f(n) = 2-3" é
da forma

aP) = Ap™3" = An?3" .
Substituindo afmp ) em (1), determina-se a constante A, vindo

An?3" —6A(n —1)?3""1 £ 9A(n —2)23""2 =2.3" .

Dividindo a equacao anterior por 3", tem-se
An? —2A(n — 1)? + A(n — 2)? :2<:>A(n2—2n2+4n—2—|—n2—4n+4) =2,

obtendo-se A = 1.

Donde,
an = (Cy + C1n)3™ + n?3",

e, atendendo as condigoes iniciais, ag = 1 e a1 = 0, podem calcular-se as constantes Cy e Ci:
apg = 1 C() =1 C() =1
4 -~
a; =0 (Co+01)3+3:0 Ci=-2

an:(n2—2n+1)3”:(n—1)23", n>0.



(2.0) 5. Seja G o grafo simples representado na figura seguinte, e uma dada aresta de G e 7(G) o nimero de

arvores abrangentes de G. Usando a férmula 7(G) = 7(G — e) + 7(G//e) determine o ntimero de arvores

abrangentes de G. Justifique devidamente.

N\,
N\
\,

-

U3

Resposta:

<i:>> + 2%x2x2

= 2x44+2x24+8 = 20



(1.5) 6. Usando o principio de indugao matemética mostre que todo o grafo conexo com n vértices tem pelo menos

n — 1 arestas (n € N).
Resposta:
Seja a proposi¢ao P(n): Todo o grafo conexo com n vértices tem pelo menos (n — 1) arestas.

P(1): para n = 1 a proposigao é verdadeira, uma vez que todo o grafo conexo com um vértice tem zero

arestas, (n — 1) = 0.

P(k): por hipétese de inducao (HI), vamos assumir que todo o grafo conexo com k vértices tem pelo

menos k — 1 arestas.
P(k +1): Tese (T), um grafo conexo com (k + 1) vértices tem pelo menos k arestas.
Admitindo que a proposigao é verdadeira para n = k prova-se que também é verdadeira para n = (k+1):

suponhamos que o grafo G = (V, E) tem (k+ 1) vértices e é conexo, ou seja, sendo v um vértice qualquer

de G este tem grau d(v) > 0, pois, o grafo é conexo e tem mais que um vértice, donde

[E(G)] > |E(G =)l e [V(G-v)|=k,
Por HI, tem-se
B(G—v)| = k-1,

donde,
|E(G)| > |E(G—v)| > k-1,

e, por conseguinte,
|E(G)| >k —1.
Logo,
[E(G)| = k,
pelo que, o grafo G tem pelo menos k arestas, tal como se pretendia provar.

Conclui-se que a proposigao P(n) é verdadeira para todo o n € N.



