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Introducao

Ao longo deste capitulo considera-se
» um conjunto ndo vazio V,

» uma operacdo @ definida para cada X € V e paracada Y €V,
X®DY,

» uma operacdo ©® definida para cada o € R e para cada X € V,
a® X.

Diz-se que o conjunto V estd munido com as operagdes @ e ©.

As operacbes @ e ® sao usualmente designadas por
adicdo e multiplicagdo por escalar,

(respectivamente) porque, como se verd a seguir, estas operacdes tém muitas propriedades em
comum com outras operacoes de adicao e multiplicacdo por escalar conhecidas, tais como a
adicdo e a multiplicagdo por escalar de vetores e de matrizes.
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Definicao de espaco vetorial

O conjunto V, munido das operagbes & e ©, é um espac¢o vetorial real se, VX,Y,Z€V e Va, BER,

1.

9.

10.

V é fechado relativamente a &

. @ é comutativa

. @ é associativa

existe (dnico) o el. neutro Oy €V (zero de V) para &

. existe (linico) o simétrico €X' €) de X em relagcdo a &
.V é fechado relativamente a ®
. ©® é distributiva em relagdo a @

. © é “distributiva” em relacdo a +

os produtos (o de R e ®) sdo “associativos”

o escalar 1 é o “elemento neutro” para ®

XeYeV

XoY=YoX
XeY)eZ=Xa(Y®2)
Oy B X=X

eX @ X=0y

aG®XeV
aOXBY)=a0Xdad®Y
(a+B)OX=a0X®B0OX
(aB)OX =a0 (B8O X)

1oX=X

Daqui em diante, designaremos os espagos vetoriais reais apenas por espagos vetoriais (e.v.)
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Exemplos de espacos vetoriais

1. R™ munido das operacdes adicdo e multiplicacdo por escalar usuais.

2. R™ munido das operacdes:
XBy =xy e a®x = x%, Vx,y € RT, Va € R.

3. O conjunto R™*" das matrizes m x n munido das operacdes adicdo de matrizes e
multiplicacdo de uma matriz por um escalar real.

4. O conjunto de todas as funcdes reais de varidvel real, com o mesmo dominio, munido da
adicdo de fungdes e multiplicacdo de uma fun¢do por um escalar real.

5. O conjuntos P de todos os polinémios (de qualquer grau) e o conjunto P, dos polinémios
de grau menor ou igual a n (incluindo o polinédmio nulo), com as operacdes usuais.

O conjunto dos polinédmios de grau n, com as operagdes usuais, ndo é e.v.
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Mais algumas propriedades

Proposicdo: Seja V um e.v. Entdo

(@) 00X =0y, VXV,

(b) «a®0y =0y, Va eR;

(c) a®X =0y = a=0ou X =0y,

(d) (—1) ® X = &X é o simétrico de X em relagdo a B, VX € V.

Para simplificar as notagdes, daqui em diante, escreve-se
i. X+Yemvezde X® Y, para X, Y €V,

ii. aXemvezdea® X, paraaeRe X €V
iii. —X em vez de &X, para X € V.
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Definicao de subespaco

O subconjunto ndo vazio § C V é um subespaco (vetorial) do e.v. V se, munido das mesmas
opera¢des de V, for ele préprio um e.v.

Teorema: § C V é um subespaco do e.v. V se e s se
1. 0y € S, onde 0y, representa o elemento neutro de V em relacdo a adic3o;

2. S é fechado em relacdo a adicdo em V:
X+YeS, paraX,YeS;
3. S é fechado em relagdo a multiplicagdo por escalar em V:

aX €S, prraaceR,XeS.
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Exemplos de subespacos

Exemplo:

1. V e {0y} sdo os subespacos triviais de V;
2. {(0,y,2): y,z € R} é um subespaco de R3;

3. {(1,y): y € R} nio é um subespago de R?;
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Subespaco gerado por um conjunto

Dados os elementos Xj, ..., X, de V e os escalares ay,...,ax € R, o elemento X € V tal que

X =1 Xy + -+ ap Xk

€ uma combinac3o linear dos elementos Xi, ..., Xj.
Teorema:
Seja V umewv., K={Xi,...,Xck} CV e S o conjunto das combina¢des lineares de elementos de

K,ouseja, S ={ay X1+ -+ auXi :a1,...,ak € R}. O conjunto S é um subespago de V.

O subespaco S designa-se por subespaco gerado por K, e escreve-se

Si<K> OUS:<X1....,Xk>.

Diz-se, também, que K gera o subespaco S ou é um conjunto gerador do subespago S.
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Subespaco gerado por um conjunto

Exercicio: Confirme que se Xy, -+, Xk € V, entdo S = (Xy,..., Xk) é um subespaco de V.

Exemplo: Dados os vetores nio colineares Xi, Xo € R3\ {(0,0,0)},
1. (Xi) é a reta que passa pela origem e tem vetor director Xi;

2. (X1, X2) é o plano que passa pela origem e tem vetores diretores X; e X;.
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Propriedades dos conjuntos geradores

Lema: Dados Xi, ..
(X, X
i. (Xq,...,X,...

i (X, X

LS Xk €Veije{l,...,k}, comi#],
X
7Xk>:<X1,...,OéX,' ...,Xk>,OéER\{0};

X)) = (Xa, . X+ BX, .. Xk, BER.

j,...,Xk>:<X1,...,Xj,...,X,',...,Xk>;
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Espaco nulo de uma matriz

O espaco nulo da matriz A, AV/(A), é o conjunto de todas as solu¢des do sistema homogéneo
associadoa A m x n,
N(A) = {XeR": AX = 0}.

O espaco nulo de A, NV'(A), pode escrever-se como o conjunto de todas as combinac¢des
lineares de n — car(A) vetores de R”, facilmente obtidos usando colunas de uma matriz
escalonada reduzida A, equivalente (por linhas) a A.
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Espaco nulo de uma matriz

Exemplo
Considerando a matriz A e a matriz escalonada reduzida A,:

1 -2 -4 3 1 -2 0 -1
A=|2 -4 -7 5|~A=|0 0 1 -1},
1 -2 -3 2 0 0 0 O
XeN(A) <= AX=0 <= AX=0 <
_ 2x2+ X, 2 1
=2 + 2 4
- e — X = ;2 =X (1) + Xa (1) =xNo+x4Ny, x2,x4 € R var. livres.
X3 =X Xi 0 1

O conjunto {N,, Ns} é um conjunto gerador de N(A).

Exercicio:

Mostre que se o sistema AX = B é possivel e se X é uma sua solucdo, entdo o conjunto de
solugdes do sistema é {X + Y : Y € N(A)}.
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Espaco das linhas e espaco das colunas

Seja A uma matriz mx n com linhas Ly,...,L,,€R" e colunas Cy,...,C,eR™

L7

» O espaco das linhas de A é o subespaco de R”
[’(A) = <L1a AR Lm> g R".
» O espaco das colunas de A é o subespaco de R”

C(A) = (Ci,...,C,) CR™.
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Espaco das linhas e espaco das colunas

Como consequéncia das propriedades dos conjuntos geradores (slide 11) conclui-se o seguinte:

Teorema: Se as matrizes A e B s3o equivalentes por linhas,
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Independéncia linear

Um subconjunto n3o vazio K={Xi,..., Xx} de um e.v. V diz-se linearmente independente

(Li.) se

o X1+ -+ oXe = 0y = ar=--=0a,=0,

caso contrario, K é linearmente dependente (l.d.) em V.
Nota: 0y € K = K é linearmente dependente.

Observacdo:
» Dois vetores n3o nulos de R? ou R3 s3o colineares se e s6 se s3o linearmente dependentes.

> Trés vetores n3o colineares de R3 definem um plano se e s6 se s3o linearmente
dependentes.
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Independéncia linear

Seja K={Xi,..., Xk} um subconjunto de um e.v. V.

IC é linearmente dependente se e sé se o sistema que se obtém da equacdo
arXy + -+ ax Xk =0y

é possivel e indeterminado, isto é, se tem uma solucdo com os escalares aq,...,ax €R ndo
todos nulos.

Se existe 1 < j < k tal que o # 0, entdo

1

[0 Qj— Qf «
ijflxl-l-"'ﬁ- J inl+-’7+1xj+1_~_...7k)(k
Oéj aj OzJ' Oéj

concluindo-se que X; pertence ao subespaco gerado por K\ {X}.
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Geradores e independéncia linear

Sejam V umewv. e K ={Xy,..., Xk} C V.

Lema: Seja X € K. Entdo X é combinag3o linear dos elementos de K \ {X} se e sé se

(LN{XD) = (K).

Teorema: K é um conjunto linearmente
» dependente <= existe X € K tal que X € (K \ {X}), ou seja, (K \ {X}) = (K);

» independente <= para cada X € V' \ (K), o conjunto KL U {X} é l.i.

Espacos Vetoriais ALGA ™ 18/47



Geradores e independéncia linear

Corolario:

SejaVumev. e K= {Xy,..., Xk} C V.

» Se /IC gera V mas ndo é |.i., é possivel retirar um elemento de I, obtendo-se ainda um
conjunto gerador de V.

» Se K é l.i. mas ndo gera V, é possivel acrescentar um elemento de V a K, obtendo-se
ainda um conjunto L.i.

Corolario:

Se V é um e.v. finitamente gerado (e.v. gerado por um nimero finito de elementos), entdo V
tem um conjunto gerador que é linearmente independente.
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Base de um espaco vetorial

Uma base de um e.v. V # {0y} é um
e conjunto linearmente independente,

e conjunto gerador de V.

Nota:
e Por convencdo, o e.v. trivial {0y} tem como base o conjunto vazio.

e Um conjunto l.i. é base do subespac¢o por ele gerado.
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Base de um espaco vetorial

Exemplos:

1. Sejam ¢ = (1,0,...,0), & =(0,1,...,0),...,e, =(0,...,0,1). Entdo
C,={e1,e,...,€,} é a base candnica de R".

2. Seja Ejj a matriz m x n que tem a entrada (i, ) igual a 1 e todas as outras iguais a 0.
Entdo Crxp ={Ej:i=1,...,m, j=1,...,n} é a base candnica de R”*".

3. A base canédnica do e.v. P, dos polinémios na varidvel x de grau menor ou igual a n
(incluindo o polinémio nulo) é P, = {1,x,...,x"}.

4. O e.v. P de todos os polinémios ndo admite uma base com um nimero finito de
elementos. O conjunto {1, x,x?,---} é uma base de P.
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Base de um espaco vetorial

Sejam Vumev. e K= {Xq,...,Xs} C V.

Proposicao:

> Se K gera V, entdo qualquer elemento de V pode escrever-se como combinagdo linear dos
elementos de C, de pelo menos uma maneira.

> Se K é l.i., entdo qualquer elemento de V pode escrever-se como combinacdo linear dos
elementos de KC, de no maximo uma maneira.

Proposicdo: Se I é uma base de V, entdo

cada elemento de V escreve-se de forma (inica como combina¢3do linear dos elementos de K.
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Dimensao de um espaco vetorial

Teorema: Seja V um e.v. com uma base que contém n elementos e L C V' um subconjunto
com r elementos.

i. Céli.= r<n.
Neste caso, existe uma base de V que contém K.

ii. CgeraV=r>n

Neste caso, existe uma base de V que é um subconjunto de K.

Corolario:

Todas as bases de V possuem o mesmo niimero de elementos.

A dimensdo de um e.v. V é o niimero de elementos de uma base de V e denota-se por dim V.
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Dimensao de um espaco vetorial

Consequéncia do teorema anterior:

Seja V um espaco vetorial com dimens3o n e K um subconjunto de ¥ com r elementos.
i.r>n= Kéld
ii. r<n= K ndo gera V.

ili. r=n= K éumabasede Vseesése K él.i,
se e s6 se IC gera V.

Se B é um e.v. com dimens3o n e L é um subconjunto de V com n elementos, para verificar se
B é uma base de V é suficiente verificar uma das condi¢Ges:

i. B é linearmente independente,

ii. Bgera).

Espacos Vetoriais ALGA ™ 24/47



Exemplos

Exemplos:

1. dim{0y}=0,
2. dmR"=n,

3. dimR™*"=mn,

4. dmP,=n+1.

Teorema:

Se K={X1,...,X,} CV e dimV = n, entdo
i. Kli. = K ébasedeV;

ii. LgeraV = K ébasedeV.
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Bases e dimensao de L(A)

Teorema: Seja A uma matriz m x n e A, uma matriz escalonada equivalente (por linhas) a A.
Entdo

1. as linhas ndo nulas de A formam uma base de L(A);

2. dim L(A) = car(A).

Exemplo: Seja

1 -2 -4 3
A=I[2 -4 -7 5

1 -2 0 -1
~A =10 0 1 -1|,
1 -2 -3 2

0 0 0 O

1 -2 -4 3
~Ac=[0 0 1 -1
00 0 0

sendo A. e A, formas escalonada e reduzida de A, respectivamente.

De A. e A, obtém-se, respectivamente, as seguintes bases de L(A):
B=1{(1,-2,-4,3),(0,0,1,-1)} e C=1{(1,-2,0,1),(0,0,1,-1)}.

Observe-se que
dim L(A) = 2 = car(A).

Espacos Vetoriais ALGA ™ 26/47



Bases e dimensdo de N\ (A)

Teorema:

Seja A uma matriz m x n. Ent3o
dim N (A)=nul(A)= n° de inc. livres do sistema AX=0.

Exemplo

Considerando a matriz A do exemplo anterior, vimos que (slide 13)
XGN(A) — X=x

+ X4 = xoNo+x4Nyg, x2,x4 € R var. livres.

OO=N
RO

Logo,
N(A) =< N2,N4 > .

Como N, e Ny sdo Li., o conjunto gerador {Na, Ny} é uma base de N(A) e

dim N(A) = 2 = nul(A).
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Bases e dimensao de C(A)

Observe-se que
BeC(A) <= o sistema AX=B é possivel.

Teorema:

Seja A uma matriz m x n e A. uma matriz escalonada equivalente (por linhas) a A. Ent&o

e uma base de C(A) é formada pelas colunas de A que correspondem as colunas dos pivés
de Ag;

o dimC(A) = dim L(A).

Exemplo:

Para a matriz A do exemplo anterior (slide 26),
e uma base de C(A) é {(1,2,1),(—4,-7,-3)},
o dimC(A) =2 = car(A).
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Ndmero de linhas (colunas) linearmente independentes

Corolario:

e A carateristica de uma matriz é o nimero maximo de linhas (colunas) l.i.

e Uma matriz quadrada é invertivel se e sé se o conjunto das suas linhas (colunas) é .i.
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Exemplo — Espacos £(A) e NV (A) em R?
Sendo A uma matriz m x 3, £(A) e N'(A) sio subespacos de R3.
Se car(A) =0 (i.e. A é a matriz nula), entdo L(A) ={(0,0,0)} e N(A) =

Se car(A) =1e(a,b,c) é alinha ndo nula da forma escalonada de A,
L(A) é a reta que contém (0,0, 0) e tem vetor diretor (a, b, ¢),

e N(A) é o plano ortogonal a reta anterior e que contém (0,0, 0).

Se car(A) =2e (a1, b1, c1), (a2, b2, c2) sdo as linhas ndo nulas da forma escalonada de A,

L(A) é o plano que contém (0,0,0) e tem vetores diretores (ay, by, c1) e (az, b2, &2),

e N(A) é a reta ortogonal ao plano anterior e que contém (0,0, 0).

Se car(A) = 3, entdo L(A)=R3e N(A)={(0,0,0)}.
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Coordenadas de um elemento numa base ordenada

Seja B = (Xi,...,X,) uma base ordenada de um e.v. V.

Teorema: Cada elemento X € V escreve-se de forma tinica como combinac3o linear dos
elementos de B, ou seja, existem ay,...,a, € R, tais que

X=aXi+- -+ aX,.

Estes coeficientes ay, . .., a, dizem-se as coordenadas de X na base B.

ai
O vetor das coordenadas de X na base B é [X]z = |
an
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Coordenadas - Propriedades

Propriedades:
Seja V um espaco vetorial com dimensdo ne 8 = (X, ..., X,) uma base ordenada de V.
e Parai=1,---,n, ovetor X; tem o seguinte vetor de coordenadas em §:
0
0
Xls=11 <— i-ésima coordenada
0
- O -
e [0y]s = On;

e Para Yi,...,Y, €V, eay,...,a €R,
[alyl +"‘+arYr]S = 31[Y1]S +"’+3r[Yr]S-
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Coordenadas - Exemplo

Exemplo:

Considere-se a base ordenada By = ((1,1),(1,2)) e os vetores u = (0,1) e v = (1, —1) de R?,
Sabemos que existem escalares tnicos «, 5 € R tais que

(0,1) = a(1,1) + 8(1, 2).

Resolvendo o sistema que se obtém desta equa¢do matricial (sistema possivel e determinado)
obtém-se « = —1 e J = 1. Logo,
-1
[u]'Bl =111

[V]s, = {_32} :

De forma analoga conclui-se que
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Coordenadas - Exemplo

Exemplo (cont.):

Considere-se, agora, a base ordenada B, = ((3,2),(0,1)) e vamos determinar o vetor de
coordenadas de u = (0,1) na base By:

(0,1) = a(3,2) + 5(0,1) & (a«=0) A (B =1).

Assim,
[u]z, = m

e, procedendo de forma andloga para v = (1, —1), obtemos

[V]s, = [_15//33} :
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Mudanca de base

Sejam 8, T = (Y4,...,Y,) duas bases ordenadas de V e X € V.

Qual é a relagdo entre os vetores de coordenadas [X]g e [X]57

ai

Xy = : = X=aY1+-+a,Ys
s [X]s = ai[Vals + - + an[ Yl
— [l o s |
MT.s) L
X1y

A matriz M(7,8) , cujas colunas sdo os vetores de coordenadas na base 8 dos elementos da
base T designa-se por matriz de mudanca de base T para 8.
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Mudanca de base — Exemplo

Sejam 8 = ((1,1),(1,2)) e T = ((0,1), (1, —1)) bases ordenadas de R2.

Dado X € R? tal que [X]y = {g] tem-se que

X = a(0,1) + b(1,-1).

Logo, [X]s = a[(0,1)]s + b[(1, —1)]s. Do exemplo anterior,

eus= 3] e o= |3,

entao

[X]s—a[f] +b{32] - {_11 32] fl
M(T,8) [X]y
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Invertibilidade de uma matriz de mudanca de base

Teorema: Sejam 8 e T duas bases de um espaco vetorial V. Entdo M(T,8) é invertivel e
M(T,8)~t = M(8, 7).
Demonstracdo: Sejam M = M(T,8), dimV =ne Y ER" tal que MY =0. Existe X € V tal
que Y = [X],;. Entdo
X]g=M[X];=MY=0 = X=0, = Y=0

Mostrdmos que o sistema homogéneo M Y = 0 possui apenas a solu¢io trivial, ou seja, que M
é invertivel. Consequentemente, se X € V,

Xls=MXly = [Xly=M(T,8)7'[X]s.

pelo que M~ = M(8, 7).
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Mudanca de base em R”

S, T: bases de R” C: base canédnica de R”
Xl ME.8) Xls
M(T, @) M(8, @) M(C,8) = M(8,C)?
[X]e

M(8, €) : matriz cujas colunas sdo os vetores da base 8

M(T, €) : matriz cujas colunas sdo os vetores da base T

M(T,8) = M(C,8) M(T,€) = M(S,C)~! M(T,e)
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Calculo de uma matriz de mudanca de base em R”

Dadas as bases § = (Xi,...,X,), T=(Y1,...,Y,) de R" e € a base candnica do mesmo
espaco vetorial, a matriz M(7,S) pode obter-se por aplicagdo do método de eliminagdo de
Gauss-Jordan:

[M(S,€) | MT.€)]=[Xi — Xo| Vi -+ Ya] ~ [l]| M(T,8)]

Exemplo: Para obtermos a matriz M(7,8) de mudanga da base T = ((0, 1), (1, —1)) para a
base 8 = ((1,1),(1,2)), calculamos os seguintes vetores de coordenadas:

0= 2 | - 0.1) = 1 (L1) + 02 (1,2),
.- = | 4 | = LD =AM + R
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Mudanca de base em R” - Exemplo

Tal conduz a dois sistemas

R B I R

com a mesma matriz dos coeficientes (cujas colunas sdo os vetores de8).

Os sistemas anteriores podem ser resolvidos em simultdneo, formando a matriz ampliada:

1 1]0 1 1 1|10 1 1 0|-1 3
1 211 -1 0 1|1 -2 0O 1|1 -=2/|

wen- [ 4]- 13 3]

(6] 62 1 —2
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Conjunto ortogonal e ortonormado em R”

Um conjunto {Xi, ..., Xk} de vetores de R" diz-se

e ortogonal se X;- X; =0, para i,j=1,...,k, com i # j;
e ortonormado (0.n.) se é um conjunto ortogonal de vetores unitdrios
(IXi|l =1, i=1,...,k).

Exemplo:
1. {(1,1,0),(2,-2,1)} é ortogonal;

2 V2 2 _2 1)\ ¢«
2. {(%7 %70) , (5, -3, 5)} é o.n.
Teorema: Todo o conjunto ortogonal de vetores ndo nulos é |.i.

Corolario: Todo o conjunto ortogonal de n vetores (ndo nulos) de R” é uma base de R”".
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Coordenadas de um vetor de R” numa base o.n.

Teorema: Seja X € R" e B = (Xi,...,X,) uma base o.n. de R". Ent3o

X - X1

isto €,
X=aXi+ -+ aX,,
coma;, =X -X;, i=1,...,n.

)

Exemplo:
Determinar as coordenadas do vetor (1,5) na base o.n. de R?

((4.-2). (%))
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Projecao ortogonal em R”

Seja W um subespaco de R”, B uma base de W e Y € R". O vetor Y é ortogonal ao
subespaco W se
Y-Z=0, para Z&WW.

Teorema: O vetor Y é ortogonal a W se e s6 se Y é ortogonal a cada vetor de B.

A projecao ortogonal de X € R" sobre o subespaco W de R" é o vetor Z € W tal que
X =Y+ Z, onde Y é ortogonal a W.

O vetor Z denota-se por projy, X.
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Projecao ortogonal sobre uma reta que passa na origem

Exemplo: Seja W = (Xi) uma reta, onde {X;} é uma base o.n. de W.

Seja X = Oj com X =Y + Z, onde Y é ortogonal a W (logo Y - X; =0) e

Z = projjy X = aX;.

Note-se que
X'Xl = Y'X1+(YX1‘X1 = «,

concluindo-se que
projy, X = (X - X1)Xi.

o)

Observagdo: dist(P, W) = || Y| = ||X — proj, X]|.
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Projecao ortogonal sobre um plano que passa na origem

Exemplo:  Seja W = (X1, X5) um plano,
{X1, X2} uma base o.n. de We X = O?

Verifica-se que X = Z + Y, com p
X
Z =projyyX = a1 Xi+axXo e Y- Xi=Y-Xo =0. g Y
i o 2
Ent3o, sendo X, W
X:Y+Z:Y+a1X1+agX2 —
vem B H

X-Xlz()q e X~X2=G,’2.
Logo,
pI’O_]WX: (XXl)Xl +(XX2)X2

Observagdo: dist(P, W) = || Y| = ||X — projy, X]|.
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Projecao ortogonal em R”

Teorema: A projecao ortogonal de X € R" sobre o subespaco ¥V de R"” é dada por

projyy X = (X . Xl)Xl + -+ (X . Xk)Xk ew,
onde {Xi,..., X} é uma base o.n. de W.

Nota:
O vetor Y = X — projy,, X é ortogonal a todos os vetores de W.
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Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Teorema: Todo o subespaco W # {0} de R" possui uma base o.n.

Demonstracao:
Suponha-se que dim(W) = m e {Xi,..., Xn} é uma base de W. Seja
_ X
[ ) Y]_ = W,
e Z1=(V),
o X, =Xy — projzklek,
_ X
* Y= 1R
e Z,=(Y1,...,Yx), parak=2,....m.
O conjunto B ={Yy,..., Yn} CW éo.n, logo l.i. e, consequentemente, é uma base o.n. de
W.
Exemplo:

Determinar uma base o.n. de ((1,1,1,1),(1,2,-1,3),(2,1,—2,2)).

7
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