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Séries de Poténcias

Série de poténcias — definicao

Definicdo:
Chama-se série de poténcias centrada em ¢ € R (ou série de poténcias de
x — ¢) a uma série da forma

“+oo
Za"(x —c¢)", onde a, € R, paratodo ne Np; (1)
n=0

onde x € um numero real indeterminado.
Aos nimeros a, chamam-se os coeficientes da série.

Convencdo:

Ozao.

Em (1), mesmo que x =c¢, ap(x — ¢)
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Séries de Poténcias

Exemplo

+o0

ZXn:1+X+X2—|—---+Xn—|—---
n=0

Série de poténcias centrada na origem com coeficientes unitérios.

Notar que [ porqué? |

@ a série é convergente sse |x| < 1, i.e., sse x €] — 1,1].

+oo
° Zx" = L para |x| < 1.
paard 1-x

O conjunto | — 1,1[ é o chamado dominio de convergéncia da série.
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Séries de Poténcias

Dominio de convergéncia de uma série de poténcias

Definicao: +00
Dada uma série de poténcias Z an(x — ¢)" ao conjunto de pontos x € R
n=0

para os quais a série converge chamamos dominio de convergéncia da série.

v

Exemplos: Usando os Critérios de D'Alembert e/ou de Cauchy e (se necessério)
outros critérios de convergéncia de séries numéricas, como o Critério de Leibniz,

podemos obter o dominio de convergéncia das seguintes séries:
+o00 XN
(1) g - dominio de convergéncia: R
n:
n=0
+oo
(_1)n+1

o)

n=1

(x+1)"; dominio de convergéncia: | — 2,0]

400
(5] Z n!(x —2)"; dominio de convergéncia: {2}

n=1
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Séries de Poténcias

Intervalo de convergéncia/Raio de convergéncia

Teorema: +00

Qualquer que seja E an(x — ¢)", verifica-se uma, e uma sé, das
. n=0

condicdes:

(i) a série converge (absolutamente) em x = c e diverge se x # c;
(ii) a série converge (absolutamente) em todo x € R;

(iii) existe um tnico R > 0 para o qual a série converge (absolutamente)
se x €]c — R, c+ R[ e diverge se x €] — 00, c — R[U]c + R, +o0].

Definicoes:
+o0

Ao nlimero R chamamos raio de convergéncia da série E an(x — )™
n=0

No caso (i) , consideramos R = 0; no caso (ii) , consideramos R = +o0;
Caso R #0, o intervalo |c — R, c + R[ ( ou R, quando R = +00)
designa-se por intervalo de convergéncia da série.

v
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Séries de Poténcias

Exemplos:
~+00 "
(1) E - intervalo de convergéncia: R ; R = 400
n
n=0

+oo (_1 n+1
(2] Z f(x +1)"; intervalo de convergéncia: | —2,0[; R=1
n=1

Observacoes:

@ Uma série de poténcias pode convergir ou ndo nos extremos do seu
intervalo de convergéncia. O teorema do slide anterior nada afirma
sobre a natureza da série nesses pontos.

@ O dominio de convergéncia de uma série de poténcias contém o seu
intervalo de convergéncia, mas podera ainda conter algum dos
extremos desse intervalo. O estudo da natureza da série nesses
pontos é feito caso a caso.
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Séries de Poténcias

Raio de Convergéncia, usando os Coeficientes da Série

Proposicao:
+oo
Seja Z an(x — ¢)" uma série de poténcias com a, # 0 para todo n € Ny.
n=0
|an|
Q@ R= Im se este limite existir.
n——4o0 |an+1|
Q@ R= Ilim , se este limite existir.
n——+-00 /
Observacoes:

@ Estas férmulas de célculo do raio de convergéncia resultam da
aplica¢do do critério da razao ou do critério da raiz. Assim, estes
métodos funcionam quando a aplicac3o direta desses critérios
também pode ser usada (em alternativa).

Q a série tem que apresentar uma escrita tal

como no enunciado da proposi¢ao.
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Férmula de Taylor com Resto de Lagrange

Polinémios de Taylor

Definicio:
Seja f uma f.r.v.r. admitindo derivadas finitas até a ordem n € N num
dado ponto ¢ € R. Ao polinémio

L0
Trf(x) = Y ) k!(c)(x — o)k

k=0

chamamos polinémio de Taylor de ordem n da fun¢do f no ponto c.
Caso ¢ =0, o polinémio T§f(x) passa a ser designado por polinémio de
MacLaurin de ordem n da fun¢do f.

Observacio:

T2f(x) é o tnico polinémio de grau menor ou igual a n que assume o
mesmo valor que f em ¢ e que as suas sucessivas derivadas em ¢ sio
iguais as sucessivas derivadas de f em ¢, respetivamente, até a ordem n.

v
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Exemplos

@ O polinémio de Taylor de ordem n em ¢, para ¢ qualquer em R, de
uma funcdo polinomial de grau n é a prépria fungdo. Por exemplo,

TP (x%) = X%,
n k 2 n

ne) =32 = XX

eTo(e)—kZ;)k!—1+x+2!+ +
1 n

° TOH(l—x>:;Xk:1+x+x2+---+x"

—_— n . X2k+1 s . -
O T (senx) = D () gy =X F R (D ey

k=0 ’

2 . k X2k 4 2n

O Tg"(cosx) = > (1) i = 1= F i+ ()
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Férmula de Taylor com Resto de Lagrange

Férmula de Taylor

Teorema:

Sejam n € Np, f uma func3o real com derivadas continuas até a ordem

(n+ 1) num intervalo / e c € I. Ent3o, para todo x € | \ {c}, existe 0
entre ¢ e x tal que

n

= fR(e) f(r+1)(9)
f(X)kZ:O Kl (X—C)k+m

Trf(x) Ref(x)

]

Férmula de Taylor de ordem n da funcao f no ponto ¢, com resto de Lagrange

(x — c)™.

RIf(x) — resto de Lagrange de ordem n de f no ponto ¢
Tl f(x) — polinémio de Taylor de ordem n de f no ponto ¢

Note que, se x = ¢, f(c) = TZf(c), (resto nulo).
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Férmula de Taylor com Resto de Lagrange

Majorantes do resto de Lagrange

O médulo do resto de Lagrange RZf(x) da-nos o erro absoluto cometido
quando tomamos T/ f(x) por f(x), uma vez que

IREF() = 1F(x) = TEF(X)] -

Mesmo que desconhecamos esse resto é possivel, em geral, majora-lo.

Formas de efetuar a majoracdo do resto:

Se a (n+ 1)-ésima derivada de f é continua num intervalo [a, b] contendo
o ponto ¢, entdo é limitada. Tomando M > sup ’f(”“)(y)‘

y€[a,b]
n |x — c|*? (b—a)"tt
< .
IR f(x)| <M rn = T onde x € [a, b]

Ver applet, sobre a aproximacdo de uma fun¢do usando polinémios de
Taylor.

)
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https://www.geogebra.org/m/jZKkPPvT

Séries de Taylor

Série de Taylor — definicao

Definicao:
Se f admitir derivadas (finitas) de todas as ordens em c, a série de
poténcias

:goz f(’:!(c) (x—c)"=f(c)+f(c)(x—c)+ f”2(!c) (x—c)®+---

chamamos série de Taylor da fung¢ao f no ponto c.
Se ¢ = 0, passamos a chamar-lhe série de Maclaurin de f.

Exemplo:
+oo

A série de MacLaurin da fungio f(x) = 11 é a série de poténcias Zx”.
n=0

Relacione com o ponto 3. do

v
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Séries de Taylor

No exemplo do slide anterior, a série de Taylor da funcdo no ponto ¢ =0
converge para a fungdo no intervalo | — 1,1[, i.e., para cada x €] — 1,1],

—+o00

>ox =
1—x

n=0

Quest3o:

Seja | um intervalo aberto centrado no ponto ¢ onde a série de Taylor de
f é convergente, serd que a sua soma para cada x é igual a f(x)?
Nem sempre, ver exemplo do slide seguinte!
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Séries de Taylor

Funcdes Analiticas

Definicao:
Sejam [ um intervalo aberto, ¢ € I, e f uma fung3o definida em / que

admite derivadas finitas de todas as ordens em c. Dizemos que f é

analitica em c se existir r > 0 tal que, para todo o x €]c —r,c+ r[C /, a
série de Taylor de f converge para f(x).

Exemplos
1
@ Fungdo analiticaem c=0: g(x) = :
— X
>l
@ Fungdo n3o analiticaem ¢ =0: f(x) = { g >, X 7&8
, X =

f possui derivadas finitas de todas as ordens em R, mas como

f(”)(O) = 0 para todo n € Ny, a sua série de MacLaurin converge
para a funcdo nula.
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Séries de Taylor

Teorema:

Sejam [ um intervalo, c € [ e f : | — R uma fun¢do com derivadas finitas
de qualquer ordem em /. Ent3o, para todo o x € [/,

2 Fn)(c
f(x):zf (€)

n=0

_ n , . n .
o (x — )" se, e s6 se, nIer;o RIf(x) = 0.

Exemplo: Seja f(x) = €*, x € R.

3
Ryf(x) = ﬁx”*l, x#0, Eentre0e x.

Como Ii_)m R{f(x) =0, [Porqué?], concluimos que a série de MacLaurin
n—oo

da funcdo exponencial converge para a prépria funcdo em R, i.e.,

2 X3 n

X X
“=ltxttg oot o+, xER
3! n!
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Séries de Taylor

Teorema:

Sejam [ um intervalo, c € I e f : | — R uma funcdo com derivadas finitas
de qualquer ordem em /. Se existir M > 0 tal que

1fM(x)| <M, Vxel, VneN,,

entao

Exercicio: Usando o teorema anterior mostre que:

too x2n+1

Q senx = ;(—1)”(2,74_1)! , x€R.
too x2n

Q cosx = g(—l)”(%)! , x€R.

Compare com os pontos 4. e 5. do
v
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Apéndice |: Critérios de D'Alembert e de Cauchy
+oo

Apéndice |: Critérios de D’Alembert e de Cauchy para uma série numérica Z Un

n=1

s ) . ) u
Critério de D'Alembert: Se u, #0, Vn € N, e existe L := |im ntl ‘
n—-+o0o Up
—+o00
Entdo, se L < 1, a série Z up é absolutamente convergente ese L > 1, a
n=1
o0
série Z up é divergente.
n=1 y
Critério de Cauchy: Se existe L := lim ~/|up]|.
n—-+oo
—+o00
Entdo, se L < 1, a série Z up € absolutamente convergente e se L > 1, a
n=1
—+o00
série Z up é divergente.
n=1
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Apéndice II: Conceitos de Majorantes e de Supremo

Apéndice Il: Conceitos de Majorantes e Supremo

Majorante de um conjunto:

Seja A C R, conjunto n3o vazio. Diz-se que A é um conjunto majorado se
existe M € R tal que x < M, para todo o x € A. Qualquer M que
satisfaca essa desigualdade é chamado de majorante de A.

Supremo de um conjunto majorado:

O supremo de um conjunto A (majorado) é o menor dos majorantes. Isto
é, s € R diz-se supremo de A se s for um majorante e se para todo o
6 >0, existe b€ Atal que s—9d < b. Notagdo: s =supA.

Axioma do Supremo:

Todo o subconjunto de R majorado tem supremo.

Maximo: Se s = sup A pertence a A, a s chama-se maximo de A.

Notacdo: s = max A.

v
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