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Observacoes

e Estas notas de aula correspondem a um guiao que o professor ird seguir fielmente ao longo das
aulas. Deve portanto trazé-las sempre consigo em formato papel e/ou digital.

e No final pode encontrar uma lista de exercicios elaborados pelo professor. Estes servirao de
complemento aos exercicios propostos nas folhas praticas da disciplina.
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"Fourier’s great mathematical poem.”
citacao de Sir Lord Kelvin retirada no artigo cientifico On the Secular Cooling of the Earth '?

'WT Kelvin - Transactions of the Royal Society of Edinburgh, 1863 —
https://wuw.public.asu.edu/ jmlynch/HPS323/documents/KelvinSecularCooling.pdf

2Fourier, J. B. J. (1822). Théorie analytique de la chaleur. Firmin Didot. —
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k1045508v.texteImage
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Folha Pratica 2

Os exercicios selecionados da Folha Pratica 2 correspondem a um conjunto minimo (altamente)
recomendado para estudo auténomo.

Tema Exercicios
Séries de Fourier | 12.(a), (c)
13., 15.

Leituras Recomendadas

Para além do texto de apoio (Almeida , 2018) e dos slides do capitulo 2, disponiveis na plataforma
Moodle (cf. Bras (2023)), espera-se que o aluno procure estudar por alguns dos livros que se encontram
na bibliografia recomendada da disciplina. Na tabela abaixo foram catalogadas algumas sugestoes de
leitura.

Bibliografia Seccao
(Tolstov , 2014) | 1. Trigonometric Fourier Series (pp. 1-40)
[Leitura complementar para aprofundar o tema.|

(Stewart , 2006) | Fourier Series
[Todo o capitulo.]




Séries de Fourier 27 —Peridodicas

Definigao 1 (Série de Fourier). Seja f : R — R wma fungdo 2m—periddica e integrdvel em [—m, 7].
Designamos por série de Fourier de f, as representacoes em série da forma

50 g an cos(nx) + b, sin(nx)),

onde as sucessoes (ap)nen, € (bn)nen sdo dadas por

an = 1 _ﬂ f(z)cos(nz)dr (n € Ny); b, = %/_W f(z)sin(nz)dx (n€N)

™

correspondem aos coeficientes de Fourier® de f.

@A defini¢ao dos coeficientes de Fourier, em intervalos simétricos da forma [—m, 7], possibilita-nos realizar algumas
simplificagoes imediatas, com recurso as formulas mencionadas no Exercicio @

Notagao 1 (Série de Fourier de f). Iremos adotar a notagdo

f(z) ~ % s Z(an cos(nx) + by, sin(nz))

para nos referirmos a série de funcoes, determinada a partir da Definigao 1.

Adenda 1 (Coeficientes de Fourier). Decorre do facto de f : R — R ser 2m—periddica que os
coeficientes de Fourier podem ser determinados via as formulas

1 c+27 1 ct2m
o= [ f@)costna)de (neN); b= [ f@)sinu)ds (e N)
™ Je ™ Je
onde c € R.

Adenda 2 (Convergéncia Uniforme da Série de Fourier). Para demonstrar a convergéncia uniforme
da série de Fourier, com recurso ao Critério de Weierstraf3, ¢ suficiente demonstrar que as séries
numeéricas de termos positivos

o0 o0
Z la,| resp. Z |bs|
n=1 n=1

dado as desigualdades abairo serem sempre satisfeitas, para todos os x € R en € N:

la, cos(nx)| < la,| & |b,cos(nz)| < |byl.

Exemplo 1 (Fungao Constante). Considere a fungdo constante, definida por f(x) = 1.
Claramente, esta fungao € 2m—periddica. Usando as formulas integrais do Exercicio @, seque que

™

x _ 1 :
ap = l/ cos(nz)dr = {2 =0 bn = _/ sin(nz)dr =0 (n € N).

s 0 ,neN; TJx

—T

Destas tltimas, conclui-se que a série de Fourier de f € a propria fungdo, dado que

Py
2



Exemplo 2 (Fungao em Degraus). Considere a fun¢do 2w— periddica, f : R — R, definida pela condi¢ao
f(z) = f(z +2m) e pela formula
0, —m<z<0
-

m, 0<zx<m.

Para este caso, tem-se”

1 ™
a, = —/ 7 cos(nx)dx = - =
0 — n

™

by — l/oﬂﬂsin(nx)dx _ [—M]: _ # (neN).

n

Assim,

o0 [e.e]

s 1 — (1™ . 7T 2 o .
~ — — 4 = — 2n —1 ) :
f(z) 5 T n§:0 - sin(nx) S 321 r— sin((2n — 1)x) [apds simplificagoes|

“Da igualdade cos(nm) = (—1)" (n € N) segue, pela férmula fundamental da trigonometria que sin(nr) =0 (n € N).

Adenda 3 (Série de Fourier vs. Série de Taylor). Pode-se facilmente verificar que a fun¢do do Exemplo
2 nao admite série de Maclaurin por nao ser continua em x = 0. Todavia, foi possivel determinar a
sua série de Fourier.

De facto, ao calcularmos o valor de ay estamos implicitamente a demonstrar que f €, de facto, uma
fungdo integrdvel em [—m, 7| e, por consequinte, que os coeficientes a, e b, podem ser calculados, uma
vez que para todo o n € N, as desigualdades® abaixo sdo satisfeitas:

lan] <ap & |ba| < ag

“Estas estimativas seguem do facto de f(x) > 0 em [—, 7.

Contra-Exemplo 1 (A Série de Fourier nao converge para a Func¢ao). O Exemplo 2 permite-nos concluir
que o critério de Weierstrafinao é aplicdavel neste caso. Fsta observacao decorre do facto da série
numérica® de termos positivos

= 2 =1
;2n—1:;n—%

ser divergente.
™

Por outro lado, para x = 0 tem-se f(0) ~ 5. Todavia f(0) = m, mostrando assim que nem sempre

a série de Fourier de uma fungao coincide com a prépria fungao.

2Série numérica obtida com base na desigualdade

2 : sin((2n — 1)x)

2
< S valida para todooz € Ren € N.
—

n —




Exemplo 3 (Onda Triangular). Considere a fungao 2m— periddica, f : R — R, definida pela condi¢ao
f(z) = f(z +27m) e pela formula
flz) =lz| (2 €[=mn]).

Claramente, a restri¢io de f ao intervalo |—m, | trata-se de uma fun¢ao par pelo que:
i) f(z)cos(nz) define uma fungdo par em |—m,7|;
ii) f(z)sin(nz) define uma fungao impar em [—m, 7],

Seque entao que

1 [7 2 [T
i) an, = —/ || cos(nx)dr = —/ zcos(nx)dr (n € Ny);
T 7 Jo

—T

1 T
i) by, = —/ |z| sin(nx)dz =0 (n € N).
7r

-7

pelo que a determinagao da série de Fourier de f reduz-se ao cdlculos dos coeficientes (ap,)nen-
2

No caso den =0, o facto de 5 definir uma primitiva de x, permite-nos concluir que

2 / T 2 {xQ}W

ag = — xdr =—|—| =m.
T Jo Tl2],

No caso de n > 0, integracao por partes conduz-nos a sequéncia de igualdades:
/ ( in nm))
a, =
s n
sin(nx) sin(nx
_ { / (nz) ,
0 n

B 2 { cos(n }
T n? i

_ 2160 ey,

T n?

Assim, apos simplificacoes conclui-se que

o0

4 cos((2n — 1)x)
N—+;ancosnx 2 ﬂ; (2n—1)2 .

Adenda 4 (Convergéncia Uniforme da Série de Fourier). Com base no que foi mencionado na Adenda
2, podemos concluir a convergéncia uniforme da funcdao série de Fourier da funcdo do Exemplo 3, com
base na convergéncia da série numérica de termos positivos®.

= 1
Z (2n — 1)2

n=1

“Deixamos ao cargo do leitor a justificacao, passo por passo, da convergéncia da série numérica assim como a justificacao
da uniforme da série de Fourier de f.

Fungoes Seccionalmente Continuas/Diferenciaveis

Antes de abordarmos o Teorema de Dirichlet — que nos permite determinar a soma da série de
Fourier — comecemos por introduzir as defini¢oes de fungao seccionalmente continua e/ou diferenciavel.



Para simplificar a exposicao, ird ser considerada a seguinte notacao, envolvendo os limites laterais de
uma fungao.

Notagao 2 (Limites Laterais). [remos considerar a notagdo:

1. f(c™) para denotar o limite lateral a esquerda de ¢ € R, i.e.

f(e) = lim f(x);

Tr—Cc—

2. f(cT) para denotar o limite lateral a direita de c € R, i.e.

f(c") == lim f(z);

z—ct

Defini¢ao 2 (Fungao Seccionalmente Continua/Diferenciavel). Seja f uma funcao real de varidvel real
e |a,b] um intervalo fechado e limitado de R. Dizemos que:

1. f ¢é seccionalmente continua em [a,b| se existir um conjunto finito e ordenado® {cy,c1,...,cn}
(n € N) de [a,b] tal que:

i) co=a ec, =b

i) ¢1,C9, ..., 1 pontos de descontinuidade de f em [a,b];
iii) f continua nos subintervalos |cj_1,¢;[ (j =1,2,...,n—1) de [a,b];
w) os limites laterais f(c]_,) e f(cj) ewistem e sao finitos (j =1,2,...,n).
2. f é seccionalmente continua em R se esta for seccionalmente continua em todo o subintervalo
[a,b] de R.

3. Uma funcgao seccionalmente continua, f, € ainda uma fungao seccionalmente diferenciavel se a
funcao derivada, f’, € seccionalmente continua em R.

?De uma forma mais abreviada, {cg,c1,...,¢cn} (n € N) corresponde a uma partigao do intervalo [a, b].

Adenda 5 (Continuidade & Diferenciabilidade). Decorre naturalmente da Definigao 2 que:
(a) Toda a funcao continua em I C R € seccionalmente continua em I CR;

(b) Toda a funcdo diferencidvel em I C R € seccionalmente continua® e diferencidvel em I C R.

“Para se chegar nesta conclusao, usou-se o facto de toda a funcao diferenciavel em I C R é também uma funcao
continua em I C R.

Exemplo 4 (Fungao Tangente). A partir do grifico da fungdo tangente, y = tan(z), tem-se o sequinte:

1. Trata-se de uma funcao m—periodica em R, ao invés das funcoes seno e cosseno que Sao
2w —periodicas;

9]

2. Em intervalos da forma [—m, ], o grdfico desta exibe descontinuidades nos pontos v = —7%
— W
xr = bR

3. Nao® se trata de uma fungao seccionalmente continua pelo simples facto de os pontos v = £3
corresponderem as assintotas verticais do seu grdfico.

“Pode obter o mesmo tipo de conclusdo para a derivada da funcao tangente, sec?(z) = COS%W7 no intervalo [—m, 7).



Exemplo 5 (Fungoes Seccionalmente Continuas/Diferencidveis). As funcoes ilustradas no Exemplo 2
& Exemplo 3 sdo exemplos de fungoes seccionalmente continuas em R. De facto, atendendo a que
ambas sao fungoes 2m-periodicas, podemos reduzir o estudo destas ao intervalo® [—m, w]. A saber:

Exemplo 2: Exemplo 3:
e f@) =l (x € [m,a]).
flx)=<¢m ,0<z<m
0 ,xz=m

i) No caso do Exemplo 2, tem-se que esta é descontinua em x =0, dado que f(07) =0e f(0*) =7
pelo que € seccionalmente continua em [—m,m|;

ii) No caso do Exemplo 3, tem-se o grdfico de uma fung¢ao continua em [—m, 7| pelo que esta é
automaticamente uma func¢ao seccionalmente continua.

Adicionalmente:

i) Nos intervalos | — m,0[ e |0, 7], a derivada de f da func¢ao do Exemplo 2 coincide com a fungdao
nula (0). Acresce ainda que, a partir das igualdades envolvendo limites laterais:

(@) F(=n") = lim /(@) =0;

(8) 1(07) = lm f'(z) = 0;

() £(0) = lim f'(z) =0;

(@) f(r7) = Jim f() = lim f'(z) = 0.

concluindo assim que a funcao do Exemplo 2 se trata de uma fungdo seccionalmente diferencidvel
em [—m, 7).

i1) No caso do Exemplo 3, pode-se verificar que, mesmo nao existindo f'(0), tem-se que esta também
se trata de uma fungao seccionalmente diferencidvel em [—m, 7|, dado que:

(a) f/(07) = lim X = —1; (b) f/(0%) = lim 2 =1.

Em ambos os casos, o cdlculo do valor de f em = = 7, f(w), foi realizado com base na sequéncia de igualdades

f(=m) = f(=m + 2m) = f(m).

Teorema de Dirichlet

Teorema 1 (Teorema de Dirichlet). Sejam f : R — R uma fungdo 2m—periddica e seccionalmente
diferencidvel e S : R — R a soma da série de Fourier, determinada® via Definigao 1. Entao para todo

oc € R tem-se .
c c”
s = HEeN 1)
2
onde f(cT) denotam os limites laterais a esquerda/direita de c, introduzidos em Notagao 2.

?Equivalente a escrever f(x) ~ S(z), de acordo com a Notagao 1.



Adenda 6 (Soma da Série de Fourier). Decorre naturalmente do Teorema 1 a sequinte igualdade®:

0o f(z) , [ continua em z
(Ij .
EO + ;1(% cos(nz) + by, sin(nx)) = FeH) + f(a)
2

, [ descontinua em .

af(x™) = f(z7) = f(x), desde que f seja continua em = — f(z~) e f(x™) limites laterais & esquerda/direita de .

Exemplo 6 (Aplicagao do Teorema de Dirichlet). No Exemplo 5 verificdmos que as fungoes
2w —periodicas, introduzidas no Exemplo 2 & Exemplo 3, estao nas condi¢coes do Teorema de Diri-
chlet®. Adicicionalmente, podemos ainda concluir o sequinte:

i) Atendendo a que x = km (k € Z) correspondem aos pontos de descontinuidade da fun¢do do
Exemplo 2, as igualdades® f(07) =0 e f(07) = m permitem-nos concluir que

g+i2nz_1sm<<2n—1)x):{f('”) ARG,

s —
bl ,.fll'—k'ﬂ'

n=1

ii) No caso do Exemplo 3, o Teorema 1 garante-nos que a série de Fourier f converge pontualmente*
para a fung¢ao modulo, i.e.

g B %Z cos((2n — 1)x) )

(2n —1)2

Para uma interpretacao grdfica de cada um dos exemplos, vide os links abaizo — gentilmente cedidos
pela Professora Isabel Brds®:

i) Série de Fourier do Exemplo 2 — link https://www.geogebra.org/m/ykmzcvsc permite-nos ilus-
trar as conclusées mencionadas em (Almeida , 2018, Exemplo 2.17);

ii) Série de Fourier do Exemplo 3 — link https://www.geogebra.org/m/snrmgyt2 permite-nos ilus-
trar as conclusées mencionadas em (Almeida , 2018, Exemplo 2.16).

*Vide Teorema 1.
bVide também Contra-Exemplo 1.

¢Ja tinhamos averiguado na Adenda 4 que a série de Fourier do Exemplo 3 convergia uniformente.
4Vide (Brés , 2023, slide 47/54).

Adenda 7 (Falha de Convergéncia Uniforme). Jd tinhamos verificado no Contra-Exemplo 1 que
a série de Fourier da funcao do Exemplo 2 ndo coincidia com o wvalor de f de x = 0. Por
outro lado, o Teorema 1 permite-nos concluir nao apenas que a série de Fourier nao coincide
com o valor de f(z) em pontos da forma v = kr (k € 7Z), como nos permite confirmar que
a série de Fourier nao converge pontualmente para uma funcao continua.

Assim, com base no estudo realizado no Caderno 2, podemos automaticamente concluir que a série
de Fourier do Exemplo 2 nao® converge uniformemente.

“Encontrar o respetivos resultados no Caderno 2, assim como mencionar os demais detalhes, ficam ao cargo do leitor.


https://www.geogebra.org/m/ykmzcvsc
https://www.geogebra.org/m/snrmgyt2

Séries de Fourier dos Senos e dos Cossenos

As séries de Fourier de senos e cossenos tém como ponto de partida o seguinte resultado, que pode
ser facilmente demonstrado:

Lema 1 (Decomposicao em Fungoes Pares e fmpares). Toda a fungao® definida f num conjunto simé-
trico” D, pode ser escrita® na forma

f(@) = fp(z) + fi(z),

onde
1. f,, unicamente determinada por f,(z) = W ¢ uma funcao par em D;
2. fi, unicamente determinada por f;(z) = W ¢ uma fungao impar em D.

“Extensao da definicdo que se encontra no Exercicio 9. de (Tolstov , 2014, p. 40).

’Dizemos que um conjunto D é simétrico se —x € D,V = € D.

“Usando a estrutura de espago vetorial, é ainda possivel demonstrar que toda a funcao definida num intervalo simétrico
pode ser representada como a soma direta de subespacos de fungoes, associados a fungoes pares e impares.

Adenda 8 (Exemplos de Conjuntos Simétricos). O Lema 1 ¢ aplicdvel a intervalos da forma [—c, ¢],
| —c e, [—c, ) \ {0}, | — ¢, ¢[\{0} (c > 0), dados estes se tratarem de conjuntos simétricos.

Adenda 9 (Célculo dos Coeficientes de Fourier). Pode facilmente demonstrar, com recurso as iden-

tidades integrais mencionadas no Exercicio @, que no intervalo [—m, | os coeficientes de Fourier,
introduzidos na Definigao 1 podem ser reescritos na forma

in=2 [ ha) costna)ds (n e No); b =2 [ @) sin(na)ds (e N)
T Jo T Jo

Teorema 2 (Séries de Fourier dos Senos/Cossenos). Seja f uma funcgdao real de varidvel real integrdvel
em [0,7]. Entdo, os sequintes resultados sao vdlidos:

Série de Fourier dos Senos — A funcao f; : [—m, 7] — R, definida por

fZ(T):{f(x) 0<z<m

—f(-z), —7<zx<0

admite uma extensdao 2m—periodica em R. Adicionalmente,

(e.9]

fi(x) ~ Y apsin(nz), b, = %/OW f(z)sin(nz)dx (n € Np).

n=1

Série de Fourier dos Cossenos — A funcao f, : [—m, 7] — R, definida por

fp(x):{f(x) 0<z<m

f(=z), —7<z<0

admite uma extensdao 2w—periodica em R. Adicionalmente,

(e.9]

fo(z) ~ % + ;an cos(nx), a, = %/OW f(z)cos(nz)dx (n € Np).



Adenda 10 (Fungao do Exemplo 2). Note que a func¢ao do Exemplo 2 pode ser reescrita como a soma
das funcgoes f, e fi, definidas por

—— L, m<x<0

N

pelo que® fy(x) ~ = e

fi(x) ~ Z 2n2— ] sin((2n — 1)z).

n=1

aj semelhanca do Exemplo 1, pode confirmar que f,(z) ~ 5 a partir das identidades trigonométricas do Exercicio

Exemplo 7 (Série de Fourier dos Senos). Pode facilmente ser verificado que a extensdo impar e da
funcao f(x) = x em [0,7] ao intervalo [—m, x|, coincide com f(z), dado® que f(x) = w,

para todo o x € [—m,7|. Fica ao cargo do leitor:

o0 _1 n+1 o
1. Verificar que x ~ Z (=)™ sin(na) ;
n

n=1

2. Verificar que v = (2k + 1)w (k € Z) sdo os pontos de descontinuidade da 2w—extensao periddica
de f a partir do intervalo |—m, [, assim como f(r~) =7 e f(nt) = —m;

3. Averiguar que pode aplicar o Teorema 1 para concluir

[e.o]

Z (—1)"*! sin(nz) {x ,x # (2k+1)m (k€ 2):

n Yo ,x # (2k+ 1)w

n=1

4. Justificar porque a série de Fourier nao converge uniformemente.

“Vide Lema 1.

Exemplo 8 (Séries de Fourier de Cossenos). Observe que a fun¢do do Exemplo 3, assim como a fun¢ao
f ilustrada no link®

https://www.geogebra.org/m/pw3embxg

podem ser interpretadas como a série de funcoes dos cossenos das funcoes, definidas por x e x* respe-

tivamente, no intervalo [0, 7).
E tal como no Exemplo 3, a extensio 2m—periddica da fungdo par f,(z) = 2* (-7 <z < 7) é uma
funcdo continua em R. Logo, pelo Teorema de Dirichlet’ concluimos® que

2 % —1)"
x2:%+4;%’ para todo o x € R.

Adicionalmente, pode ainda concluir, via o Critério de Weierstral, que a série de Fourier de x>
também converge uniformemente em R.

?Gentilmente partilhado pela Professora Isabel Bras em (Bras , 2023, slide 48/54).

bVide Teorema 1.

‘Embora nao tenha sido feito em detalhe, espera-se que confirme o calculo da série de Fourier, assim como a aplicabi-
lidade do Teorema de Dirichlet.

10


https://www.geogebra.org/m/pw3em5xg

Adenda 11 (Convergéncia Uniforme vs. Derivagao/Integragao). Atendendo a convergéncia uniforme
da série do Exemplo 8, podemos imediatamente concluir, por x* ser integrdvel em R que a respetiva
série de fungoes também € integrdvel e, por consequinte, que

z3 v ? 2 " T (=1)"cos(nt) n2x " (=1)"sin(nz)
— = t2dt = —dt +4 ———dt)=...=—+14 e
3 /0 /0 gt ; ( /0 2 ) R D

Jd no caso da derivagao, o argumento de convergéncia uniforme nao pode ser aplicado®. De facto, se
2

derivarmos, termo a termo, a série de Fourier associada a 5 nao iremos obter a série de Fourier do

Exemplo 7.

“Deixa-se ao cuidado do leitor justificar o porqué, com base na teoria abordada no Caderno 2.

Adenda 12 (Sobreposi¢ao de Fungoes Pares e fmpares). Note-se que extensao 2m— periodica da fungao

A : :
f(z) = 1 (x € [—m,w|), ilustrada no link®

https://www.geogebra.org/m/xwurte9dx

nao se trata de uma funcao par e impar. Todavia, com recurso ao Teorema 1, podemos facilmente
2

concluir que fp(z) = T corresponde a parte par de f(z) e fi(x) = —g a parte impar de f(x).

Logo, pela Adenda 9, seque que

7

T .2 2 ar
ap = z/ T cos(nx)dx (n € Ny); bn, = —/ <—£> sin(nz)dr (n € N).
o 4 0 2

A confirmacao de que a série de Fourier da funcdo dada pode ser obtida como combinacdo linear
das séries de Fourier do Exemplo 7 & Exemplo 8 fica a cargo’ do leitor.

“Gentilmente partilhado pela Professora Isabel Bras em (Bras , 2023, slide 48/54).
YEmbora nao seja pedido, é fortemente recomendavel que o leitor averigue se pode aplicar o Teorema de Dirichlet para
calcular a soma da série de Fourier.

Séries de Fourier 2/.— Periodicas

Tal como ilustrado em (Almeida , 2018, pp. 37-38) e em (Stewart , 2006, p. 6), a teoria de séries de
Fourier pode ser generalizada para funcoes 2L—periddicas. Para tal, comece por considerar funcao g,
obtida a partir de f por translacoes e homotetias:

g(%) = f(w:c + ¢)7 v:}cGR

Se interpretar w resp. ¢ como a velocidade de propagacao vs. fator de fase de uma onda sinusoidal,
pode chegar nas seguintes conclusoes, interpretaveis® sob o ponto de vista fisico:

i) Se considerarmos velocidade de propagacao unitaria (w = 1), entdo a mudanga de fase ¢ de uma
onda sinusoidal f mantém invariante o periodo 71"

g(@) = flz+¢)=flz+o+T)=f((z+¢)+T)=g(x+T), VzeR

T
ii) Se induzirmos a nossa onda sinusoidal uma velocidade w > 0, entao — é o periodo de g:
w

g(:l:):f(wx):f(wx—l—T):f(w <x+g)) zg(:c—i-g), Vr € R.

3Vide (Tolstov , 2014, pp. 3-6).
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As conclusoes, obtidas anteriormente, correspondem ao seguinte lema.

Lema 2 (Fungoes Periddicas). Se f : R — R é uma fun¢ao T—periddica, entao a funcio g : R — R
definida por
9(z) = flwz+¢) (w>0, ¢€R)
T
¢ uma funcao periodica, de periodo P = —.
w

Por outro lado, para o calculo da série de Fourier de fungoes 2mr—periddicas, introduzido na Definicao
1, pode-se ainda obter que a série de Fourier de f, f(x) ~ S(x), pode ser obtida como o limite

S(z) = nh—glo Sn(z)

de uma soma de fungoes S, (), envolvendo fungoes 2 —periddicas e ortogonais® em [—, 7] relativamente
ao produto interno entre fungoes f e g, definido por

(f.9)= /_Tr f(x)g(z)dz.

De facto, as identidades integrais do Exercicio @ podem ser reescritas na forma

(a) {cos(na), 1) = {zﬂ e

(b) {cos(mx),cos(nx)) = {0 :m ; ; (m,n € N).
(¢) (sin(mx),sin(nz)) = {O :m ; . (m,n € N).

(d) (sin(mz),cos(nz)) =0 (m,n € N).

Usando agora argumentos de linearidade, podemos facilmente concluir que para a soma dos n primeiros
termos da série de Fourier, dada por

Sp(z) = % + Z(ak cos(kx) + by sin(kx))

sao validas as igualdades

1 apg ,g(z) =1
;(Sn(a:),g(x)) =1 an ,g9(x)=cos(mx) (meN),
by, g(z) = sin(mzx)

mostrando assim que os coeficientes da série de Fourier pode ser unicamente determinados, via relagoes
de ortogonalidade®. Portanto, a substituigao do produto interno (-, -) pelo produto interno (-, -) 7, definido
por

(f ) = / f@)gw)iz

permite-nos facilmente reformular a Definigao 1 em termos de func¢oes 2L—periddicas, tendo como
referéncia o Lema 2 e a igualdade

L[ o= [ (oo 20

4Duas fungoes 27 —periédicas, f e g, sdo ortogonais se (f, g) = 0.
®Vide (Tolstov , 2014, Capitulo 2).
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Definicao 3 (Série de Fourier de Fungoes 2L—periédicas). Seja f: R — R wma fun¢ao 2L—periddica
e integrdvel em [—L, L|. Designamos por série de Fourier de f, as representagdes em série da forma

2155 e () i (15 ).
onde as sucessoes (ap)nen, € (bp)nen s@o dadas por

an = %/L f(z)cos (?)dw (n € No); b, = 1 /L f(z)sin (?)dw

—L —L

correspondem aos coeficientes de Fourier de f.

Adenda 13 (Resultados para Funcoes 2L —periédicas). Todos os resultados, abordados ao longo deste
caderno para fungoes 2w —periodicas, sao também validos para fungoes 2L —periddicas.

Exemplo 9 (Fungao de Periodo 1). Para qualquer nimero real x, é comum denotar |z| € Z a parte
inteira k de x. Acresce que:

(a) A partir desta defini¢ao, é possivel construir a fun¢do escada |-| : R — R que satisfaz a igualdade
|z] = k em subintervalos [k, k + 1[C R (k € Z). Em particular, esta coincide com a fungdo nula
(0) em [0,1[;

(b) Com base na propriedade anterior, € possivel demonstrar que a fungdo f, definida por
f@) =2~ la]
¢ uma funcao 1—periddica, tal como pode constatar a partir do seu grdfico
https://www.geogebra.org/calculator/qcwqzghg.

s

Usando agora o Lema 2, é possivel de concluir que a fun¢ao g, definida por g(x) = f (;), é
T
uma funcao 2m—periodica.

Adenda 14 (Extensao Periédica). A descri¢ao obtida em Exemplo 9 diz-nos que esta fungdo se trata

extensdo 1—periddica da fun¢ao, definida em [0, 1], por f(x) = x. Assim, com base na Definicao 3, e
nas propriedades de integracdo® envolvendo funcoes periddicas, tem-se que’

1 1
a, = 2/ x cos (2nmx)dx (n € Ny); by = 2/ x sin (2nmz)dz.
0 0

A partir daqui, pode calcular facilmente a série de Fourier de f(x) = x — |z| de modo andlogo ao
que jd fez* p.e. no Exemplo 3.

“Propriedades andlogas as mencionadas na Adenda 1.
YA constante % = 2, que aparece em ambos os integrais, resulta da condigao 2L = 1.

t
Se fizer a mudanca de varidvel x = — (0 < ¢t < 7) poderd facilmente calcular a série de Fourier para a funcao do

Exemplo 9, a partir dos calculos ja realizados no Exemplo 3.
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Contra-Exemplo 2 (Argumento de Paridade nao se adequa). Uma das principais razoes pela qual é
preferivel usar a extensao 1—periddica de x, a partir do intervalo [0, 1[ prende-se com o simples facto de
f(z) = x — |z| apresentar uma expressao mais simples de calcular se, ao invés tivéssemos considerado
a extensao periddica a partir do intervalo [—%, %[

Por outro lado, pode-se verificar que o Lema 1 nao nos conduz a expressoes satisfatorias. De facto,

o cdlculo de f, e f; via as formulas do Lema 1, obteriamos

f@)+fl=x) 1 fx) — f(=x) 1

2 =3 ¢ 2 =e—lel -3
Para o sequndo caso, tem-se ainda que
1 1
f(z) = f(==) 11
— = E === 0} ).
. o v€ =55\ 0}

- ——<x<0.
x—i—2, Q_x

Contra-Exemplo 3 (Fungao Periédica sem Série de Fourier). No Exemplo 4 justificamos que a fungdo
tangente € uma funcdao w™—periodica mas nao € seccionalmente continua em R.
De facto, para esta funcao nem € possivel determinar a série de Fourier uma vez que

ar
2

ag := z/ tan(x)dx

(VIE]

corresponde a um integral improprio divergente.

Exemplo 10 (Extensao Par e fmpar). A funcao f, definida por

f(2) = {sin(ﬁx) ,(z

IN A
—_ N

<z
1 <z

1
trata-se de uma fun¢ao integrdvel no intervalo [0,1], uma vez que / f(z)dz eziste, pelo que se tem
0

fi(x) ~ i bpsin (nrx) &  fp(z) ~ % -+ i a,cos (nmx)
n=1 n=1

correspondem as séries de Fourier de senos e cossenos de fungoes 2—periodicas em R, obtidas das
extensoes impares e pares, f; e f, respetivamente, ao intervalo [—1,1]. Pode ainda verificar o sequinte,
com base no grdfico de f; e f,, ilustrado em

https://www.geogebra.org/calculator/yrcm3kde:

(a) O grifico da funcdo f; assim como o grdfico da fun¢ao derivada®, f!, corresponde ao grifico de

uma fungoes continuas em [—1,1] pelo que neste caso o Teorema de Dirichlet ¢ aplicdvel para
calcular a soma da fun¢ao 2—periédica;

(b) Jd o grifico da funcao f, corresponde ao grdfico de uma fungao continua [—1,1] mas descontinua
mas para o qual f,(0) ndo existe. Averiguar se f, € seccionalmente continua em R, via aplicagao
da Definigao 2, assim como averiguar se possivel aplicar o equivalente do Teorema de Dirichlet

f07) + f(07)

de modo a concluir que soma da série em x =0 € igual a 5

fica a cargo® do leitor.

20 gréfico desta fungao é claramente o grafico de uma funcao par.
®Comece primeiro por calcular a série de Fourier dos cossenos de e
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Exercicios Propostos

Revisoes

@ INTEGRAL VS. PARIDADE DE UMA FUNCAO
Seja f uma fungao real de varidvel real integravel em [—a,a] (a > 0). Mostre que:

a) / f(x)dx =0, se f é uma fungao impar.

(b) f(z)dz =2 /Oa f(z)dz, se f é uma fungao par.

—a

o [ D=g %x:o
/ flz) + f(=2) +f /
flz
SUGESTOES:
(a)+(b) Faca uso da igualdade f( Ydx = f( dx —1—/ f(z)dx e da substituigao © = —t

(—a <z <0) em um dos integrais.

(¢)+(d) Demonstre que a func¢ao f pode ser reescrita como f = f, + f;, onde

i) f,:[—a,a] = R definida por f,(z) := W define uma fungao par;
ii) fi:[—a,a] — R definida por f;(z) := w uma fungao fmpar.

@ IDENTIDADES ENVOLVENDO FUNCOES TRIGONOMETRICAS
Demonstre as seguintes igualdades envolvendo fungoes trigonométricas:

4 2r .n=0
dr = ’
(a) /7r cos(nz)dx {O mEN.

(b) /_7r cos(ma) cos(nx)dr = {0 :m 4 (m,n € N).
(c) /7T sin(mz) sin(nz)dz = {O :m 4 (m,n € N).
(d) /_7T sin(mz) cos(nz)dxr =0 (m,n € N).

SUGESTOES:

(a) Com base na férmula cos(nm) = (—1)" (n € N) — que pode ser demonstrada por indugao —
para determinar o valor de sin(nr) (n € N).

(b) Deduza a expressao de cos(mx) cos(nx) a partir das identidades trigonométricas abaixo:
i) cos(mx + nx) = cos(mx) cos(nz) — sin(mzx) sin(nz);

ii) cos(mz — nx) = cos(mz) cos(nx) + sin(mx) sin(nz).
De seguida, aplique o item (a) para calcular os integrais da forma / cos(mx £+ nx)dz.

—T

(c) Andlogo a estratégia usada anteriormente — sin(maz) sin(nz) = (7) [férmulas anteriores].

(d) Pode usar o facto de o produto de uma func¢ao par por uma fungdo fmpar, num intervalo
simétrico, ser uma funcao impar.
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Funcgoes 27 —periddicas

@ SERIE DE FOURIER DOS SENOS E COSSENOS®

x 0<x <%
Para a funcao por ramos f, definida em [0, 7] por f(z) = -T2
5—x ,5<x<T

a enha as extensoes par e impar da fungao f, f, resp. fi, ao intervalo [—m, 7).
Obtenh tenso { da funca » interval
(b) Determine a série de Fourier dos senos de f.
(c¢) Determine a série de Fourier dos cossenos de f.

epresente graficamente o valor da soma da série de Fourier de f, + f; no intervalo [—3m, 37].
d) R te grafi t lor d da série de Fourier de f, intervalo [—3m, 3
e) Diga, justificando, se a série de Fourier de f, + f; é uniformemente convergente.

Diga, justificand érie de Fourier de f, S unif t gent

(4) SERIE DE FOURIER

Considere a extensao 27 —periédica da fungao f, definida em | — 7, 7] por f(z) = 23 — .

(a) Determine a série de Fourier de f.

(b) Diga, justificando, se é possivel aplicar o Teorema 1 para calcular a soma da série de Fourier.

(c) Diga, justificando, se a série de Fourier é uniformemente convergente.

OBSERVAQOES:
(a) E possivel determinar a série de Fourier com base no Exemplo 7 & Exemplo 8.
(b) Tera de investigar se a fungao é seccionalmente diferenciavel, via a Defini¢ao 2.

(c¢) Vide Caderno 2.

@ SOMA DE SERIES NUMERICAS
Use as séries de Fourier, obtidas no Exemplo 3, Exemplo 7 & Exemplo 8, para determinar o valor
exato das soma das seguintes séries numéricas:

D TR D D © Y @

n=1 n=1 n=1 n=1

Funcoes 2L —Periodicas

@ VERDADEIROS E FALSOS
Comente a veracidade das seguintes afirmacoes (Verdadeiro ou Falso), justificando conveniente-
mente a sua resposta.
(a) Se f e g sao fungdes T'—periddicas, entao a funcao soma f + g é T—periddica.
(b) Se f é uma funcao m—periddica, entao a fungao g definida pontualmente por g(z) = f(z+ )
é 2m—periddica.
(c) Se f é uma fungdo 2w —periddica, entdo a fungdo g definida pontuamente por g(x) = f(7x)
¢ uma funcao 2—periddica.

(d) Se f e g s@o duas fungdes 2r—periddica, entao a fungdo = é uma fungao 27 —periddica.
g

(e) Se f é uma fungao injetiva, entdo f nao é uma funcao periddica.

(f) A soma de duas fungoes periédicas é sempre uma fungao periédica.

6Versdo reformulada do Exemplo 2 de (Tolstov , 2014, pp. 37-38).
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@ PERIODO FUNDAMENTAL
Determine o periodo das seguintes funcoes:

(a) cos(2z) (b) cotg(3x) (c) sin®(x) (d) sec?(2z — 3).

SERIE DE FOURIER DE FUNCOES 2—PERIODICAS
Determine a série de Fourier de cada uma das seguintes fungdes 2—periddicas, definidas em |0, 2]
por:

(a) sgn(l — =) (b) 1=z —1] (¢) V& (d) [z] +1.

OBSERVACAO:
1 ;x>0
(a) Em R, sgn denota a funcao sinal, definida por sgn(z) =<0 ,2 =10
-1 ,z<0.

(d) |z] ja foi introduzida no Exemplo 9.

@ SERIE DE FOURIER DE FUNCOES 2L —PERIODICAS
Seja f : R — R uma fun¢do 2L—periddica e integravel em [—L, L].

a) Mostre’ que
(a) q

o0

flx —L) ~ % + ; < (—1)"a,cos (n_zx) + (—1)"b,sin <?> > .
(b) Determine as fungoes g e h, tais que:
i) g(x) ~ % + ; a,,coS (?) i) h(z) ~ ; b,sin <$)

(c) Diga, justificando, se é possivel concluir de imediato que as fungoes g e h, obtidas anterior-
mente, se tratam de fungoes pares e impares, respetivamente.

SUGESTAO:

Realize apenas manipulagoes algébricas envolvendo as identidades trigonométricas usuais.

"Reformulagio de um dos itens do Exercicio 9. de (Tolstov , 2014, p. 40).
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