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O que é um proposicao?

Na logica proposicional, uma proposicao ¢ uma afirmacao que apenas toma o valor verda-
deiro ou falso, mas nao os dois ao mesmo tempo. Temos entao alguns exemplos de proposi-
coes:

Um ndmero primo impar p é soma de dois quadrados se e s6 se p tem o resto 1 na
divisao por 4.

v/2 é um ntmero racional.

1+1=3e1ll éum nimero primo.

A hipotese de Riemann é falsa ou esta a chover.

Se o S. L. Benfica é campeao, entao o F. C. Porto nao é campeao.



A partir deste momento, podemos fazer a distincao entre dois tipos de proposigoes:

o atémicas: proposicoes onde o valor de verdade é dado pelo contexto ou escolhido
livremente.

e« compostas: proposicoes compostas por outras proposicoes, ligadas pelos conectivos,
onde o valor de verdade depende do valor de verdade das componentes.

e A representard a conjungao (« ... e ... »);

o V representard a disjungao (« ... ou ... »);

e - representard a negacgao (« nao ... »);

« — representard a implicagao ou condicional (« Se ... entdo ... »);

e > representard a dupla implicagao ou equivaléncia (« ... se e 86 se ... »).




As formulas proposicionais podem entao ser definidas indutivamente de acordo com as regras que

abaixo se apresentam:

1. cada variavel é uma formula e 1 and T sao féormulas.

2. Se p e 1 sao férmulas, entdo as expressoes

(_'w)a (90/\7»0)’ ((va)7 (<P—>¢), (Qan)

sao formulas.




Folha 0

1. Sejam p, g, r varidveis que representam as proposicoes
p: Sou responsdvel;
q: Passo a Matemdtica Discreta;
r: Vou de férias para as Bermudas.
Traduza as frases seguintes por meio de férmulas proposicionais.
a) Se passar a Matematica Discreta, vou de férias para as Bermudas.
b) Para ir de férias para as Bermudas é suficiente que eu seja responsavel.
c) Passo a Matemaética Discreta sé se for responsavel.
d) Para passar a Matematica Discreta é necessario que eu seja responsavel.

e) Se passar a Matemética Discreta entdo vou de férias para as Bermudas caso seja responsével.



Definicao 1.1.7. Uma valoragao (ou interpretagdo) de um conjunto V' de variaveis
proposicionais é uma fungdo v: V' — {0, 1}, onde 0 representa o valor légico «falso» e 1
representa o valor légico «verdadeiro».

Nota 1.1.8. Como visto anteriormente, os simbolos | e T representam proposicoes ato-
micas especiais. Para qualquer valoracdo v, vamos convencionar v(T) =1 e v(L) =0.

Exercicio: Qual sera o valor de verdade da seguinte formula?

(p—=(gAT)) ¢ (-pVQ))



Definicao 1.1.13. Uma férmula diz-se:

e uma tautologia (ou férmula valida) quando tiver o valor légico 1 para qualquer

interpretacao;
« uma contingéncia (ou férmula consistente) se existir uma interpretagdo com

valor légico 1;

e uma contradicado (ou inconsisténcia) quando ndo for uma consisténcia, ou seja,
quando tiver valor légico 0 para qualquer interpretacao.

Defini¢ao 1.1.15. Duas férmulas ¢ e ¢ dizem-se equivalentes légicas (¢ = 1)
quando a férmula ¢ <> 1 é uma tautologia.



Tautologias

(V) =(qgVp) (pAa)=(aAp)
(pAg)AT)=(PA(gAT)) (Vg Vr)=(pV(gVr))
(pAp) =p (pVp)=p
(PAT)=p (pvLl)=p
(pAL)=1 (pvT)=T
(pA(@Vr)={@AqV(pAT) (pV(gAT) =@V AN(PVr)
=(pVq) = (—pA—q) ~(pAgq)=(-pVq)



Exercicio: Existe uma formula ¢ com esta tabela de verdade?

OO || O
= OO
— O =] O]
= OO =6




Definicao 1.1.19. Uma férmula ¢ é dita um literal se ¢ for uma variavel ou a negacao
de uma variavel.

Teorema 1.1.20. Para cada j € J (com J um subconjunto de indices), seja L; um
literal. Entao, sdo equivalentes as sequintes afirmacoes:

i) Vjes Lj € uma tautologia.
ii) AjesL; € uma contradigdo.

iii) Existem indices distintos ji,j2 € J tais que Lj, = —Lj,.



Forma Normal Conjuntiva

Definicao 1.1.21. Dizemos que uma férmula ¢ estd na forma normal conjuntiva
(FNC) quando ¢ = A;cr i (para algum subconjunto de indices I) e onde cada ¢;
é da forma V,c;L; (para algum subconjunto de indices J), com L; literais. Nestas
circunstancias, diremos que as componentes ¢; serao V-clausulas.

Nota 1.1.22. Muitas das vezes, consideramos ainda a forma normal conjuntiva dual, a
forma normal disjuntiva (FND). Neste caso, uma férmula ¢ estara nessa forma quando
© = Vier i, onde cada ¢; da forma Ajc; Lj, com L; literais.
Exemplo 1.1.23. Consideremos as variaveis proposicionais p, g, r.
e (PpVqg)A(pVr)A-réuma FNC.
e (pAqQ)V(pAT)V-—réuma FND.
e pAgA T éuma FNC e uma FND.

e (pA(gVr))Vqnao énem FNC, nem FND.



Teorema 1.1.25. Toda a formula da légica proposicional é equivalente a uma féormula
na FNC (FND).

Teorema 1.1.26. Uma formula na FNC' é uma tautologia se e so se cada uma das suas

clausulas for uma tautologia. Dualmente, uma formula na FND € uma contradicdo se e
so se cada uma das suas clausulas for uma contradicao.

Exercicio: Coloque @ na FNC?

p=(perq)—=>(r—s)A(@—>—(pAT))
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2. Usando tautologias apropriadas, transforme as seguintes formulas na forma normal conjuntiva.
a) pV (g A (=p));
b) —((=p) A (—9));
c) (pAg)V(pA(—g)).

d) (gA-pAT)V(7pA—g).



Sumario

e Conjuntos de formulas consistentes.
* Consequéncia semantica.

e Deducao.

* O método de resolugao (logica proposicional)



Conjunto Consistente

Definicao 1.1.29. Um conjunto de férmulas {1, ..., ,} dir-se-4 consistente quando
existir uma interpretacdo que é modelo de todas as féormulas em {¢1,...,p,}, ie.,
se existir uma interpretacao de tal forma a que todas as férmulas do conjunto sejam

verdadeiras.

Exemplo 1.1.30. Consideremos as variaveis proposicionais p,q e um conjunto de férmulas
['={-p,p — q,q}. Rapidamente conseguimos ver que I" é consistente: basta considerar a

valoracgao tal que p+— 0 e g — 1.



Consequéncia Semantica

Defini¢do 1.1.32. Uma férmula ¢ diz-se consequéncia seméntica (ou consequén-

cia légica) das férmulas ¢, ..., @, quando, para toda a valoragdo, se ¢, ..., p, tém
valor 1, entao ¢ tem valor 1. Neste caso, escrevemos 1, ..., @, F 1.
Teorema 1.1.34. Dadas formulas o4, ..., @, €, temos que @1,...,0, E 1 se e sé se

((p1 A+ A py) = ) for uma tautologia.

Exemplo 1.1.33. Vamos verificar que q V —p é consequéncia de pV q e p — g, ou seja, que
pVg,p—>qFqV-p.



Consequéncia Sintatica

Definicao 1.1.36. Uma férmula v diz-se consequéncia sintactica das férmulas
©1,---,Pn Se, a partir destas, existir uma prova (dedugao) de ¥ (por aplicagdo das
regras de inferéncia anteriormente introduzidas). Neste caso, escrevemos @1, . .., @, F 9.

Teorema da Correccao diz-nos que «tudo o que se prova é valido», i.e., que se I' F 1,
entao I' F ¢. Ja o Teorema da Completude diz-nos que «tudo o que é valido se consegue
provar», ou seja, que se I' F 1), entao I' - 1.



Teorema 1.1.42. Seja ¥ uma formula e I' um conjunto de formulas. Entdao I' E 1 se
e s0 se I'U{—} é inconsistente.

-V 0
OV p

YV (Res)

Em particular, se tivermos § = 1 e § = ¢ = 1, conseguimos derivar, respectivamente

A AR e ~p
@ I

Teorema 1.1.43. Para cldusulas ¢1,...,pn, 0 conjunto I' = {p1,...,0n} € inconsis-
tente se e s6 se I' - L.



Nota 1.1.44. Para verificar se ¢y, ..., @, F ¥ devemos:
1. converter as féormulas ¢4, ..., v, na FNC.
2. negar a féormula v e converter — na FNC.
3. aplicar a regra de resolucao as clausulas obtidas acima até:
e obter L;

e nao conseguirmos aplicar a regra de resolugdo (sem obter L).

Exercicio: Vamos verificar p — q,q > r F p — .



Folha 0

3. Utilizando o método de resolucao, justifique que

a) p,p—>q g
b) pVg,p—or,q—rET.

4. Utilizando o método de resolucao, verifique a correcao de cada uma das seguintes dedugoes:
a) Chove se e s6 se levo guarda-chuva. Hoje ndo levo guarda-chuva. Logo, hoje ndo chove.
b) Chove se levo guarda-chuva. Hoje ndo levo guarda-chuva. Logo, hoje ndo chove.

¢) Se o mordomo cometeu o crime, entdo ele vai estar nervoso quando interrogado. O mordomo

estava nervoso quando interrogado. Logo, o mordomo cometeu o crime.

d) r é uma condicdo suficiente para q. Além disso, verifica-se r ou a negagdo de p. Logo, se ¢

nao for verdadeiro, nao se verifica p.

e) De =(pV q) deduz-se —p.



Matematica Discreta

Aula 3



Sumario

Sintaxe ¢ Semantica de logica de primeira ordem
e Sintaxe: linguagem, termos, férmulas interpretacao.

e Variaveis livres e ligadas.
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2. Exprima por meio de férmulas bem formadas as seguintes afirmagoes:
a) Todas as aves tém penas.
b) Todas as criangas sdo mais novas que os seus pais.
c) Todos os insectos sdo mais leves do que algum mamifero.
d) Nenhum ntimero é menor do que zero.
e) Zero é menor do que qualquer niimero.
f) Alguns ntimeros primos ndo sdo pares.

g) Todo o nimero par é niimero primo.



Logica de 1 ordem

Definicao 1.2.1. Um alfabeto de 12 ordem consiste:
1. numa coleccao de variaveis;
2. nos simbolos «A,V,—, <>, —, T, L» da logica proposicional;
3. nos quantificadores: os simbolos «3» (existe) e «V» (para todos);
4. no simbolo de igualdade «=».

Além dos pontos expostos acima, e dependendo do contexto, podemos ainda ter:
e uma colecao de simbolos de constantes;

« uma colegdo de simbolos de fung¢io (cada simbolo de funcdo tem uma aridade
n € N = nimero de argumentos);

« uma colegdo de simbolos de predicado (relagdo) com n € N argumentos;

Definicao 1.2.3. Vamos introduzir o conceito de termo de forma recursiva:
e cada variavel e cada simbolo de constante sao termos;

e se f é um simbolo de funcado de aridade n e se ti,...,t, sdo termos, entao
f(t1,...,t,) também é um termo.



Definicao 1.2.5. Da mesma forma que fizemos para os termos, vamos agora introduzir,
recursivamente, o conceito de férmula. Comecemos com os dtomos (ou férmulas

atomicas):
e P(t1,...,t,) é um &dtomo, onde P é um simbolo de predicado com n argumentos
ety,...,t, sao termos;

e t; =ty é um atomo, onde t;,t, sao termos;
e | e T sao atomos;

A partir daqui, e considerando os 4tomos como «elementos primitivos», podemos cons-
truir recursivamente as féormulas a partir dos conectivos logicos e dos quantificadores

apresentados anteriormente:

e se ¢ e 1 sao férmulas, entao

AY), (pVY), (e—=9), (-v), L, T,

sao féormulas;

e se ¢ é uma férmula e z é uma variavel, entao Vx ¢ e dr ¢ sao férmulas.



Nota 1.2.7. Nas formulas da forma Vzp (resp. Jzp), dizemos que a férmula ¢ é o alcance

do quantificador V (resp. J).

Definicao 1.2.9. A ocorréncia de uma variavel numa férmula diz-se ligada se esta
estiver dentro do alcance de um quantificador utilizado para essa mesma variavel. Por

outro lado, a ocorréncia de uma variavel dir-se-4 livre se nao for ligada.

Nota 1.2.10. Uma varidvel numa férmula ¢ dir-se-a livre quando ocorrer pelo menos uma
vez livre em ¢. Adicionalmente, diremos que ¢ é fechada quando esta nao tiver variaveis

livres.

Exemplo:
1) Ve Iy x <y) A(a <x)

2) Vzdy (zx <yAa<x)
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1. Indique quais as ocorréncias livres e ligadas de cada uma das varidveis das seguintes férmulas:
a) Jy P(z,y)
b) (Vz (P(z) = Q(z))) = (=(P(z)) V Q(y))
c) 3z (P(y, z) AVy(=Q(z,y) V P(y, 2)));
d) P(a, f(a,b));
e) 3z (P(z) = —Q(z));
f) vz ((P(z) A C(z)) = FyL(z,y)).

NOTA. z,v, z,a,b sao variaveis.



3. No que se segue, c(x), s(x) e d(x) representam as afirmagdes «x é uma explicagdo claray, «z é
satisfatoria» e «x é uma desculpa», respectivamente. Admita que o universo do discurso para
x é o conjunto de todos os textos em Portugués. Traduza as seguintes férmulas bem formadas

para linguagem comum:
a) Vr c(z) — s(x);
b) Jz d(z) N - s(x);

c) Jx d(x) A = c(x).

7. Obtenha, na forma mais simplificada possivel, a negacdo da seguinte férmula

Vy3dz ((q(z) = p(y)) V (p(y) Aa(z))) -
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* Interpretacgao.

e Consequéncia semantica
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e Regras para obter formas normais.

e Forma normal de Skolem.



Qual o significado da formula x = ¢?

Definicao 1.2.12. Uma estrutura M para um alfabeto de 1* ordem consiste num

conjunto D (dominio) onde:

« a cada simbolo de constante a, associamos um elemento a™ € D;
o a cada simbolo de funcao f (de aridade n), associamos uma fungao f™: D" — D;

e a cada simbolo de predicado P (de aridade m), associamos um subconjunto
pPM C D™

Definicao 1.2.13. Dada uma estrutura M, uma valoragao v em M associara a cada
variavel x um elemento v(z) € D. Adicionalmente, designamos o par (M, v) por inter-

pretacao.

Qual o significado da formula dx (x = ¢)?



Definigao 1.2.16. Dada uma interpretacdo (M, v) de um alfabeto de 1% ordem, defi-
nimos recursivamente o conceito de validade de uma férmula em (M, v) da seguinte
forma:

,V) E t; =ty quando v(t1) = v(ts);
,v) E P(ty,...,t,) quando (v(ty),...,v(t,)) € P;

,0) E T e ndo (M,v) E L;

~

v

F (¢ V) quando (M, v) E ¢ ou (M,v) F ;

~

F (¢ — %) quando (M, v) E ¢ implicar (M, v) E 1;

, U

T T T xxxx

)
)
)
v) F (¢ A ) quando (M,v) F ¢ e (M,v) F ¢
)
)
)
)

,v) E Vz ¢ quando, para todo o a € D, (M, va) F ¢. a, se y € igual a z.

Nota 1.2.17. Dizer que uma dada férmula ¢ é valida numa interpretagdo (M,v) é o
mesmo que dizer que (M, v) é um modelo para . Usualmente, denotamos esta relacao

por (M,v) E ¢.

,v) F 3z ¢ quando, para algum a € D, (M, ve) k ¢; v(y), se y é diferente de =,



Exercicio: Sejam .Z uma estrutura com
D ={123};R=1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),3,3),(3,2)}; § = { 1,3}
¢ v uma valorardo com v(x) = 3 e v(y) = 2.

Verifique a validade das seguintes formulas:

(@) R(x,y) (b)) S(y) (c) Yy (S(x) A R(x,y)) (d)IxVy(S(x) A R(x,y))

10. Para cada férmula seguinte determine, se possivel, um modelo e uma interpretacdo em que a

mesma seja nao valida:

a) Vz (P(x,a) = —Q(z,a)), onde a denota um simbolo de constante;



Definicao 1.2.22. Uma férmula diz-se:

e uma tautologia (ou férmula valida) quando for vilida para qualquer interpre-
tacao;

e uma contingéncia (ou formula consistente) se existir uma interpretagdo para
a qual seja valida;

« uma contradicao (ou inconsisténcia) quando nao for uma consisténcia, ou seja,
quando for invalida para qualquer interpretacao.

Definicao 1.2.24. Duas férmulas ¢ e 1 dizem-se equivalentes (¢ = ) quando ¢ <> ¥
é uma tautologia.

Definicao 1.2.25. Uma férmula i diz-se consequéncia seméantica (ou consequén-
cia l6gica) das féormulas ¢1,...,p, quando, para toda a interpretacdo (M,v), se
©1,---,%n sdo validas em (M,v), entdao ¢ é valida em (M,v). Neste caso, escreve-

mos ©1, ..., o, F .



Forma Normal Prenex

Definicao 1.3.2. Uma férmula da forma Qz;---Qx, ¢, onde ¢ é uma férmula sem
quantificadores e @) denota «3» ou «V» diz-se na forma normal prenex (FNP).

Nota 1.3.3. Relativamente a uma féormula Qz1 - - - Qx, ¢ na FNP, é comum designamos a
parte inicial («Qz; - - - Qz,») por prefixo e «p» por matriz da férmula.



e Mover as negacoes («—») para o interior das férmulas:
Vrp=dz-p e -dre=Vzry;
e Mover os quantificadores para o exterior das férmulas:
— (Vz o) A (Vz ¢) =Vz (9 AY);
— @z o) v (Ezy) =3z (pVY);

— supondo que % nao contém a variavel z:

Vz o) Ap=Vz (pAY), (Frze) A =3z (pAY),
Vz o) VY =Vr (pVy), (EFze)Vey=3z(pVY).

Exercicio: Escreva as formulas seguintes na FNP.
(a) VxP(x) —» Jdx0(x)

(b) VxVy[(Ix(P(x,2) A P(y,2))) = (FuQ(x,y, u))]




11. Transforme as seguintes férmulas na forma normal disjuntiva prenex e na forma normal conjun-

tiva prenex:
a) (Vo S(z)) = (32 P(2));
b) —(Vz (S(x) = P(z)));
c) Vz (P(x) = (Jy Q(z,9)));
d) 3z (-(Fy P(z,y)) = (32 (Q(2) = R(z))));

e) Vedy 3z (-P(z,y) A Q(x,2)) V R(z,y, 2)).



Forma Normal de Skolem

Defini¢do 1.3.7. Uma férmula diz-se na forma normal de Skolem (FINS) se for uma
FNP, estando a matriz na FNC e sendo o prefixo composto apenas por quantificadores
universais («V»).

e 10 caso dr; Qoxs - Qnxy ©:
1. escolhemos um novo simbolo de constante (digamos c);

2. substituimos todas as ocorréncias livres de 1 em Qo5 --- Q,T, @ por c;

3. eliminamos dz; do prefixo.

e 1o caso Vxy -+ Vagp_ 1 3xk Qri1%rs1 - QnTn @ (K> 1):
1. escolhemos um novo simbolo de funcdo (digamos f) de aridade k — 1;

2. substituimos todas as ocorréncias livres de =y em Qri1Tryr1 -+ Qnx, @ por

f(xh <o axkz—l);

3. eliminamos dx; do prefixo.



Nota 1.3.9. As funcoes e constantes utilizadas para substituicao das variaveis existentes
(no procedimento acima) sao ditas fungoes de Skolem.

Exercicio: Escreva as formulas seguintes na FNS.
(a) AxVyVz3auVviw P(x,y,z,u,v,w)

(b) Vxdy3dz((=P(x,y) A Q(x,2))) V R(x,y,2))

12. Encontre a forma standard de Skolem das seguintes férmulas:
a) =((Vo P(x)) = (3y P(y)))
b) =((Vz P(x)) = (FyVzQ(y, 2)))

c) Vz3y3Iz ((=P(z,y) A Q(z,2)) V R(z,y, 2))



